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ΔG(a)Oκ
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� Coxeter ������ k�������������������

SOa1(1g1, dt) = SOa2(1g2 , dt)
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���� M�������������A������
� Aani ����
� 6������ f ani : Mani → Aani����� (2)�������
�
Mani�
�� k�������Deligne [18]���	� f ani

∗ ���������
���
���	����

pHn(f ani
∗ ��)

�����	� (3)���	
��������Aani ⊗k k̄����������
�������������������������
��	
������

	�����

P�M ������� Pani��	� pHn(f ani
∗ ��) �����������	


�����	����
pHn(f ani

∗ ��) =
⊕
[κ]

pHn(f ani
∗ ��)[κ] �

����� [κ] ���	� Ĝ����������	�����
����
����
 pHn(f ani

∗ ��)st���
 κ = 1���������	������
���������� Tate-Nakayama�	��� P��	
��	���
�
��
�
 [57, 6] ���
���4.10 � 5.5 ���� [57]� [58]����
	������	

���
�����
	����
	�	
��
�
� Langlands�Kottwitz �	����� [50]� [44]�

������������������������ Aani ���������
���� Ãani ����
�∞ ∈ X������ [54]������
����
��������	


pHn(f̃ ani
∗ ��) =

⊕
[κ]

pHn(f̃ ani
∗ ��)κ �

	� κ���	� Ĝ����� T̂�����������������
��
�����������
���	�����
	����� 6.4.1 ����
��� pHn(f̃ ani

∗ ��)κ �
	������������������������
�������
 κ = 1�������������
�������H���
��������
	�
��� 1.8.2� 6.4.1 
����
��� 6.4.2 ����
���� Langlands-Shelstad������

� [57]������� pHn(f̃ ani
∗ ��)κ��������� Ãani

H → Ãani����
������������
������ 6.3���������� [57]� [54]�
	���������� � � � � ��Goresky, Kottwitz�MacPherson


 Hitchin 	
������������������ pHn(f̃ ani

∗ ��)κ�����
����
��������	 Ãani

H → Ãani�������
	�������
���������������� Ãani

H ����	
���
������

����� Laumon��
��������Atiyah-Borel-Segal��
����
�������������������������	���������

��������������	����� Hitchin 	
��
�����
��

(2)����� =�propre��
(3)����	 =�pervers��������������	�
��
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��������������������������� 7�������
���
 δ���Abel 	
���� 7.2.1��������������
��

��� Hitchin 	
�� δ��������� [60, p. 4]����������
���� 7.2.2� 7.2.3�������������	�� δ����� 5.7.2 �
���� 8����������	��� 6.4.2����

δ��� 7.2.2 �	���� 7��������������Abel 	
���
��������
��������������� Goresky�MacPherson


���
�������� 7.3����������

	������������������ Lie ����������	�
��������������	
������� 7�����������
� 7.2.2� 7.2.3������������ 7.8.5�	��� 8���������
��������������7̇.8.5�����	������������ 3�
��� Springer 	
�
	�����4������� Hitchin 	
��
	�
��������������������
� 2������������
���� 5�������Hitchin �����
����������6���
����Hitchin ���������
������� Hitchin 	
�����
����������
	����� 6.4.2 ���������	��� 7�
� 8����

1. Langlands-Shelstad ��������� Waldspurger ������

����������� Langlands� Shelstad ����Lie ��������
���� 1.11.1��� Waldspurger ������������ 1.12.7�����	
���������� Langlands-Shelstad ���������
	�����
��������
�����������������
��������

 Hitchin 	
�������������
������
������

1.1. Chevalley ���������������. — ��� k����� G���� k�	����
� (4)��������� [21] ������������������
� 	 ��� � � � T�� � ��T�Borel � � B��NG(T)�T����
�� W = NG(T)/T�Weyl �� g��G�Lie ��� k[g]�� g�������
������ t = Spec(k[t])��T�Lie ���� r�G���

T�Lie �� g ��� ��� � � � � ��Φ � 	 � � Weyl � W�� ��
� � � � Borel � � B � � ��� � � ����Δ�� � ��� � � ���
�

∑
α∈Δ nαα �� � � 	�nα ∈ ����

∑
α∈Δ nα����� �����

�h − 1���	��������������h����Coxeter����
���������� p�������� 2h ���
 Weyl �������
	�h�������������	���� p��� Weyl �����
�
� p� [12, 1.14]��������������������� Killing ����
����

(4)����� =�réductif��
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� G���Lie ����	�������Chevalley ��������	��
���	������� [75, 3.17]������������� p > 2���
����� [55, 0.8]�

������ 1.1.1. — g � t ��	����������� k[g]G = k[t]W �


 c = Spec(k[t]W) = Spec(k[g]G)��χ : g → c�Chevalley ��������
������	 k[g]G ⊆ k[g]���
����������χ(x)� x�����
��� c����	�Gm� g ������ (5)� G�	����� ����
������ c ����������������� (6)

[χ] : [g/G] → c � [χ/Gm] : [g/G × Gm] → [c/Gm] �

�	 k[t]W ⊆ k[t]������� π : t → c�������������� c�
�� t�W ����������������������� c����	

� crs ��� π�	��������Galois ��� Galois �� W�����
� Gm� t �������Gm� c ���������

1.2. Kostant ������. — ����χ : g → c ������� [38]�� Kostant ���
�����������������������	��	����
�������� p > 2h����� [78]�� Veldkamp��� p��� Weyl �
�������� � � � � � Kostant����� � � � � Deligne � ��

� Veldkamp����	������

��G�� � 
� (7)� � � � ��T�B
� � 
 ��� � � � � x+ ∈
Lie(U) ������ x+ =

∑
α∈Δ xα �	�Δ������� xα�Lie(U)α���

�	���� Lie(U)α�Lie(U)���
���α��T���������	
� U���B���� (8)�

������ g���� sl2 �� (h,x+,x−)�����	� h ∈ t∩Lie(Gder)�
������������������� ad(x+)2h−1 = 0 ��� [12, 5.5.2]�

�� p > 2h���������� Jacobson-Morozov ����� [12, 5.3.2]��
� [12, 5.4.8]���
�
 sl2� g �������
����� p > 2h�����

������ 1.2.1. — � gx+ � x+ � g �������������χ : g → c �	��
��� g ������ x− + gx+ ����������

�����Kostant���	�� � � � �� [38, �� 0.10]��� � �
�Lie(B) = [x−,Lie(U)] ⊕ gx+��������� sl2� g �������
��
���
� p > 2h����������������
�������� [38,
�� 19]������
���� [6]�	����
����

(5)����� =�homothétie��
(6)����� =�champ��
(7)���
� =�épinglage��
(8)����� =�unipotent��
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�������
(1.2.2) ε : c → x− + gx+ ↪→ g

���� Chevalley ��χ : g → c���������Kostant���

�
��������������������������� c → g ��

����
���� [59]��������������	�� (9)�������
�����
�� Springer 	
�Hitchin 	
���������

��Kostant ������� 1.2.1 ��� c �
����	�Gm�G �
�������� c ��������� sl2� g �������
�������
� c �����������������

t(a1, . . . , ar) = (te1a1, . . . , t
erar)

�������� e1 − 1, . . . , er − 1���������� [11]�

� greg� g�� � 
 � � �����x ∈ g � � � � ���� � � Ix�

���� r�� [38, �� 10]�	���� Kostant�������
� greg

��Kostant 
���� x, x′ ∈ greg(k̄)��������χ(x) = χ(x′) �����
�������� [38, �� 2]���������	�������������
���

������ 1.2.3. — χ� greg ���	��������������	�G����
�����

1.3. ���������. — �����
������������� G�	��� (10)�
��G���
� (T,B,x+) ��� 1.2��Out(G)�G�
���
����
������������	���������������Φ ���
������
�����
���Weyl � W���������
����
������������ W � Out(G) �����T����Φ �����
� W�Out(G)���������

������ 1.3.1. — G � k��X ����������
	X ���������
������ Out(G) ��� (11) ρG �������

1.3.2. — � ρG�G������������X���G = ρG ∧Out(G) G �
�������
������X��
���������� (T,B,x+) �
	�B�G����������X ����� T�B������� x+�
Lie(B) ������������	
� (T,B,x+)��

� (T,B,x+)��

��������X�������
� (T,B,x+) ����������	
��
 G ���
������������ Out(G) ����������
�����G���	������	��
����

(9)����	�� =�matrice compagnon��
(10)����� =�tordu, torsion����� = ������������� = ������
����
(11)������ =�torseur��
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1.3.3. — � ρG�X ���� Out(G) ����G������	�����

��� (T,B,x+)�������	�������������	���
��� g = Lie(G) � t = Lie(T )�W � Out(G)� t ������� Out(G)� c =
t/W ������������ g = Lie(G)����	���X��

c = ρG ∧Out(G) c �
�������

χ : g → c

��� Chevalley ��χ : g → c ������
 Out(G)� sl2 �� (h,x+,x−)

�����Kostant�� ε : c → g�Out(G) ���������	�����
�X ��
(1.3.4) ε : c → g

��Chevalley ��χ : g → c����
��� Kostant�������
���
������

π : t → c

��� π : t → c ���������X���
W = ρG ∧Out(G) W

��� t ���
 c� t�W�������������������� c 

� t�W �������������������
� crs = ρG ∧Out(G) c ��
�� π : trs → crs��������W ����������

1.3.5. — �����������������������������
� x�X���
	�� π1(X, x)�X������ x���������X�
������

G�����	����������
ρ•G : π1(X, x) → Out(G) �

�����Out(G) ��� ρG �������
	� xG�	
 x
��

1.3.6. — �����
��� Galois ��������W ��������W�
���W�������� ρ•G : π1(X, x) → Out(G)�������G�W 	
��G�W����������

�X•�X��� � � � ��Galois ��� ��� � � � ��Galois �
�X1 → X��������X1 �������
	� x1 �	
 x
��
��
�X• ������
	� x• �	
 x
���� (X•, x•)� (X, x)�����
����Galois ������
����

W ����X• �������
��� W�

� π : X̃ → X���W ���� x̃� X̃���
	��	
 x
���	

� X̃• = X̃ ×X X• �
�����
	� x̃• = (x̃, x•)� π1(X, x)�W�����
� X̃• ���������� W � π1(X, x)�����������������
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� X̃• → X��	
��������X•���������� X̃• ��
�
����� π•

W � π1(X, x) �� π1(X, x).
π•

��

�
��� W � π1(X, x)����� ρ•G : π1(X, x) → Out(G) ��������
�������	��
���������������

W � Out(G)

��
π1(X, x)

ρ•G
��

��

Out(G)

���������� π• �������
π• : π1(X, x) → W � Out(G) �

�����������	�
�

1.4. ������������������������. — ���������G���� G���X����
	����

� grs�
 � crs���χ : g → c ��� ����� � a ∈ crs(k̄) � 	

χ−1(a)�G�	 � � � ��� � ��
��� � γ ∈ grs(k̄) � γ��� �
� Iγ��G⊗k k̄��������

1.4.1. — � a ∈ crs(k̄) � γ, γ′ ∈ χ−1(a)������ g ∈ G(k̄) ��� γ�� γ′ �

��� ad(g)γ = γ′������ ad(g)������ ad(g) : Iγ

∼−→ Iγ′���
� g� g′�G(k̄)�����	���� γ� γ′ ��� g� g′�� Iγ����
���
 Iγ������������ ��������

ad(g)� ad(g′) : Iγ
∼−→ Iγ′

������������ Iγ� Iγ′�����������������

 a������� γ ∈ χ−1(a) ��������
 Iγ���
�������
� a��������������

�S�� �X � � � a ∈ crs(S)� crs�� �S���� a� � ��� 	 �

 (12)������W ��� πa : S̃a → S���������������

S̃a

πa

��

�� trs

π

��
S a

�� crs



(1.4.2) Ja = πa ∧W T �

(12)���	� =�caméral������Weyl ��	����
���caméral��������
��chambre���������
�
��
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������Donagi�Gaitsgory��������������� 2.4���
�������

������ 1.4.3. — �S���X ��� a ∈ crs(S) � crs ���S���� x� grs(S)
���S������χ(x) = a� Ix ������ g ������������
� Ja = Ix �

1.4.4. — ���������������������S���
	
� s� S̃a���
	� s̃��	
 s
��� 1.3.6 �������� ��� :

W � Out(G)

��
π1(X, x) ��

�����������������
Out(G)


��� Ja ��������� T���������π1(S, s)�T �����
��

π•
a : π1(X, x) → W � Out(G)

�������
���
(1.4.5) Ja = S• ∧π1(S,s),π•

a T

	� (S•, s•)� (S, s)��������Galois ���

1.5. ������������������������������������. — �������G�G����� k��F �
�	������� g�F ��������������
���� a ∈
crs(F )�Langlands 	����������������	����� Lie ��
����������������������	���
���
����
�����������������������������������

1.5.1. — � a ∈ crs(F )���������� γ0 = ε(a) ∈ g(F )� a�Kostant��
���� γ0����� Iγ0���������F �����
�������
� Ja ��� 1.4.3�� γ�χ−1(a)����F����� g(F )��� γ0� γ��
���
����	��� g ∈ G(F )�� γ = ad(g)γ0�����
�����
� σ ∈ Gal(F/F ) ��� g−1σ(g) ∈ Iγ0(F )��� σ 
→ g−1σ(g)������

inv(γ0, γ) ∈ H1(F, Iγ0)

���
 γ�G(F )�������
��� (13) g��������H1(F,G)
������������������Langlands ��� γ 
→ inv(γ0, γ)��
�����������χ−1(a)��F���G(F )������������
�H1(F, Iγ0) → H1(F,G)����	
��� [50]���	
����

ker(H1(F, Iγ0) → H1(F,G)) �

1.5.2. — �� g(F ) ���
�������� � (14) [g/G](F ) ������
��� (E, φ)���	�E�F ����G���� φ� ad(E) = E ∧G g�
� �F���Chevalley ���� � � � � [g/G](F )��� c(F )��� [χ]�

(13)������ =�transporteur��
(14)��� � =�groupöıde�����������	���������!�������
�����
�!
��������� �������
���
������
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� a ∈ crs(F )��� [χ]−1(a)�F��� �� [χ]−1(a)(F )����������
��	��������� ������ (E0, γ0) �	�E0����G��
�� γ0 ∈ g(F )�� Kostant������� γ0 = ε(a)��
 [χ]−1(a)���F�
� (E, φ) ��������

inv((E0, γ0), (E, φ)) ∈ H1(F, Iγ0) �
�� (E, φ) 
→ inv((E0, γ0), (E, φ))�� � � � � [χ]−1(a)(F )��� ��
�H1(F, Iγ0) �������

� (E, φ)� [χ]−1(a)���F��� inv((E0, γ0), (E, φ))��������E�
����
	������

H1(F, Iγ0) → H1(F,G)

� ��H1(F,G)����� ��� ���� � � � ��� � ��� ��
�χ−1(a)(F )��G(F )�� � � � ���H1(F, Iγ0)��� � � � � � 	�
�H1(F,G)�������

1.6. Tate-Nakayama ��� ���. — ���� ��	�� � � ���� � 
 � � �
������� � ��� � 
 Tate-Nakayama�	��Fv�� � � ��	�
�� Ov�������� v�		���F sep

v �Fv��	������ Γv �
� Galois � Gal(F sep

v /Fv)���X = Spec(Fv) � x = Spec(F sep
v )����
	��

1.6.1. — �G�G�Fv ����	������� ρ•G : Γv → Out(G) ��
��� Ĝ�G��	�����������
� (T̂, B̂, x̂) �	�����
������ G��������� �	��������Out(G) =

Out(Ĝ)�������� Γv� Ĝ ���� ρ•G ��
�
����

��Kottwitz��� [41]� [44]� H1(F,G)�� ������� � � � �
�Abel �������Pontryagin�	������

H1(F,G)∗ = π0((ZĜ)ρ
•
G(Γv))

	� (ZĜ)ρ
•
G(Γv)� Ĝ���ZĜ� ρ•G(Γv) ������������� H1(Fv, G)∗

������ Abel ������� ∗��Pontryagin�	�

1.6.2. — �������� 1.4.4������S = Spec(Fv) � s = Spec(F sep
v )�

��� a ∈ crs(Fv)��		
 a
�� γ ∈ trs(F rs
v ) ����� 1.3.6������

����
π•
a : Γv → W � Out(G)

	
 ρ•G : Γv → Out(G)
������ 1.4.3����

Iγ = Ja = Spec(F sep
v ) ∧Γv,π•

a T �
��Tate-Nakayama	��	� [44, 1.1]�����

(1.6.3) H1(Fv, Ja)
∗ = π0(T̂

π•
ρ,a(Γv)) �

�!��� H1(Fv, Ja)���������
 T̂� π•
ρ,a(Γv) ��������

�	������ T̂��T��	������ ������������
������
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1.6.4. — �	�� ι : T̂ ↪→ Ĝ��������Γ ����
������� t ∈
T̂ ��� σ ∈ Γv � ρ•(σ)(ι(t))� ι(π•

a(σ)(t)) �� Ĝ�����������	�
�

(ZĜ)ρ
•
G(Γv) ⊆ T̂π•

a(Γv)

�	����	�
�����
π0((ZĜ)ρ

•
G(Γv)) → π0(T̂

π•
a(Γv)) �

����	����������������H1(Fv, Iγ0) → H1(Fv, G)�

1.7. κ������������. — �������������G�G�Ov ����	�
����	���G(Fv) ������
��G(Ov)�� dgv�G(Fv) ����
� Haar������G(Ov)���� 1�

�
 a ∈ crs(Fv) � � ��� � Ja(Fv) ���� � Haar�� dtv��
 γ ∈
g(Fv) ��χ(γ) = a������ Ja = Iγ ��� Ja(Fv) ��Haar�� dtv ��
� Iγ(Fv) ��

��� γ���� g(Fv) �������	����� f ���������

�	

Oγ(f, dtv) =

∫
Iγ(Fv)\G(Fv)

f(ad(gv)
−1γ)

dgv
dtv

�

������ 1.7.1. — � κ� T̂π•
a(Γv) �������� g(Fv) ������������

� f ��� f ������ a ∈ c(Fv) �� κ����������

Oκ
a(f, dtv) =

∑
γ

〈inv(γ0, γ), κ〉Oγ(f, dtv)

�� γ��� a�������������G(Fv) �������� γ0 = ε(a) �
� Kostant �������� dtv ���� Ja(Fv) ���� Haar 	�

��� κ�
�	����
 X̃ρ,a�
	� xρ,a���������
���
����� H1(Fv, Ja)��	�� T̂
������
�� Tate-Nakayama�	
�� 1.6.3����

1.8. ���������. — ��������	� Ĝ�����
� (T̂, B̂, x̂+)�

� κ���
������� T̂������ κ� Ĝ��������		
����������� Ĥ� Ĝ�
���� Ĥ�������������

�Borel ����H���� k�	������	��� Ĥ�����	�
���� Out(H) = Out(Ĥ)�

�� κ���� Ĝ � Out(G)������ (Ĝ � Out(G))κ�����
�

1 → Ĥ → (Ĝ � Out(G))κ → π0(κ) → 1
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	� π0(κ)� (Ĝ � Out(G))κ��	���
���������

π0(κ)
oH(κ)

����������� oG(κ)

�����������

Out(H) Out(G)

������ 1.8.1. — �G� G �X����������	�� Out(G) ��� ρG �
���G�X�������� (15)�
��	�� (κ, ρκ) ��� κ���� ρκ�
����� π0(κ) ������	 ρG �
���
	 oG(κ) �����

	���� (κ, ρκ) ��������
 H�X�����������H��
�	 Out(H) ��� ρH �������� ρH ��� ρκ ����
	 oH(κ) �


	�
���
����������
�������X��������
��
	� x��G���X����������� G�	������
��� ρ•G : π1(X, x) → Out(G) ����

������ 1.8.2. — G�X �����������
��	�� (κ, ρ•κ) ��� κ ∈
T̂ �� ρ•κ �����

ρ•κ : π1(X, x) → π0(κ)

�� ρ•G ���

�����
	�
�
�������� ���

π1(X, x)

ρ•H

����
��

��
��

��
��

��
��

��

ρ•G

		�
��

��
��

��
��

��
��

��
�

ρ•κ
��

π0(κ)

oH(κ)

����������

oG(κ) ������������

Out(H) Out(G)

���
	�
 (κ, ρ•κ) ����
	�H ������� ρ•H ����

1.9. ������������������������. — ��� (κ, ρκ)��� 1.8.1 ���
	�
�H����

	������H�������G������������� ν : cH →
c�

��������� ρG� ρH �������� π0(κ) �������
ρκ : Xρκ → X �

(15)���
	 =�endoscopique�������������
	�
���endoscopique ��
�������������
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���� c��� ρκ× t�W � π0(κ) �������������������
����� cH��� ρκ×t�WH �π0(κ) ������������������

������� cH → c ���������

WH � π0(κ) → W � π0(κ)

��
���� ρκ × t ������������������

������ 1.9.1. — � WH�π0(κ) �	 oH(κ) : π0(κ) → Out(H) �������� W�

π0(κ) �	 oG(κ) : π0(κ) → Out(G) ����������������
WH � π0(κ) → W � π0(κ)

������ WH ⊆ W ������������ π0(κ) ��������
�
��� WH � π0(κ) � W � π0(κ) � T ������	��

��. — κ�W � Out(G)������ (W � Out(G))κ �����
��
� WH � π0(κ) ��� [57, �� 10.1]����������� θ : π0(κ) → W �

Out(G) ���������
WH � π0(κ) → W �

θ π0(κ)

	��������� π0(κ)�W ������������������� θ :
π0(κ) → W � Out(G)�W � Out(G)�W ��������������� t�
��������

��������������
W �

θ π0(κ) → W � π0(κ)

	����������� oG(κ) : π0(κ) → Out(G) ��������α ∈
π0(κ) �� θ(α) ∈ W � Out(G)����������� θ(α) = w(α)oG(α) �
	�w(α) ∈ W�
���������

π0(κ) → W � π0(κ)

���α 
→ w(α)α�����������W �θ π0(κ) → W � π0(κ) ����
�

W �
θ π0(κ)

��												
�� W � π0(κ)















W � Out(G)

�� �������������� t���������

� c�����
� crs �������������
νrs : cG−rs

H → crs

��� cG−rs
H �� crs� cH��������������H�����G���

������G��������������

������ 1.9.2. — � aH ∈ cG−rs
H (S) ���
����S���� a ∈ crs(S) ���

��������� Ja ��� JH,aH �������� Ja �		� (1.4.2) ���
�� JH,aH �����	����H��������
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��. — ��������������� (1.4.5) ���� Ja� JaH�����
����
������
���� 1.3.6 ������� ρ•κ◦π•

a : π1(S, s) →
W �π0(κ)� ρ•κ ◦π•

aH
: π1(S, s) → WH �π0(κ) ����� π1(S, s)�Aut(T) ���

��������������� 1.9.1 ���

������ 1.9.3. — ���S = Spec(Fv) �	�Fv���	���� 1.6 ������
�� πaH���F sep

v ������������ ρ•κ ◦π•
aH

: Γv → WH �π0(κ)�
�
� Tate-Nakayama�	 1.6.3

H1(Fv, Ja)
∗ = H1(Fv, JH,aH )∗ = T̂π•

aH
(Γv) �

�������� κ ∈ T̂WH�π0(κ) ������ 1.7.1������ κ�
�
	 Oa(f, dtv)�

1.10. ������������������. — ���Φ�	�� G �������������α ∈ Φ �

 dα ∈ k[t]����α : T → Gm������������

DG =
∏
α∈Φ

dα ∈ k[t]

�������
������� W�������������	 c =
Spec(k[t]W) ��������DG����������� c ���������
��"���

������ 1.10.1. — DG � c ����������� πt : t → c �
�������
���������������� crs ����
��� Out(G) ������
��

��. — ����������DG���������
�����
 ���
����� DG ����	
�����������DG����� t����
�����	������������
������������ 1����
���������

�X��� k���G�G�X����	������� Out(G) ��
� ρG ����� ρG�DG�������� c������� DG��	

��� crs�� (κ, ρκ)�G���
	�
��� 1.8.1�
�
� cH �����
� DH ������	�� cH ������ DH�

�������	��������
����

������ 1.10.2. — ������ Ψ ⊆ Φ � ΦH �	���	����
��±α ∈
Φ � ΦH ��	 {±α} ∩ Ψ ������������

∏
α∈Ψ dα ∈ k[t] � WH ���

���
��

��. — �w ∈ WH�Φ � ΦH ����������������� {±α} ⊆
Φ�ΦH �����������������������	������ ε(w) �
��w(

∏
α∈Ψ dα) = ε(w)

∏
α∈Ψ dα����������
��Ψ������

���������> 0����
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������ ΨG ⊆ Φ �������������±α ∈ Φ ��� {±α} ∩
ΨG�"������ΨH = ΨG ∩ ΨH�
����ΨG = ΨH ∪ Ψ���
�w ∈ W �������� εG(w) ���w(

∏
α∈ΨG

dα) = εG(w)
∏

α∈ΨG
dα�

������� � 
 ΨG����� ΨG��������� � εG(w) =
(−1)�G(w) �	� �G(w)�w�Coxeter � WG������w ∈ WH ��	��
�w(

∏
α∈ΨH

dα) = εH(w)
∏

α∈ΨH
dα�	� εH(w) = (−1)�H(w)�

���� ε(w) = 1 ��������

(−1)�G(w) = (−1)�H(w) �
��������������
�������������
�����
�������� WH������������WG�����������
��

1.10.3. — ����������
∏
α∈Ψ dα ∈ k[t]WH��� cH �������

���� RG
H�
���������

ν∗DG = DH + 2RG
H �

� (κ, ρκ)�G���
	�
��� 1.8.1��� ρκ�RG
H����
���

� cH �������� RG
H ������
��

ν∗DG = DH + 2RG
H �

1.11. Lie ���������������������������. — ��������
���Langlands� Shelstad
����Lie ������������ Waldspurger ���������

�Fv�� � � ��	�� � Ov������ � v : F×
v → ��	 � � 	

���q�Ov������Xv = Spec(Ov) �F sep
v �Fv��	��������

�Xv���
	� x�

�G�G�Ov ��	��������� ρ•G : π1(Xv, x) → Out(G) ����
�����
	�
 (κ, ρ•κ) �	� κ ∈ T̂�� ρ•κ : π1(Xv, x) → π0(κ)������
	
 ρ•G
���� 1.8.2���������Xv�������H����Xv �
���� cH → c�

� aH ∈ cH(Ov)��� a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv)����� Ja(Fv) ���� Haar�
� dtv����� 1.9.2��������� Ja��� JH,aH�������
� Haar�� dtv ��� JH,aH(Fv) ��

� 1.9.3 ����F sep
v �� xa ���
 g(Fv) ���	���	������

������ κ�
�	 Oκ
a�� 1gv� g(Ov)� g(Fv)������� 1hv� h(Ov)

� h(Fv)�������

������ 1.11.1. — ���	�������

Oκ
a(1gv , dtv) = qr

G
H,v(aH )SOaH (1hv , dtv)

�� rGH,v(aH) = degv(a
∗
HRG

H) �
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Langlands� Shelstad�����	����Lie �	������������
�Lie ��������������Waldspurger �������������
���� Lie ���������
�����������
F�����	�
������� W������������
F���	�	�������
��� W�����
������ [82]�����
��������

Langlands-Shelstad��������������������� (16)�
� � ��� ������ [46]�� Kottwitz�Langlands-Shelstad�� � � �
� Kostant��
	��
��������� Langlands� Shelstad����
�������������
������� Waldspurger� [81]������
��������Hales������ [32] 
�Langlands-Shelstad�������
������������

1.11.2. — ��������������������� cH(Ov)��� aH ∈
cG−rs(Fv) ������������ a /∈ c(Ov)����������	����
������� νH : cH → c ����������������������

�	 Oκ

a(1gv , dtv)�SOaH (1hv , dtv)��
	�

1.11.3. — 	���� 1.10.3 ���������
a∗DG = a∗HDH + 2a∗HRH

G

����
ΔH(aH)ΔG(a)−1 = qdegv(a

∗
HRH

G )

	�ΔH(aH) = q−deg(a∗HDH)/2 � ΔG(a) = q−deg(a∗DG)/2�������� 1.11.1 ��
����������

ΔG(a)Oκ
a(1gv , dtv) = ΔH(aH)SOaH (1hv , dtv) �

1.12. ������������������������. — ��� [83]�� Waldspurger ��� Langlands-Shelstad
����������
������������������������
��

�G1�G2���� k�	����������
��������� i ∈
{1, 2}����� Gi������� Ti ������Φi ⊆ X∗(Ti) ������
��Δi ⊆ Φi ��������� Φ̌i ⊆ X∗(Ti)���

(X∗(Ti),X∗(Ti),Φi, Φ̌i,Δi)

��
���� Gi ������������������������

�����
�����

������ 1.12.1. — G1 � G2 ������������	����������
ψ∗ : X∗(T2) ⊗� −→ X∗(T1) ⊗�

�
ψ∗ : X∗(T1) ⊗� −→ X∗(T2) ⊗�

(16)������� =�facteur de transfert��
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�������������ψ∗ 
�����α2 (α2 ∈ Φ2) ����
�
��α1 (α1 ∈ Φ1) ����������������
���������
�
�������ψ∗ ����
������
����������

������ 1.12.2. — ����������	���������������
���������X∗(T1)⊗�→ X∗(T2)⊗���������������
������	����������

������ 1.12.3. — �����	�#��Langlands ������	�����
���������G������������	� Ĝ�������
� G������������� ������������� �����

������	��X∗(T) ⊗� → X∗(T) ⊗��������α�����
�� α̌�������α��nα̌�	�n = |αlong|2/|αcourt|2���������
����������������	�������Bn ↔ Cn, F4�G2 ���
	���������
�� [83, p. 14]����������

1.12.4. — � 
 � � �α������� � 
α������� ����
ψ∗�ψ∗ ������	���� G1�G2�Weyl �
����W1

∼−→W2�

1.12.5. — �G1�G2���	��������������Out12�
� X∗(T1) ⊗ �����������������Φ1, Δ1
����
�
�Φ2,Δ2�� ��X∗(T1) ⊗ ��� ���� ���	 � ���X∗(T1) ⊗
���� � ������ � k� �X ��� � Out12 � � � ρ12 � � � � �
� ρ12�G1�G2 �	
���������	���G1�G2�����
���	�����������

������	����ψ∗

X∗(T1) ⊗� � X∗(T2) ⊗�,
���������
 X∗(T1)�X∗(T2)����������	���
��
��	�������� p��
ψ∗������ p���������

|X∗(T1)/(X
∗(T1) ∩X∗(T2))| � |X∗(T2)/(X

∗(T2) ∩ X∗(T1))| �
� k�� � � � 	 ����
ψ∗������ ���� � �X∗(T1) ⊗
k

∼−→X∗(T2) ⊗ k�

������ 1.12.6. — �G1 �G2 ����X ����������X�������
	����� T1 � T2 �G1 �G2 ��������� t1, t2 ���� Lie ���
�������� t1 → t2 ���
��	��� ν : cG1

∼−→ cG2 �

��. — ���
ti = Spec(SymOX

(X∗(Ti) ⊗ OX))

	� SymOX
(X∗(Ti)⊗OX)���� OX �� X∗(Ti)⊗OX�OX������X�

������������ψ∗ ����� OX ������
X∗(T2) ⊗ OX −→ X∗(T1) ⊗ OX

��
����� t1
∼−→ t2���	���� (ψ∗, ψ∗) ������W1

∼−→W2 �
�������� t1

∼−→ t2 ���������������
c1 = Spec(SymOX

(X∗(Ti) ⊗ OX))W1
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�
c2 = Spec(SymOX

(X∗(Ti) ⊗ OX))W2


�������� ρ12������������� c1 = c2�

�����������	����X�	� Spec(Ov) �	�Ov = k[[εv]] ��
� k�������	����
ψ∗����� a1 ∈ cG1(Ov) � a2 ∈ cG2(Ov) ��
� ν(a1) = a2�ψ∗ �����T1 → T2������������� Ja1 →
Ja2 ��� 1.4.3������	������Lie ��
������
�
���
ψ∗������	��������� Ja1(Fv)� Ja2(Fv) ��Haar��
����������������� Haar�������� dtv����

������ 1.12.7. — ��������G1 �G2 � Coxeter ������������
��������

SOa1(1G1 , dtv) = SOa2(1G2 , dtv)

�� 1Gi ��� gi(Ov) � gi(Fv) �������

������Waldspurger �������������� [83]�
�����
������� 1.11.1��������������������������

1.13. ������������������������������. — ����Langlands-Shelstad����������
	��
�	
�����������������	����������
����������������������������������
������
������
Hitchin 	
��������

� k = �q �F� k���
	�������X�����������
� v ∈ |X|��Fv�F

 v�	������ Ov�Fv����������
�������G���	������

������� ξ ∈ H1(F,G) �
Gξ�G�������� ξ�H1(F,Gad)�
�����������Gξ
�������������G������
������	���������������������������
���������������
	�����������������
� Langlands�Kottwitz 	����� [50]� [44]������� [58]�����
��

����

(1.13.1)
∑

ξ∈ker1(F,G)

∑
γ∈gξ,ani(F )/∼

Oγ(1D)

	�

(1) ker1(F,G)�F ������G������������ v ∈ |X|�	
�H1(Fv, G)���������

(2) gξ� g�F �������� ξ����
(3) γ�� gξ(F )��������������� gξ(F ⊗k k̄)��������

�������
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(4) Oγ(1D)���
1D =

⊗
v∈|X|

1Dv : g(A) −→ �

����
�	
Oγ(1D) =

∫
Gξγ(F )\G(A)

1D(ad(g)−1γ)dg

	�D�����
∑

v∈|X| dvv� 1Dv� g(Fv)��
�� ε−dvg(Ov)�������
� dv��	��������� v��	��
������ γ����	�$
���

(5) dg�G(A) ����� Haar�����G(OA)����
 1�

�� Chevalley ����χ : g → c �	���
χξ : gξ −→ c

��
���� ξ ∈ H1(F,G)����G����� c ���������
���� ξ����������� c��� gξ(F )������� γ�����
�� a ∈ c(F )��
������ γ�������
 a��� c(F )���
�� cani(F ) �	��� a��� gξ(F ⊗k k̄)������������� γ��
� (1.13.1) �������� a ∈ cani(F ) �����

(1.13.2)
∑

a∈cani(F )

∑
ξ∈ker1(F,G)

∑
γ∈gξ(F )/∼, χ(γ)=a

Oγ(1D) �

����� a ∈ cani(F ) � Kostant��1.2.1�	����� γ0 = ε(a) ∈
g(F ) �������χ(γ0) = a�
 Ja� γ0����� Iγ0��
��	���
������������� Ja���������������� ���	�
� Ĵa ���� Γ = Gal(F/F )����������� ĴΓ

a �������

��� ξ ∈ ker1(F,G) �	������������χ(γ) = a��� γ ∈
gξ(F )�����������������

α = inv(γ0, γ) ∈ H1(F, Ja)

��H1(F,G)������ ξ�������� (1.13.2)������ (ξ, γ)�
���	� ξ ∈ ker1(F,G)�� γ���de gξ(F )��� a ∈ cani(F )������
������

ker
[
H1(F, Ja) →

⊕
v∈|X|

H1(Fv, G)
]

	������

��������
 (γv)v∈|X|�	� γv� g(Fv)��������χ(γv) = a��
���
�� (1.13.2)������ (ξ, γ) �������
	��� v�� γv =
γ0 ���

(1.13.3)
∑
v∈|X|

αv|ÎΓa = 0
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	�αv = invv(γ0, γv) ��� [41]���������� (γv)v∈|X| �����
� (ξ, γ)���
��
��������

ker1(F, Ja) = ker
[
H1(F, Ja) →

⊕
v∈|X|

H1(Fv, Ja)
]
�

��������	��
�	��
⊗

v∈|X| dtv� Ja(A) ��Tamagawa���
�� [62]�� Ja�������������� Ja(F )\Ja(A)��������

τ(Ja) = vol
(
Ja(F )\Ja(A),

⊗
v∈|X|

dtv

)

��Tamagawa����Ono �� [62]

(1.13.4)
∣∣ker1(F, Ja)

∣∣ τ(Ja) =
∣∣∣π0(Ĵ

Γ
a )

∣∣∣.
���� (1.13.2) ����������

(1.13.5)
∑

a∈cani(F )

∣∣ker1(F, Ja)
∣∣ τ(Ja) ∑

(γv)v∈|X|

∏
v

Oγv(1Dv , dtv)

	��� γv 	�� g(Fv)���������� (1.13.3)���� Tamagawa�
τ(Ja)�	
�����������
�	 Oγ(1D)
������	��
�
	���

∏
v Oγv(1Dv , dtv)
���� Ono �� (1.13.4)��� (1.13.2)��

(1.13.6)
∑

a∈cani(F )

∣∣∣π0(Ĵ
Γ
a )

∣∣∣ ∑
(γv)v∈|X|

∏
v

Oγv(1Dv , dtv)

	� (γv) ��� (1.13.3)����� Ja������������ ĴΓ
a �����

���� π0(Ĵ
Γ
a ) = ĴΓ

a �

����� ĴΓ
a ��Fourier������ (1.13.2)��

(1.13.7)
∑

a∈cani(F )

∑
κ∈ĴΓ

a

Oκ
a(1D,

⊗
v∈|X|

dtv)

avec

(1.13.8) Oκ
a(1D,

⊗
v∈|X|

dtv) =
∏
v∈|X|

∑
γv∈g(Fv)/∼
χ(γv)=a

〈invv(γ0, γv), κ〉Oγv(1Dv , dtv) �

������� �� a����� κ������ Ĵa� Ĝ����	�� κ�
��������� [κ]� ĴΓ

a ���� [κ]� � ĴΓ
a ∩ [κ]��
 Ĵa� Ĝ����

	������ (1.13.2) ����

(1.13.9)
∑

[κ]∈Ĝ/∼

∑
a∈cani(F )

∑
κ∈ĴΓ

a∩[κ]

Oκ
a(1D,

⊗
v∈|X|

dtv) �


�������G���	������������ [κ] �������
 κ ∈ Ĝ��
 Ĝ������������ Ĝκ��������� Ĥ =
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Ĝκ �H� Ĥ��	�����
���
�����������������
��H�������H�����������

νH : cani
H (F ) −→ cani(F ) �

��� a�� νH��
���"� ĴΓ
a ∩ [κ]��	�������	�����

��������� ĴΓ
a ∩ [κ] ��� a��� aH ∈ cani

H (F ) �������

�������������� (1.13.2)��

(1.13.10)
∑
H

∑
aH∈cani

H (F )

SOa(1D,
⊗
v∈|X|

dtv) �

	��������G�
	�
	��������

��� [57, 1]�	���� Higgs 
���	������������
������ (1.13.2)���
������� (1.13.2)=(1.13.7) ���
	���
������
 Hitchin 	
����������������	
�����
�����Hitchin 	
�������������	
�

�� (1.13.2)=(1.13.10) ����
��������Grothendieck �����
��
���� 6.4.1��������������������� Langlands-
Shelstad����� 1.11.1�

2. ��������������������� Kostant ������

�������������������������	����
� [57]���
��� Donagi�Gaitsgory���� Galois ���������
��������� [23]�

�� 1.3��������� G����� k�	������G�G� k�
�X ����	������ k������ W���

2.1. ������������������. — ��� I� g ��������� I� g��� x�	
�
�G���� x���

Ix = {g ∈ G|ad(g)x = x} �
Ix�
�� �  � 
 x� � � I� g ���� ����� I�
 � greg ���
� Ireg�����
� r�������
����	
����������
��� �����

����� [57, 3.2]����� Hitchin 	
���
�������
���
����������

������ 2.1.1. — � c ��������		��� J	���G	
���
(χ∗J)|greg

∼−→ I|greg �
���������
������χ∗J → I �
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��. — � x1, x2� greg(k̄)������χ(x1) = χ(x2) = a�� Ix1� Ix2 	�
� I� x1� x2 �	
����� g ∈ G(k̄)�� ad(g)x1 = x2� g�������
����� Ix1 → Ix2 ������
 g������ Ix1� �������
���� J� a�	
 Ja�

� J��� c ��������������������� Ireg
1 � Ireg

2 � greg ×c

greg ���������� Ireg = I|greg 	��

��������������
��� Ireg

��χreg : greg → c��������� σ12 : Ireg

2 → Ireg
1 ���

����������� σ12 ������������
�

� σ12�����
��������������
G× greg → greg ×c greg

����� (g, x) → (x, ad(g)x)��������������������
���G × greg ��	��� Ireg

1 � Ireg
2 �������� I�G�����

�������� greg ×c greg ������������������G ×
greg� greg ×c greg �	
���������	
����
G× Ireg

1 �����
��������� greg ��� Ireg

1 � ���

������� c ��� ���� J���G����χ∗J |greg →
I|greg�����������������χ∗J → I ���χ∗J���� k�
�� I����� k�����χ∗J − χ∗J |greg�χ∗J���� 3 
����

��� J ������������������� J := ε∗I �	� ε�Kostant
�� 1.2���� J �
���� Gm ������� Gm� c �������
����������������� [c/Gm] ��������� J��� [57,
3.3]�

2.2. ��������������� [g/G] . — ���
 Chevalley ��χ : g → c�G��������
��� [g/G]���

[χ] : [g/G] → c �
���� [g/G]������������ k��S������ (E, φ)�
 � � 	�E�� �S��G� � � � φ��G�	 �������	 �

 ad(E) �������

� c ����	������� ���� J��BJ� J�	�	���
�� c ��S����S�� J �������Picard ���� 2.1.1����
�� BJ� [g/G] ���������� c �������� 2.1.1����χ∗J →
I �������� J ������ (E, φ) ∈ [g/G](S)����

������ 2.2.1. — �� [χreg] : [greg/G] → c ������������ J�	 (17)��
� (18)�������������

��. — [χreg]������������������χ∗J → I� greg ���
����G��������� J������Kostant�� ε : c → greg ��

(17)����� =�lien��
(18)����� =�gerbe��
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�� greg → [greg/G]���������������������� [ε] : c →
[greg/G]�

2.2.2. — � � � � � � [g/G] � � � Picard�� BJ�����������
� � � � � � �������
	�#� � � �%�� � � ���� ��
� � Springer 	 
�Hitchin 	 
 � �������� �S� ��� ���

� Springer 	
������������������ 3��
 Hitchin 	

 � � � ���� �� � � � ����� 4��� � � ��� 
 � �

�Gm� g �������

2.2.3. — ���� � � J � � � � � Gm�� � � ��Gm� c ��� �
�	&� [c/Gm] ��	 � 	  BJ � �� [g/G × Gm] ���
��� � 

� [greg/G×Gm]���
(2.2.4) [χreg/Gm] : [greg/G× Gm] → [c/Gm]


���� J �������������������������BGm��
�����

�������������� t 
→ t2 ������ [2] : Gm →
Gm���������B[2] : BGm → BGm ����
� BGm������
�

��������� [2] �����
�������������	��
���

[χ/Gm][2] : [g/G× Gm][2] → [c/Gm][2] �
���� [c/Gm][2]� c�Gm�����������������������
��� [g/G× Gm][2]�� g�G�	����Gm��������������
����

Gm → T × Gm → G× Gm

	�������� t 
→ (2ρ(t), t) ������� 2ρ������
��Kostant
��1.2 ε : c → g�
���������������� [χ/Gm][2]������
��������������������

������ 2.2.5. — �S��� k������������D� hD : S → BGm �
���������� Gm �������� a : S → [c/Gm] �������
� hD �����D������D′ ���� Kostant ���	�������

[ε]D
′
(a) : S → [greg/G× Gm] �

2.3. G������������J ���������������. — �������"�����

������ 2.3.1. — ��G����	����������� J��	�����

��. — ���� 	�� � ��� Springer�� ��� ��� [75, III,
3.7� 1.14]� [73, �� 4.11]��� Jordan 	
��������������
���� x ∈ g(k̄)� g���
	����������x= s+n��� Jordan 	

�	� s ∈ g(k̄)������n ∈ g(k̄)����	��� [x, n] = 0��
� [38, 3, �� 8]� x�����Gx�G����������������
�������� Springer�����Lie(Gs)����	n��

������ 2.3.2. — � � 	 x ∈ greg(k̄) � � � � �ZG → Ix 	 � � � � � � �
� π0(ZG) → π0(Ix) �
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��. — �Gad�G�	��� Iad
x � x�Gad�����������
�

1 → ZG → Ix → Iad
x → 1 �

�������� Iad
x ������������ π0(ZG) → π0(Ix)����

2.4. J ��� Galois ������������. — �Donagi�Gaitsgory [23]���
�����
����� π : t → c ��� c ����� J����������������
��

�
 t ���� T × t �������Weil ��

Π :=
∏
t/c

(T × t) = π∗(T × t) �

�� c ��������� c ��S���
Π(S) = Homt(S ×c t, T × t)

�������'� (19)����� t → c������� [10, 7.6]��
�
���Weil ����
�����Π��� c ��� �������
�
� r�W��
� crs ���� trs → crs������������ Π���
��
�����������

����S���W� T� t ������W� T × t ���������
�W�Π ������������������ Π������� J1�

������ 2.4.1. — Π ����� J1 ���� c ����		����

��. — Weil ��
������Π� c ������
W������
����W���� Π����������� J1 ��� c �����

����� 1.4.2�����

������ 2.4.2. — 	������� J → J1 ����� c ��� crs �������

��. — ������ J�Weil �� π∗(T × t)���������	���
�
��
���������

π∗J → T × t

��� t ��

��� Grothendieck� Springer���
���� g̃��� (x, gB)����
	� x ∈ g � gB ∈ G/B�� ad(g)−1(x) ∈ Lie(B)���B��G�
����

(19)�����' =�représentable��
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�Borel ���
 πg : g̃ → g���� x�������� Lie(B) → t������
� χ̃ : g̃ → t ������� ���

g̃

πg

��

χ̃ �� t

π

��
g

χ
�� c

����� g�
� greg ������������

g̃reg

πreg
g

��

χ̃reg

�� t

π

��
greg

χreg
�� c

�� 2.1.1� (χreg)∗J = I|greg �������� t ������ π∗J → (T × t) �
����� g̃reg ������

(πreg
g )∗(I|greg) → T × g̃reg

���G��������������

������ 2.4.3. — ��	 (x, gB) ∈ g̃reg(k̄) �
� Ix ⊆ ad(g)B�

��. — � x������������������������ Ix����
�������	
 π−1

g (x) ���
�	
�����������������
������

� � g̃reg ��� � �H� �� (x, gB) ∈ g̃reg �	 
� Ix�� � � � � �
� h ∈ gBg−1�� h������	������ (πreg

g )∗I�����
���������� x������� (x, gB) �����	
����

 (πreg

g )∗I|greg��� (πreg
g )∗I|greg� g̃reg �����������������


 (πreg
g )∗I|greg�

��G/B�����B��� gB�	
�G��� ad(g)B����B� g̃reg

�������B|g̃reg��������� g̃reg ���������
I|g̃reg → B|g̃reg �

�����
����B�G/B�� T × G/B��������������
�G�����

I|g̃reg → T × g̃reg

�������������������������W� I|g̃reg �����
�� T × grs ��������������	�����������

I|greg → (πg)∗(T × g̃reg) �
�����W� (πg)∗(T × g̃reg) ���������������

������������� J → J1 ��� crs ������
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������ J1������������

������ 2.4.4. — � ρ : Xρ → X ������� Galois �
� Galois �� Θρ��	
��� ρG ������� J1 ����� Weil �	∏

(Xρ×t)/c

(T ×Xρ × t)

������������� W � Θρ � T ×Xρ × t �����������

��. — ������
X��������	�������� ρG� ρ���
������������

�� [23]��������� J1����� J ′ ������ J → J1����
��������������������
X��������	��
������G�	�������α ∈ Φ �� hα� t���	�������
� dα : t → Ga������� sα ∈ W �

	�� hα����� T sα� T��
�������� sα����������
����
�

α(T sα) ⊆ {±1} �
� x� t���
	��� sα(x) = x� a��� c�����
 J1��

∏
t/c(T ×

t)�W ���	������ J1
a�	
 T × {x}������������

� T sα × {x}
������α : T → Gm�����������αx : J1
a →

Gm ������� {±1}
��
� J0� J1��		������
����������� J0

a� J1
a��	

	���� J0
a ���αx��
��

������ 2.4.5. — � J ′ � J1 ����������� c ��S
�
�� J1(S) ��
��� J ′(S) ���	���
W 	
���

f : S ×c t → T

������S ×c t ������� x��������α�����	����
� sα(x) = x�����α(f(x)) �= −1 �

������ 2.4.6. — J1 ���� J ′ ����� J1 ����������������
����	 J0 ⊆ J ′ ⊆ J1 �

��. — ������ J ′ ���'� J1�����
�����
�� t → c�
���������������������� t
�����������
��� J ′ ×c t� J1 ×c t ���� Cartier ������

��� t ��S� J ′�S����W ����� f : S ×c t → T�������
������������� fΔ : S → T�

���
��	������� c ������� DG�������	�
� hα����
� J1���	�� hα����������T��� T sα �
����������α������������ J1 ×c hα → {±1}��
�−1���� J1 ×c hα����
	��������	����� J1 ×c t ��
�� Cartier �������� J ′ ×c t�������������
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�����
��� J ′ ×c t� J1 ×c t���
���������� J ′� J1�
��
������������		�������� J0�

������Donagi�Gaitsgory����� [23, �� 11.6]��������
�����������

������ 2.4.7. — 2.4.2 ���� J → J1 ���
 2.4.5 ������� J ′ ����
������ J → J ′ �

��. — ���� J → J1 ���� J ′ �������� a ∈ c(k̄) ��� π0(Ja) →
π0(J

1
a)����� π0(J

′
a)��������	
������ π0(Ja) → π0(J

1
a) ��

�� π0(J
′) ���	��
��ZG → Ja �������� π0(ZG) → π0(Ja) ��

� 2.3.2���������ZG → J1
a ���� J ′

a��������������
�ZG ����������

�
 J� J ′�� c ����������������� J → J ′�����
��� c������� 2 
���
���������DG� t�������
�	�� hα�����Dsing

G �DG��������������������
���	�� hα
���������� Dsing

G � c���� 2 
�������
��� c− DG ����� J� J ′ ������ c− Dsing

G ��������

� a ∈ (c − Dsing
G )(k̄)������� J → J ′� a�������������

� a /∈ DG ��
�!���������
� c − DG ��� J = J ′ = J1�
��� a ∈ DG − Dsing

G ������� s ∈ t(k̄) ����� a��� s
����
�α�� 0�� Tα�α : T → Gm���Hα� Tα�������n�Hα�Lie �
� hα�������	����� hα��
 g��� Lie ����� x = s +
n� g�������� c���� a��
� hα���������Hα��
��	 cHα���� aHα�������� cHα → c � aHα �� a������
�����
������ aHα������� J, J ′� J1� cHα ������

Hα ����������������������� 1����

���� 1���
 SL2 , PGL2 � GL2 �������������	���
�������������������� J� SL2���������	

�����������	
����� J ′ 
����

������ 2.4.8. — 2.4.7 ���� J → J1 �����������������	�
�������

2.5. ������������������. — ����G���
	�
 (κ, ρκ) ������
	�H�
�� 1.8.1���	������������ ν : cH → c ��H����X �
���G����X����� 1.9� c �������� J� cH �������
� JH�������
�����

������ 2.5.1. — 	�������
μ : ν∗J −→ JH

���� cG−rs
H = ν−1(crs) �������
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��. — �� 1.9���������	��������� ρκ× t → c ��� c�
�� ρκ × t�W � π0(κ) ������������ cH� ρκ × t�WH � π0(κ) �
��������
�� 1.9����� ν : cH → c�����������

WH � π0(κ) → W � π0(κ)

������� ρκ × t ���������

�� 2.4.4���� J1 ���

J1 =
∏

ρκ×t/c

(ρκ × t ×T)W�π0(κ)

������
�
H���

J1
H =

∏
ρκ×t/cH

(ρκ × t ×T)WH�π0(κ)

����
ρκ × t → (ρκ × t) ×c cH

��WH � π0(κ) ������ 1.9.1�������� ν∗J1 → J1
H���� 1.9.2�

	���������
� cG−rs
H ������

�� 2.4.8�	����� J → J1 ����	
��		�
��������
�������� ν∗J1 → J1

H ������������ ν∗J → JH ����
����� aH ∈ cH(k̄)���� a ∈ c(k̄) �� J1

a → J1
H,aH

������

π0(J
1
a ) → π0(J

1
H,aH

)

��� π0(Ja) ⊆ π0(J
1
a ) ���� π0(JH,aH ) ⊆ π0(J

1
H,aH

)
���
H����
�G��������������π0(J

1
H,aH

)������ π0(JH,aH )����
� π0(Ja)���������� 2.4.5���
����

3. ��� Springer ������

��Grothendieck-Springer ���
��� Springer 	
�Kazhdan�Lusztig �
	�� Springer 	
���������
	��Goresky, Kottwitz�MacPher-
-son ����� Springer 	
��	�����������
�		��

������������� Kazhdan�Lusztig

� Springer 	

	�
��������������������� 8�����

��������������� k� q������� k̄� k��	���
�� k����
 Coxeter���������������Fv�������
�	��� Ov��������	���� kv� k����������Xv =
Spec(Ov)������	��X•

v����	��� v�Xv���� ηv���
��



32 ���

�Ov = Ov⊗̂kk̄�Xv = Spec(Ov)�Xv��	���� kv� k̄� k�	


�������

Xv =
⊔

v̄:kv→k̄

X v̄ �

����� (20) εv�

�X v̄�
		
����
	� η̄v������"����
�
1 → Iv → Γv → Gal(k̄/k̄v) → 1

	�Γv = π1(ηv, η̄v)�Fv�Galois �� Iv = π1(X v̄, η̄v)�������

�G�G�Xv ����	�������� Out(G) ��� ρG��� ρG�
��	
 η̄v
��
	����������� ρ•G : Γv → Out(G) �����
�Gal(k̄/kv)��Xv �� ρG�������

3.1. ��� Grassmann ������������������. — ����� k��S�
Xv×̂S = Spec(Ov×̂kR) �
	�Ov×̂kR��Ov ×k R� v������X•

v×̂S� {v} × S�Xv×̂S��
�
��

� Grassmann����������� Gv ����� Noether �� k��S��
������� ����������������Xv×̂S����G��
�Ev�	�X•

v×̂S���������� [33, �� 2]����Ev������
�X•

v ×̂S��������
����������� �����������
������	������

�� [33, �� 2]� Gv ���'��� k���������������� k�
��������������	����������	���������'
��� Gv��
G�������������	
���Gv� k����
��������

Gv(k) = G(Fv)/G(Ov) �
�G = GLr������������
Fv��	F⊕r

v ��
� Ov �
��
��

�� k�� k̄��Xv ��X v̄���
�	�	 v̄ : kv → k̄��������

�������������� k̄��� Grassmann��� Gv̄��������
�

G ⊗k k̄ =
∏

v̄:kv→k̄

Gv̄ �

3.2. ��� Springer ��� ���. — ��� � �$� � 1.3��������� � � � �
�Xv ��� � c � ����� g����	  c� � � � ������
�Chevalley�� 1.1.1�

�
c♥(Ov) = c(Ov) ∩ crs(Fv)

(20)���� =�uniformisant��
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� c����� Ov������	��	
������������ Kostant�
� ε : c → greg ��� 1.3.4������ a ∈ c♥(Ov) �������

[ε](a) ∈ [greg/G]

���Xv ����G���E0�����
γ0 ∈ Γ(Xv, ad(E0))

������ γ0�����
 a�

���� a ∈ c♥(Ov) �������� Springer 	
 Mv(a) ����� Mv(a)�
�� Noether �� k��S��������� ��������������
� (E, φ) ���� (E0, γ0)�X•

v ×̂S�������	�E�Xv×̂S���
�G���� φ� ad(E)���������

[χ](E, φ) = [χ](E0, γ0) = a �

��������G���E0���������E���� Grassmann�
��������

������ 3.2.1. — � 	 � � (E, φ) 
→ E� � � � � 	 � Springer � � Mv(a) �
� Grassmann ��� Gv ���������������� Mv(a) �����
������������ Mv(a) ���� Mred

v (a) �������������
��

��. — ���	��������	��� Kazhdan�Lusztig ������
� [36]�

�� Mv(a)� k������� (E, φ)�Mv(a, k)������E�E0���
	
�����������E��
������� g ∈ G(Fv)/G(Ov)��

 φ���	
���
 γ0 ���� φ����� ad(E) ⊗ D�Xv �����
������� ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov)����

Mv(a, k) = {g ∈ G(Fv)/G(Ov) | ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov)} �

��������������������Xv��	������
D′�
�����
	�� Springer 	
�Hitchin 	

�
������

�D = D′⊗2 � hD : Xv → BGm���Gm�	�	��������
��

D������� ha : Xv → [c/Gm] ��
���	 ����

Xv
ha ��

hD ����
��

���
��

[c/Gm]

��
BGm

� [ε]D
′
(a)� a�Kostant������� 2.2.5���� a� ha�X•

v �����
� a•� h•a ������Kostant��� [ε]D

′
(a•)�
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������ 3.2.2. — � Springer � � Mv(a) � 
 � � � � � � � � � � Noether �
� k��S��
�����
�� hE,φ : Xv×̂S → [g/G × Gm] �����
	 Mv(a, S) �����			�

Xv×̂S
hE,φ��

ha ������������
[g/G× Gm]

[χ]
��

[c/Gm]

��

����� hE,φ�X•
v ×̂S���	� Kostant � [ε]D

′
(a•) �����

������� k�� k̄��Xv ��X v̄���
�	�	 v̄ : kv → k̄���
����
���� a ∈ c(Ov̄) ∩ crs(F v̄) �������� k̄��� Springer 	

 Mv̄(a)������ a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv) ��������

Mv(a) ⊗k k̄ =
∏

v̄:kv→k̄

Mv̄(a) �

3.3. ��� Springer ��� ��� ��� ��� ��� ���. — �������� � � � � � ��� �
� Springer 	 
 ������ a ∈ c♥(Ov) � ha : Xv → c��������
� Ja = h∗aJ�����������

�� Spec(k) ��	
� Picard � Pv(Ja) ����� Noether �� k��S
������ � � Picard � Pv(Ja, S) � ��� ������ � �Xv×̂S �
� Ja ����	�X•

v×̂S����������������������
� k��S� Pv(Ja, S)������ Picard ������S���Pv(Ja, S)�
��������������'��� k���������
� Pv(Ja)��
� k̄���� Pv(Ja, k) ������
�� Ja(F v)/Ja(Ov)�� Ja�	
���
���Pv(Ja)� k���������
�� Ja(Fv)/Ja(Ov)�

���� 2.1.1 ����� Pv�Mv �������������� (E, φ) ∈
Ma(S) �����Xv×̂S������

Ja −→ Aut(E, φ)

��� 2.1.1����
�������Xv×̂S�� Ja �����X•
v ×̂S����

����� (E, φ)����

� k������������������������ Ja�	
���
��� Pv(Ja, k) = Ja(Fv)/Ja(Ov)���

Mv(a, k) = {g ∈ G(Fv)/G(Ov) | ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov)}
�������������������� 2.1.1������� Ja(Fv)� γ0�
����Gγ0(Fv) �������
� j 
→ θ(j)���� Ja(Fv) �� j.g =
θ(j)g�����

{
g ∈ G(Fv)

∣∣ ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov)
}

��������� Ja(Fv)/Ja(Ov)

�Mv(a, k) ��������������� g ∈ Mv(a, k) �����
�
θ(Ja(Ov)) ⊆ ad(g)G(Ov) �
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� γ = ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov)��� 2.1.1�� ad(g)−1 ◦θ : Ia → Gγ0 �����Xv �
�������

ad(g)−1 ◦ θ : Ja −→ Iγ
������

θ(Ja(Ov)) ⊆ ad(g)(Iγ0(Ov)) ⊆ ad(g)G(Ov) �

������� Springer 	
 Mv(a)������ Mreg
v (a) �	�������

���
� [greg/G×Gm]��� hE,φ : Xv → [g/G×Gm]��� Mreg
v (a)�Mv(a)�

��
��

������ 3.3.1. — �� Mreg
v (a) � Pv(Ja) �������������

��. — ����� 2.2.1 ���

� v̄ : kv → k̄���� a ∈ c(Ov̄) ∩ crs(F v̄) ���� Springer 	
 Mv̄(a) ����
� Pv̄(Ja) ���� k̄��� a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv) ��������

Pv(Ja) ⊗k k̄ =
∏

v̄:kv→k̄

Pv̄(Ja) �

���� ��� ��� � � � �� k̄�  � � Pv̄(Ja)�
	��� ��G
�X v̄ ����	���

3.4. ��� Springer ������������������. — ��� a ∈ c(Ov̄) �	��	
�� crs(F v̄)��
Kazhdan�Lusztig����� Mv̄(a)������ Mred

v̄ (a)�	�������
� 3.2.1� [36]���
��� Mred

v̄ (a)������������������
�����������	����������

�Λ� π0(Pv̄(Ja))�	������������	&
Λ → Pv̄(Ja)

���� Λ�Mv̄(a)�Mred
v̄ (a) �������

������ 3.4.1. — ��� Λ �	���� Mred
v̄ (a) ��	������� Mred

v̄ (a)/Λ
����� k̄���

��. — [36, p. 138]���� 1��� Λ ������Mred
v̄ (a) ������

��� Springer 	
 Mred
v̄ (a)���������������������	

 Mred
v̄ (a)/Λ���������	����������

3.5. ���������. — ����Harish-Chandra������������
�	�	��
��������������������
	�����������

������ 3.5.1. — � a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv) � Ma ��� Springer ��� Pv(Ja) � Mv(a)
������	�����N�	��� k��	��
	 k′ ����	 a′ ∈
c(Ov ⊗k k

′) ��� a′ ��
a ≡ a′ mod εNv ,
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� � � � � Springer � � Mv(a
′) 	 � Pv(Ja′) � � � � � � � Mv(a) ⊗k k′ 	

� Pv(Ja) ⊗k k
′ ����

��. — �� a����Xv�	��� X̃a,v �����������

X̃a,v

πa

��

�� t

��
Xv a

�� c

�� πa������������	��� (21)��� X̃a,v ����W����
���W� t ��������� a′ ∈ c(Ov⊗k k

′) 
���	��� X̃a′,v → Xv⊗k

k′�

������ 3.5.2. — � a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv) �������N1 > 0 �
�
����
�N > N1 �	��� k��	��
	 k′ ����	 a′ ∈ c(Ov ⊗k k

′) ��� a′ �
�

a ≡ a′ mod εNv �
��Xv ⊗k k

′ ��
 X̃a′,v 	�W ��������
 X̃a,v ⊗k k
′ 	�W ����

�������������� εNv ������
�����

��. — ��Artin-Hironaka �� [3, �� 3.12]�����������		��
��Artin���
��

��Xv ⊗k k
′���	��� X̃a,v� X̃a′,v�������� Mv(a) ⊗k k

′ 
� Pv(Ja) ⊗k k

′���� Mv(a
′) � Pv(Ja′)�������� k�� k′ ��
�

��� k = k′�

����������������������� Springer 	
�� γ0 =
ε(a) : Xv → g� a�Kostant�������� Ja�Xv ��� Iγ0 = γ∗0I����
�	� I� g �������������� Iγ0 → G���Xv ���
���
���

Lie(Iγ0) → g �
��������� Springer 	
 Mv(a)��
 γ0 ����
 g� � Lie �
��Lie(Iγ0)�

������ 3.5.3. — � g ∈ G(Fv) �� ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov) ��� ad(g)−1Lie(Iγ0) ⊆
g(Ov) �

��. — � 
 γ0 ∈ Lie(Iγ0) ��� ad(g)−1Lie(Iγ0) ⊆ g(Ov) �� ad(g)−1(γ0) ∈
g(Ov)��
�� g ∈ G(Fv) � γ = ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov)��� Iγ = γ∗I����
	
���

ad(g)−1 : Ja,Fv = Iγ0,Fv → Iγ,Fv
��������� Ja → Iγ������ 2.1.1���� ad(g)−1Lie(Iγ0) ⊆ g(Ov)�

(21)�����	�� =�génériquement étale��
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������ 3.5.1���������������

������ 3.5.4. — � a, a′ ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv) � � a ≡ a′ mod εv � � � � � 	 �

 X̃a,v � X̃a′,v � � 	 � � � � � � 
W � � � � 	 � � � � �  � � � �
�
������ γ0 = ε(a) � a� Kostant ��� γ′0 = ε(a′) � a′ � Kostant �
�� Iγ0 � Iγ′0 ����G��� γ0 � γ′0 
�����������
� g ∈ G(Ov)

	�
ad(g)−1Iγ0 = Iγ′0 �

��. — �����Donagi�Gaitsgory����� [23, �� 11.8]������
�����
��������	� �������
��� Iγ0� Iγ′0 	��
�	��� X̃a,v� X̃a′,v ��
������ 2.4.7��� X̃a,v� X̃a′,v
���
������� ι : Iγ0 → Iγ′0���� γ0 ∈ Lie(Iγ0) ����� ι(γ0) ∈
Lie(Iγ′0) ���
 ι(γ0)� γ′0���	
������� ι(γ0) : Xv → g ����

� greg�������G�����
����� Iι(γ0) = Iγ′0�

���������
γ0, ι(γ0) : Xv → greg

��������� a������� εv�������
��
G×X greg → greg ×c greg

����������� g ∈ G(Ov) ��� g ≡ 1 mod εv�� ad(g−1(γ0)) =
ι(γ0)�������

ad(g)−1(Iγ0) = Iι(γ0) = Iγ′0 �
���������

3.6. ������������������������. — ���������������� Springer 	
��
�Laumon [51]�����	���������� [59]��G = GL(r)�

����
����������� a ∈ c(Ov̄) ������ t��� r���
�
����

P (a, t) = tr − a1t
r−1 + · · · + (−1)rar ∈ Ov̄[t]

��� r����� Ov̄ ��
B = Ov̄[t]/P (a, t)

��E = B ⊗Ov̄
F v̄��	�� a ∈ c♥(Ov̄)��E��� r
����F v̄ ����

����E��F v̄� s��	�����E1 × · · · × Es ��� s ≤ r�

3.6.1. — ��� � � � � � � � � � Springer 	 
 � � 
�� � ����
� Springer 	
 Mv̄(a)� k̄����E��B�
����
�����F v̄ ��
	E������B�������
�Ov̄ �
����	 M

reg
v̄ (a) �� k̄�

����
E������B�
������B��Pv̄(Ja)� k̄������
�E×/B×�
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3.6.2. — B����B�Ev̄�����
��E×/B×����


1 → (B)×/B× → E×/B× → E×/(B)× → 1

	� (B)×/B×��� Pv̄(Ja)��		�� k̄�������	�� π0(Pv̄(Ja))
�����
E×/(B)× ������� Abel ������� Spec(B)��	
��������

3.6.3. — ������ Pv̄(Ja)�
���
 Serre� δ���

δv̄(a) = dim(Pv̄(Ja)) = dimk(B
/B) �

�������
������������� dv̄(a) = valv̄(D(a))� a����
� v̄	���� [70, III.3 �� 5� III.6 �� 1]���� r < p��������
�����

δv̄(a) = (dv̄(a) − cv̄(a))/2

	� cv̄(a) = r − s�

3.7. ������. — ��� [36]��Kazhdan�Lusztig���
dim(Mv̄(a)) = dim(Mreg

v̄ (a)) �
������������������������

������ 3.7.1. — � Springer � � Mv̄(a) � � � � � M
reg
v̄ (a) � � � � � � � � �

� Mv̄(a) ����

��. — ���
�������� Mv̄(a)������	�� 3.2�	�
��� Mv̄(a) ��� Grassmann������������ g ∈ G(Fv̄)/G(Ov̄) ��
����� ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov̄)�

��Kazhdan�Lusztig���
��� γ0 ��������������
��� Bv̄(a) �
���� g ∈ G(Fv̄)/Iwv̄ �� ad(g)−1γ0 ∈ Lie(Iwv̄)��
� Iwv̄�G(Ov̄)��� Iwahori ���� [36]��Kazhdan�Lusztig��� Iwahori
���� Springer 	
���
����
���� Springer 	
��
�	
� Spaltenstein [72] ����

��Bv̄(a) → Mv̄(a)�M
reg
v̄ (a) ����������� x ∈ Mv̄ − M

reg
v̄ �	


���	������
��
��
 1��� Bv̄(a)��
���� Ma−Mreg
a �

���	��
���
�
 dim(Mreg
a )�

������ 3.7.2. — � dim(Mv(a)) = 0 ��	��� Mreg
v (a) ���� Mv(a) �

Kazhdan�Lusztig 
������������
�����������
�����
���
�������������Bezrukavnikov �����
� [8]����������

����
�������� a : X v̄ → c����������
�����
��DG ������
��� DG��������X v̄ ������ Cartier �
������������	�����> 0������

dv̄(a) := degv̄(a
∗DG) �



LIE ��������� 39

��� π : trs → crs

�� a : X
•
v̄ → crs��������X

•
v̄ ����W �

�� πa������	����Xv̄ ����	����������Xv̄ ��
����W = W����������
	���
	
Xv̄�
	� η̄v̄
��
���������
(3.7.3) π•

a : Iv → W

�
 p��� W����� π•
a ���� Iv���	�� Itame

v ���������
�������

(3.7.4) cv̄(a) := dim(t) − dim(tπ

•
a(Iv)) �

������Bezrukavnikov� [8]������

������ 3.7.5. — ��������

dim(Mreg
v̄ (a)) = dim(Pv̄(Ja)) =

dv̄(a) − cv̄(a)

2
�

���	�� δv̄(a) = dim(Pv̄(Ja)) ����
��� δ�
��

3.8. Néron ������. — Pv̄(Ja)�
�
��%� Ja�Néron ��������
�� Néron ����������	� Pv̄(Ja)�����Bosch, Lutkebohmer
�Raynaud [10, �(�]�
�� [13, � 3�]��X v̄ �	����������
� J a ��� Ja�������	
�����	����
�����
Xv̄ ��
��������� J ′ ����� Ja�������	
��	������
� J ′ → J a ����	
���������	������� Ja → J a����
����������������	

Ja(Ov̄) ⊆ J a(Ov̄) ⊆ Ja(F v̄) �

	� J a(Ov̄)� Ja(Fv̄)��	 � ��� ��� � � J a� � Ja�Néron � ���
� �� [13]�
��� J a�� � � � � Néron � � � � ��
 [10]��	�
��� Néron ���������� Néron ���	���� Néron ����
� Zariski 
� [10, �(�]�

�Pv̄(Ja)��� 3.3����� Ja ����Néron �� J a �������� k̄�
������ Pv̄(J


a)������� Ja → J a �������������

Pv̄(Ja) → Pv̄(J

a)

�	�� Pv̄(Ja)����
�

������ 3.8.1. — � Pv̄(J

a) � 
 � � � � � � � 	 Abel � � � � pv̄ : Pv̄(Ja) →

Pv̄(J

a) ����� pv̄ �� Rv̄(a) ���������� k̄�������

��. — �
 J a(Ov̄)� Ja(F v̄)��	���������� Ja(F v̄)/J

a(Ov̄)���

����� Abel ����
Pv̄(Ja)(k̄) = Ja(F v̄)/Ja(Ov̄) → Ja(F v̄)/J


a(Ov̄) = Pv̄(J


a)(k̄)

������
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�
	����N� Ja(Ov̄) ����� J a(Ov̄) −→ J a(Ov̄/ε
N
v̄ Ov̄)�����

��Rv̄(a)�Weil �� ∏
Spec(Ov̄/εNv̄ Ov̄)/Spec(k̄)

J a ⊗Ov̄
(Ov̄/ε

N
v̄ Ov̄)

�������� Weil ������������ k̄����������
��

Néron ����%�	��������������
 X̃a,v̄� t → c��
� a : X v̄ → c ������� X̃a,v���� X̃

a,v̄ ������X v̄ �������
������W �������
X v̄������������� X̃

a,v̄����
������	����
�� 1�

������ 3.8.2. — � X̃
a,v̄ = Spec(Õ

v̄) � X̃a,v̄ ������ Ja � Néron �� J a ���
�� T ×X v̄

X̃
a,v̄ �	 X̃

a,v̄ �X v̄ �	��	��
W ������������
������

J a =
∏

eX	
a,v̄/X v̄

(T ×X v̄
X̃
a,v̄)

W �

��. — 
 πa��� X̃
a,v̄ → X v̄��� � 2.4.1��� � � � �W�Weil �

�
∏

eX	
v̄/X v̄

(T ×X v̄
X̃
v̄) ����������������Xv̄ �������

������ (πa∗T )W ������Weil �����������

���������Galois���� 2.4� π∗a Ja� X̃•
a,v̄ = X̃

a,v̄ ×X v̄
X

•
v̄ ����

�����
�� T ×X
•
v̄
X̃•
a,v̄��
 T ×X

•
v̄
X̃•
a,v̄�Néron ������ T ×X v̄

X̃
a,v̄ ���������

π∗a Ja −→ T ×X v̄
X̃
a,v̄ �

�����	���	������ Ja −→ πa∗T����	
��������
��W� T ×X

•
v̄
X̃•
a,v̄ ���������������������� Ja −→

(πa∗T )W ������
�
�	� Ja������	
��������
�����������

������ 3.8.3. — ������	�
dim(Pv̄(Ja)) = dimk̄(t ⊗Ov̄

Õ
v̄/Õv̄)

W �

��������� δv̄(a)�������	���� 3.7.4���� cv̄(a) 
�

 Néron �� J a����&��
�����
 r� J a���	
����

��
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3.9. ������������. — �������������	�� π0(Pv̄(a))����

� a : X v̄ → c����������
���������
�����
�X v̄ ������ Ja�	��	
������� J0

a� Ja��		���

������F v̄ �� Ja���������� J0

a → Ja�F v̄ �������
������Abel ��
����������������������
��X v̄���	
��&��

π0(Ja,v̄) = Ja(Ov̄)/J
0
a(Ov̄) �

��
� J0
a(Ov̄) ⊆ Ja(Ov̄) ⊆ Ja(F v̄) �������
�

1 → π0(Ja,v) → Ja(F v̄)/J
0
a(Ov̄) → Ja(F v̄)/Ja(Ov̄) → 1 �

���������
(3.9.1) Pv̄(J

0
a) → Pv̄(Ja)

�������� π0(Ja,v)�����������
�
π0(Ja,v) → π0(Pv̄(J

0
a )) → π0(Pv̄(Ja)) → 1 �

������ π0(Pv̄(Ja)) ����� π0(Pv̄(J
0
a ))��� π0(Ja,v) → π0(Pv̄(J

0
a))��

�	��

� Tate-Nakayama�	���������	
����	��π0(Pa)���
����������� Abel � Λ ���


Λ∗ = Spec(��[Λ])

�� Λ ������������ ��������������� �A�
A∗�
�������������� Abel ��

�������������� ρOut�Xv ��������������	
��W�W������� X̃•

a,v̄������� π : trs → crs��� a : X v̄ → c �
������ X̃a,v̄���
	��	
Xv̄�
	� η̄v
����������
� π•

a : Iv → W�

������ 3.9.2. — ��� X̃a,v̄ �����X v̄ ���� η̄v ������������
���������

π0(Pv̄(J
0
a ))

∗ = T̂π•
a(Iv) �

���
�����
π0(Pv̄(Ja))

∗ = T̂(π•
a(Iv))

� � T̂(π•
a(Iv)) � T̂π•

a(Iv) � � � � � � 	 � � � 
 � �κ ∈ T̂ � � � � � 	
� π0(Pv̄(J

0
a)) ��� κ� Ĝ����������� Ĥ� Weyl ����

��. — � � � � � J ,0a � � Néron � � J a�� 	 	��� [10]�� � � � 
� Néron ����
 J0

a�	
��������� J0
a → J a ���� J ,0a �

������ 3.9.3. — �� Pv̄(J
0
a ) → Pv̄(J

,0
a ) �����	 π0(Pv̄(J

0
a)) � Ja(F v̄)/J

,0
a (Ov̄)

�����
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��. — �
 J0
a� J ,0a �	
��������� Pv̄(J

0
a) → Pv̄(J

,0
a ) ���

�	��
������������ Pv̄(J
,0
a )����� Ja(F v̄)/J

,0
a (Ov̄)�

�
F v̄ ������A������A�Ov̄ ��� Néron ��A,0 ����
�� Abel �A(F v̄)/A

,0(Ov̄)�������� [63]���A 
→ A(F v̄)/A
,0(Ov̄) �

�� [42, 2.2]�������Kottwitz������

A(F v̄)/A
,0(Ov̄)���

����������������

������ 3.9.4. — ���	��	����� Ja(F v̄)/J
,0
a (Ov̄) = (X∗)π•

a(Iv) �

���������������
π0(Pv̄(J

0
a )) = (X∗)π•

a(Iv)

��	����������	
π0(Pv̄(J

0
a ))

∗ = T̂π•
a(Iv) �

���	������ z�������� [44, 7.5]�	���

X����
������
�

1 → G→ G1 → C → 1

���	�������
�
1 → G → G1 → C → 1

������������ C������ G1�������	������
�	� Ĝ1���������������G1������� T1 ����
�
�

1 → T → T1 → C → 1 �

�G��G1 ������ c1 �� c���G→ G1 �������α : c → c1�
� c1 ����������� J1 �����������	
������
�G1��������� 2.3.1���� ���������
�

1 → J → α∗J1 → C → 1 �
� a : X v̄ → c�� a|X•

v̄
���� crs���
α(a) : X v̄ → c1� a�α������

�X v̄ �
�����
�
1 → Ja → J1,α(a) → C → 1

	� Ja = a∗J � (J1)α(a) = α(a)∗J1�

������ 3.9.5. — ��
π0(Pv̄(Ja)) → π0(Pv̄(J1,α(a)))

����
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��. — �
 J → α∗J1�����	������������� Ja(Ov̄) =
Ja(F v̄) ∩ (J1)α(a)(Ov̄)�������

jα(a) : Ja(F v̄)/Ja(Ov̄) → J1,α(a)(F v̄)/J1,α(a)(Ov̄)

�����
C�X v̄ ���������C(F v̄)/C(Ov̄)�����������
� Abel ����

J1,α(a)(F v̄)/J1,α(a)(Ov̄)

�		��� jα(a)��
������� jα(a) ��� Ja(F v̄)/Ja(Ov̄)��		�
� J1,α(a)(F v̄)/J1,α(a)(Ov̄)��		������������� π0(Pv̄(Ja)) →
π0(Pv̄((J1)α(a)))����

������ 3.9.6. — � π0(Pv̄(Ja)) ���������
π0(Pv̄(J

0
a )) → π0(Pv̄(J1,α(a)))

���

��. — �����
�������π0(Pv̄(J
0
a )) → π0(Pv̄(Ja))��������

�� X̃•
a,v̄���
	������� π0(Pv̄(Ja))��
��

(X∗)Iv → (X1,∗)Iv
�� ��� X1,∗ = Hom(Gm,T1)�� ���� π0(Pv̄(J1,α(a))) = (X1,∗)Iv � �

 J1�	
��� 3.9.4��	��	���� T̂Iv��� Spec(��[π0(Pv̄(Ja))])�
��

T̂Iv
1 = Spec(��[(X1,∗)Iv ]) → Spec(��[(X∗)Iv ]) = T̂Iv

������

����� T̂Iv
1 � T̂Iv���
���������κ ∈ T̂ �������

��� π•
a(Iv) ������� Ĝκ��		� Ĥ�Weyl �
����� κ ∈ T̂ �

���� κ1 ∈ T̂1 ����� κ� κ1� Ĝ1������ Ĥ1��������
� Ĝ����� Ĥ����� Ĝ1��������������� Ĝ1���
���������������������

�����

 π0(Pv̄(Ja))��������	����

������ 3.9.7. — ��� X̃a,v̄ ���������Xv̄ ���� η̄v �������
� π0(Pv̄(Ja)) �����	���������

π0(ZG) → π0(T
π•
a(Iv)) → (X∗)π•

a(Iv)

��������������ZG → Tπ•
a(Iv) ��	������	 π0(T

π•
a(Iv)) �

(X∗)π•
a(Iv) ����������

��. — 	��
 π0(Pv̄(Ja))��� π0(Ja,v) → π0(Pv̄(J
0
a))������ 2.3.2��

�
�
 π0(Ja,v)� π0(ZG)� (X∗)π•
a(Iv)��������
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3.10. ������������������������. — ������������ 4.16����������
�������������
����������������������
�����

������ 3.10.1. — �� Mreg
v (a) � Mv(a) ��	���

� � 	��
���� Mv(a) − Mreg
v (a)�
�� 
 � 
 dim(Mreg

v (a)) ��
� 3.7.1�

������ 3.10.2. — � Springer �� Mv(a) ��������	
� Pv(Ja) �	��
��������������

��. — ��� � 	�� � �Pv(Ja) → Mreg
v (a) ������ Pv(Ja) � �

�Kostant�������

3.11. ������������������. — ���H�G���
	���� 1.8�� aH ∈ cH(Ov̄) ��
���� a ∈ c(Ov̄) ∩ crs(F v̄)������ Springer 	
 MH,v(aH)�Mv(a) ��

����
��	�������
���

�����Xv̄ ��� Ja = a∗J� JH,aH = a∗HJH ���������
μaH : Ja → JH,aH

�
��������	�X
•
v̄ ������������������

� 2.5.1����μ�

 aH����

�RG
H,v̄(aH)� k̄������������ k̄����

Rv̄(aH)(k̄) = JH,aH (Ov̄)/Ja(Ov̄) �
�������
�
(3.11.1) 1 → RG

H,v̄(aH) → Pv̄(Ja) → Pv̄(JH,aH ) → 1 �

������ 3.11.2. — ���
dim(RG

H,v̄(aH)) = rGH,v̄(aH)

�� rGH,v̄(aH) = degv̄(a
∗
HRH

G ) � cH ��� RH
G �� 1.10.3 �����

��. — ���
� 3.11.1����
dim(RG

H,v̄(aH)) = dim(Pv̄(Ja)) − dim(Pv̄(JH,aH )) �

�
�� JH,aH → Ja���	
����������
cv̄(aH) = cv̄(a)

	� cv̄(aH)� cv̄(a)�Bezrukavnikov 
����� � ��Galois��� ��
� 3.7.5��������� a� aH ������

dim(RG
H,v̄(aH)) = degv̄(a

∗DG) − degv̄(a
∗
HDH) �

������� 1.10.3��������
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��� aH ∈ cH(Ov) ������ a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv)������������
��������� k��� Rv(aH)���������

RG
H,v(aH) ⊗k k̄ =

∏
v̄:kv→k̄

Rv̄(a)

������
���
dim RG

H,v(aH) = deg(kv/k) degv(a
∗
HRH

G ) �

� Pv(Ja)��
 Mv(a)�
� Mreg
v (a) ��� Pv(JH,aH )��

� MH,v(aH) �

�����μaH�Mv(a)×Mv(aH)���������������� Springer 	


���������� (22)������������������

4. Hitchin ���������

Hitchin������� [34]������������
���	���
�
��� Hamilton �
��������������������
�Poisson ����� ���	�����

�������������
�����
�����	����	��	
����� Abel�����
����������Hitchin 	
��

������������ Hitchin 	
�����	
���� Springer 	

��������������������
�������������
�
�����������	
���
�)����
	���	��
� Hitchin 	
�	
����������

��� [57] 	����������Hitchin 	
�����������
�
��� Lie �������
	��������������� Hitchin 	
��

	������������������ 8����

����Hitchin 	
� f : M → A ��
	���	����������
�M ��Picard�� P → A��������	��� 2���������
����������������	��� M�
� Mreg ��� 4.3.3��
�P�	���������������
����	
 Ma����	���
� 4.16.1���	����Néron �����������	��
Pa����
������������
� A♦���M�	������ Abel ���

��
�����������������
���� 4.13� Pa��	�
������� 4.10��� Higgs 
���������� 4.11�

���������� 4.15.1��	�� Hitchin 	
�� Springer 	

�

�������� [57]������� 8����������
�������
�
���� 7������������

(22)����� =�correspondance��
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��
��G�Hitchin 	
����
	��Hitchin 	
�
	���

��	������� ν : AH → A ��� aH 
→ a���������μ : Pa →
PH,aH������Hitchin 	
 Ma�MH,aH

����
��	�����
������μ�����������������������������
��'�������	��

�������������������� k��������
	��
��X ��
� g�� k̄� k������
X = X ⊗k k̄�

�F�X ��������� |X|�X�������� v ∈ |X|�����
�	� v : F× → ��
Fv�F���	������� Ov�Fv����� kv�
������Xv = Spec(Ov)� v���	��X•

v = Spec(Fv)����	
��

�G�� � Chevalley � � 	 Coxeter�h �  2h < p� 	� p� k����
�G�����X������G�	������� Out(G) ��� ρG ��
���� 1.3�����G�	�����
� (T,B,x+)�����������
��X �� c �
� Chevalley ��χ : g → c �	� g = Lie(G) ��������
��� π : t → c ���
� crs ������������������W ��
�W�� ρG�W��������

����X��������
D������������
D′���D =
D′⊗2�������D���� 2g��	� g�X��
����� [34]���
���D���
�	������������(����������

���Gm����� g� t ����������
��� c �������
���
 gD = g⊗OX D� tD = t⊗OX D��
��
� gD� cD��������
��
D����Gm������
 g� t����������� cD
��
���� Gm ���� c��������

4.1. BunG ������. — ������ BunG ����� k��S�����X × S �
�G���� ��BunG��� Artin ���� [53]� [33, �� 1]��� k��
� ����������� �

BunG(k) =
⊔

ξ∈ker1(F,G)

[Gξ(F )\
∏̌

v∈|X|
G(Fv)/G(Ov)]

�� ker1(F,G)��F ��	���G��������Gξ�G�F �����
��������� ξ ∈ ker1(F,G) ������

∏̌
�����������	�

���� ξ ∈ ker1(F,G)������F ��G��������� ξ����
����	��Fv ����������

��� v ∈ |X|������ Grassmann��� Gv �� 3.1 ���������
�

ζ : Gv −→ BunG
� ��
 �Xv×̂S��� �G� � �  �	�X•

v×̂S��� � � � � � (X −
v) × S����G���������������	�������
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� Beauville�Laszlo���
	����� [4]��� Heinloth [33, �� 5] ���
������� k��������������������

G(Fv)/G(Ov) −→
[
G(F )\

∏̌
v∈|X|

G(Fv)/G(Ov)
]

�� gv ∈ G(Fv)/G(Ov) ���������� v��� gv ���	� v′ �= v
��� G(Fv′)/G(Ov′)�����

4.2. Hitchin ������������������������. — ������ Hitchin��	����

������ 4.2.1. — Hitchin ���� (23)��������� M ����� k��S

�
�������� M(S) �	��	�� (E, φ) ������E�X × S��
��G���� φ�����

φ ∈ H0(X × S, ad(E) ⊗OX D)

�� ad(E) � Lie �����	 g�	����������
G���E���
�����

4.2.2. — �
��
� M(S)�� hE,φ : X ×S → [gD/G] ��� �������
���� BunG ������
� BunG��X ��G����	�	����
�� M��
���	����������

4.2.3. — Chevalley ����χ : g → c �������
[χ] : [gD/G] → cD �

��������
f : M → A

���� � k� �S� A(S)��� a : X × S → cD� ���
 ��

� A� cD�X �����������������
��� cD 	���

����� Kostant��������� A ��������
 k��	��
��������������������
�����

4.2.4. — ��D������D′ ��� 2.2.5 ������ f : M → A����
� εD′ : A → M���������Hitchin�������(	������
������������� Kostant-Hitchin������� Hitchin�����
	�����Kostant���

4.2.5. — �D��D = OX(
∑

v∈|X| dvv)������� cD(k) ����
 c(F )�
� � � � � ���� [57, 1.3]� � a ∈ cD(k)���� � ��� ����	

 Ma� k��������������
�	
�

(4.2.6)
∑

ξ∈ker1(F,G)

∑
γ∈gξ(F )/∼, χ(γ)=a

Oγ(1D)

���� 1.13.2���	�� [57]��������������������

	������ 1.13������������������������ 8��
��

���������������#��
	�����������

(23)�����	 =�espace total��
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4.3. Hitchin ������������������. — ���� Springer 	
��� Hitchin 	
����
������
��
�� 2.1.1�

4.3.1. — �
 A���S�� a������� ha : X × S → [c/Gm]�
 Ja =
h∗aJ� J → [c/Gm]������X × S�� Ja ������Picard � Pa(S)�
� a�����������A �	
��Picard � P�

4.3.2. — �� 2.2.1����χ∗J → I�
���	
 a
��S�� (E, φ)��
������

Ja → AutX×S(E, φ) = h∗E,φI �
�����������	 Ja���� (E, φ)��������� Picard 
� Pa(S)� � Ma(S) ��������� a�������P�M �����
����
��A�

�� Springer 	
����������� M�
� Mreg �	�������
�� hE,φ : X × S → [gD/G] ������
� [greg

D /G]�

������ 4.3.3. — Mreg � M �������� A ����	���������
� P �����������

��. — ��� a ∈ A(k̄) � 2.2.5����� [ε]D
′
(a)�����
�
����

����Mreg → A�	
���	����� 2.2.1 ����� Mreg
a �Pa ���

�������

4.3.4. — Kostant-Hitchin��4.2.4 εD′ : A → M � � ��
 � Mreg � �
� Kostant�� ε : c → g ���� greg��������� P�M�
� Mreg ��
����

������ 4.3.5. — Picard �� P � A ������

��. — � 
 Ja�� � �  � � � � ��� Ja� � ���������
� H2(X,Lie(Ja))��������	���X��� 1 
���

4.4. ������������������������. — �����	� M�P���� a ∈ A♥(k̄) ��	
�
�������������G = GL(r)����������������
�Hitchin 	
���Hitchin [34]�Beauville-Narasimhan-Ramanan [5]�	���
������� [34]� [59]�

4.4.1. — �G = GL(r)������	 A����	

A =
r⊕
i=1

H0(X,D⊗i) �

���� a = (a1, . . . , ar) ∈ A(k̄)����
D���	 ΣD �������
� Ya��������������

tr − a1t
r−1 + · · · + (−1)rar = 0 �

A ����
� A♥ ���
	� a ∈ A♥(k̄)������������� [5]�
� a ∈ A♥(k̄) ��Hitchin 	
 Ma���� 1�� OYa ��� � Pic(Ya)�	
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 Pa���� OYa ��� � Pic(Ya)�Pic(Ya)�Pic(Ya) ����������
��� Pic(Ya)�Pic(Ya)���
��

4.4.2. — ���� Ya�����Pic(Ya)�Pic(Ya) 
����
��� Pa�
Ma �������������������� Pa��
����
��Pa��	���
������������ Ya����Pa��		
�� Ya� Jacobi�������� Abel������ Gm���������

4.4.3. — � ξ : Y 
a → Ya� Ya����������������

ξ∗ : Pic(Ya) → Pic(Y 
a )

�	�����

π0(Pic(Ya))
∼−→π0(Pic(Y 

a )) = �π0(Y 	a ) �
ξ∗����� �����
��

δa = dim H0(Ya, ξ∗OY 	a
/OYa) �

4.4.4. — ������ Ya����������������������
����
���Altman, Iarrobino�Kleiman [1]� Pic(Ya)�Pic(Ya)����	

��

���������������������

4.5. ������������. — ����Pa������Donagi ���	���������
�

X̃

��

�� tD

π

��
X × A �� cD

��������� (x, a)�	� x ∈ X � a ∈ A����� a(x) ∈ cD����
���� π���������������������������W��
��

���� a ∈ A(k̄) 	�	
������Donagi�	��� πa : X̃a → X�
���������
������� a��� πa ������	�������
��� A���
���������������

�� crs
D ⊆ cD�X×A����U��
��U → A���������A�

��
������� A♥��� k̄��������
A♥(k̄) = {a ∈ A(k̄) | a(X) �⊆ DG,D} �

� deg(D) > 2g��
� A♥��	���� 2g���	�����������
�� 2g − 2���
����� 4.7.1 ����������������

������ 4.5.1. — ��	��� a ∈ A♥(k̄) ��
 πa : X̃a → X ⊗k k̄����	
�W ����������� X̃a��
�����
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��. — ��A♥����U�	
X×{a}� �Ua�X����	
����
���� πa����	
�����W �����
 πa����������
�� πa∗O eXa���� OX ��������	�����������

4.5.2. — ��� a ∈ A♥ �����	� (24)������
Ja → J1

a = (πa,∗(X̃a ×X T ))W

�� 2.4.2�������������������������������
��������� Ja�Pa ���	����

�� T� X̃a ����������������������������
����������������		�����������������
�Galois �� ρ : Xρ → X � Galois �� Θρ ������ ρOut ������
��
������

(4.5.3) Xρ × t

��

π �� Xρ × c

��
t π

�� c

*������� ρ���������������������� a ∈ A(k̄) �
��	
�

(4.5.4) X̃ρ,a

πρ,a

��

�� Xρ × tD

πρ

��
X a

�� cD

�������� πρ,a : X̃ρ,a → X�
����

Ja1 = πρ,a,∗(T)W�Θρ

� 2.4.4�

������ 4.5.5. — �� deg(D) > 2g�� Θ ��� ρ•G : π1(X,∞) → Out(G) ����
�� Θ ���������
��������	 a ∈ A∞(k̄) �
�

H0(X, Ja) = (ZG)Θ

�
H0(X,Lie(Ja)) = Lie(ZG)Θ �

������X��G������������ Pa��� Deligne-Mumford
Picard 
��

��. — ���
����� X̃ρ,a����	���� 4.6.1 �������
������

H0(X, J1
a) = TW�Θ

(24)�����	� =�faisceau pour la topologie étale������������������
�!�������	��	��������������	���



LIE ��������� 51

�ZG���	�������������	������� H0(X, Ja)���
������� J → J1������ 2.4.7 ���� a����������	�
�� ���������

H0(X, Ja) = (ZG)Θ �
�
�������������������������
�

4.5.6. — �
�	����� (25)�����'���∞ ∈ X��� ����
�A∞�A�����
����� a�∞���������� a ∈ A∞ �

P∞

a ����Picard����	������ Ja����	�∞�����
���

������ 4.5.7. — �� P∞ ����� A∞ �����������������
	 a ∈ A∞ ��� Ja,∞ � P∞

a ���������
�
�����������
�����
� [P∞

a /Ja,∞] � Pa ����������

��. — ���	��
	��� X̃ρ,a������Picard �����'���
��	�����

4.6. ������������������. — ��� deg(D) > 2g��	���������	��� X̃a�
�����������
�������������������
�Galois �� ρ : Xρ → X ������ ρG ������
���� 4.5.4���
������

πρ,a : X̃ρ,a → X �

������ 4.6.1. — �� deg(D) > 2g����	 a ∈ A♥(k̄) ��� X̃a � X̃ρ,a 	�	�
��

��. — �X ��Xρ ������	��� X̃a�G	����������
����������� Debarre����� [17, �� 1.4]���Bertini����
����

������ 4.6.2. — �M ����������m : M → P �	M ��
����
�
� P = Pn1 × · · · × Pnr ��������� Pni ��	
��������
�Li ⊆ Pni ������� I ⊆ {1, . . . , n}�
�

dim(pI(m(M))) >
∑
i∈I

codim(Li)

�� pI � P �
∏

i∈I P
ni ��������m� P ����� V ���	���

�L = L1 × · · · × Lr ��� V ����m−1(L) �	���

�������������������������
G�	��� cD�
� � � � ��� ��� 
D⊗ei�X ��� � 	 
 ��� � � � � � ���

D⊗ei���������


D
⊗ei

= ProjX(SymOX
(D⊗−ei ⊕ OXρ))

(25)������ =�rigidificateur��
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������ k̄���
Zi = D
ei − Dei���������	�� deg(D) >

2g��� Proj ������
 O(1)��������������������
	

D
⊗ei

↪→ Pni �

P =
∏r

i=1 Pni�	�����
∏r
i=1D

⊗ei� V ����������

V =

r∏
i=1

Pni −
r⋃
i=1

(
Zi ×

∏
j =i

D
⊗ej

)
�

cD 
������
∏r
i=1D

⊗ei��������� tD�Debarre��������
��M ��� cD ��������M�
�� r + 1 �������m : M →
V ��������

a�	� ai ∈ H0(X,D⊗ei)��� Pni���	��Li ���

(ai, 1) ∈ H0(Pni,O(1)) = H0(X,D⊗ei) ⊕ H0(X,OX)

����D
⊗ei� �
�������Zi��!����� ����
�

�D⊗ei
���
Li ∩ Zi = ∅�����L =
∏r

i=1 Li ���
� V 
��

�
 X̃a = m−1(L) ��������� I ⊆ {1, . . . , n}��

dim(pI(m(M))) >
∑
i∈I

codim(Li) �

	����� pI(m(M))�
���
 �I + 1 ������������

4.7. ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���. — ��� � ��� � � � 
 � A♦ � � � ��� � 	

 Ma���	��������
����������� a ∈ A(k̄)+
��

���"��� ha : X → cD ��� DD!� �����DD�� cD����
�����������
D����Gm ���LD��� D ⊆ c�����
���� 4.7.3������������
��	�������

������ 4.7.1. — � deg(D) > 2g���� A♦ �����

�����
�� Zariski�
 Bertini��������������

������ 4.7.2. — �� deg(D) > 2g��� g�X �������	 x ∈ X(k̄) ���
��� mx ���

H0(X, c) → c ⊗OX
OX/m

2
x �

	����������� c ����� r����	 OX ���

��. — �&������� ρ : Xρ → X �� c ���
����

ρ∗c =

r⊕
i=1

ρ∗D⊗ei
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	� ei���� 1.2 ����������
�
 1�����
 c� ρ∗ρ∗c���
������������������

H0(X
′
, ρ∗c) → ρ∗c ⊗OX

OX/m
2
x �

������������� ρ∗D⊗ei ���������

�����Xρ�
	���
 g′����
�
�� 2g′ − 2 = n(2g − 2) �
	�n� ρ���������������������

deg(D⊗ei) > 2ng = (2g′ − 2) + 2n �
�������

��. — ���� 4.7.1�����DG,D��������
� DD− Dsing
D ��

���� Dsing
D � cD���
�� 2�

�� (DG,D−Dsing
G,D)×A������Z1 ��������� (c, a) �����

�� a(X)���� c����� DG������ ����� 2�������
dim(Z1) ≤ dim(A) − 1

������Z1 → A������

� � Dsing
G × A�� � � � �Z2 � �������� (c, a) � � ����

� a(X)���� c��������������
�"�
dim(Z2) ≤ dim(A) − 1

����Z1�Z2����������A��� ����
��������
��� a ∈ A♥ ����� a(X) �������#Dsing

G,D
� ��������
�����!� ��

������ 4.7.3. — � a ∈ A(k̄) ���� A♦(k̄) ������
���	�� X̃a �
����

��. — �� a ∈ A♦(k̄) �
������ cD���� a(X) ��� DG,D!� 
������������Xρ × tD ����������� DG,D
���
���������
�!������ a(X)� cD���� DG,D!� ��
�������� DG,D���#Dsing

G,D 
� ������ (v, x) ∈ tD(k̄)��
��� v ∈ X(k̄)� tD� v�	
����� x������
� v��G�	
��������� tD� v�	
���	�������� (v, x) ∈ tD(k̄) 	

 a(X)�DG,D − Dsing

G,D��� ��
��� x�������	��
��
����������� 1����������������� (v, x) ��
���� X̃a�� k̄[[εv]][t]/(t

2 − εmv )����	� εv���X�� v����
�m� a(X)�DG,D����� ����!� �����m = 1 ���
� X̃a� (ṽ, x) ����

���� a /∈ A♦(k̄)�� a(X) � DG,D����� �������� 2��
���������� X̃a��������� a(X) ���#Dsing

G,D � ���
� v ∈ X ��� X̃a�� (v, x) ∈ tD(k̄)�	
 v
�������� x��+
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������	�������	�����π•
a(Iv)��� 3.7.3�������

�����	���������� k������ W�����	����	
����� π•

a(Iv)�������

������ 4.7.4. — �X ρ̄ → X ���	����� Galois �
��	G����
� deg(D) > 2g����	 a ∈ A♦(k̄) ��� X̃ρ̄,a 	������

��. — �� 4.6.1� X̃ρ,a�����
 X̃a�����	���� X̃ρ,a
��
�����������

��������Galois������U�X�������	�
���
��� X̃a → X�	�����W �����∞�U���
	�� ∞̃� X̃a�
��
	��	
∞
��� 1.3.6�������������

π•
a : π1(U,∞) → W � Out(G)

	

ρ•A : π1(X,∞) → Out(G)


��
 Θ��� ρ•G���

������ 4.7.5. — � a ∈ A♦(k̄) �� π•
a ��� W � Θ �

������ 4.7.6. — Abel k̄
��
�� Abel k̄����������������
�����

Abel�����	�� k̄������������� 1�����

�	��������������������������������
	 Prym����		�
�Abel���

������ 4.7.7. — � � 	 a ∈ A♦(k̄) � � � Mreg
a 	 � � � Ma � � � Ma � � �

� Pa �������� Pa�������� Abel 
��

��. — ���	����� [57, �� 4.2]�

���������Galois ��Xρ → X � Galois �� Θ ��� ρG ����
����	���	��� X̃������� X̃ρ,a���������
����� 4.6.1�������	��
 X̃ρ,a ��T �������		���
� Abel���

�� 4.5.5��G�������X�	������Pa��		����
� Deligne-Mumford���

4.7.8. — �� � a ∈ A♥(k̄) � � � 	��
Pa��� � � ��� 
ZGΘ�
� 4.10.4�
����� a ∈ A♦(k̄)���	�� π0(Pa) ����
ZĜΘ���
����G1�G2����	���� a ∈ A♦

G1
(k̄) = A♦

G2
(k̄) ��PG1,a�����


 PG2,a��	�������
��
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4.8. ������ Néron ������. — ��� a ∈ A♥(k̄) ��U�
� crs
D��� a : X → crs

D ��
���

�	��� 3.8 �����	�X�� Ja �������Picard�� Pa��
������� Ja�Néron �� J a���X�������������
������ Ja → J a ��U ��������������������

X ������������� J ′ ������ Ja → J ′ ����U ����
���������� J ′ → J a ����������� ���Néron ���
	���Bosch, Lutkebohmer�Raynaud�������� [10, �(�, �� 6]�
��� Néron ��������	���� Néron �����
����

���� Néron ������
	�Néron ������� 3.8������
�� � v ∈ X � U � 
Xv�X� v���� �X

•
v = Xv � {v}�� � �

� Ja|X•
v
�Néron ������� v ∈ X�U �Néron ����� Ja|U �����

�������X��� ���� J a���������� Ja → J a�

� 3.8.2����������	��� X̃a���� X̃
a ��� J a�W� X̃a �

��������� X̃
a�������
 πa : X̃

a → X���X�������
���	��� 3.8.2������

������ 4.8.1. — J a �����W �
∏

eX	
a/X

(T ×X X̃
a) ������������

��

�� J a ����Picard � P
a������� Ja → J a ��� Picard ���

��� Pa → P
a����������������������������

��������� Abel����������������� [66]�����
������ Raynaud����� [64]��
�����

������ 4.8.2. — (1) �� Pa(k̄) → P
a(k̄) �������

(2) P
a ����� (P

a)
0 ��� Abel 
��

(3) Pa → P
a �� Ra ��
�������� Rv(a) �
���
 Rv(a) ���

����� 3.8.1 ��������� v ∈ |X|�
	�����

��. — 1. ��Néron ��������� Ja → J a������X ����
	 Abel �����������
�
(4.8.3) 1 → Ja → J a → J a/Ja → 1

�� J a/Ja���������X � U �����������������

���
 H1(X, J a/Ja) = 0 �����

H1(X, Ja) → H1(X, J a)

����
2. � X̃a��� tD → cD��� ha : X → cD ��� ���� X̃

a� X̃a�
������� � 3.8.2� Néron � � J a� � 
 �� X̃

a����� � J a�
�W�Weil ��

∏
eX	
a/X

(T ×X X̃

a) ��������������������

����������� P
a� X̃

a �� T ��� ���������
	�
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 r� Pic(X̃
a)�����
 X̃

a���������������Pic(X̃
a)�

�		���� Jacobi��������� Gm��������������
3. 	���	
����������
������
� (4.8.3)������

����������������	����� Ja �������� J a ��
�������������������
��H0 
�

���������Galois �� ρ : Xρ → X � Galois �� Θ �����
� ρG ��������� a ∈ A♥(k̄) ��� 4.5.4������������
����� πρ,a : X̃ρ,a → X �����	��Galois�� Galois �� W � Θ�
� X̃

ρ,a� X̃ρ,a������
���� W � Θ����� πρ,a���X ���
������� J a��� Galois����

J a =
∏

eX	
ρ,a/X

(T × X̃
ρ,a)

W�Θ

��������

������ 4.8.4. — �Cã � X̃ρ,a � � � 	 � � � �Wã � 	 W � Θ � �Cã � � �
���
���������� TWã ���������� P

a ��� Deligne-
Mumford Abel 
��

4.9. ��������� δa . — ��� a ∈ A♥(k̄) �

������������� δ���.

4.9.1. — ��� a ∈ A♥(k̄) �������

(4.9.2) Ra := ker[Pa −→ P
a]

�	��X������ Ja�����	���� J a������������
���������������	
���

Ra =
∏

v∈X�U

Rv(a)

	�Rv(a)� 3.8.1������������
� δa��Ra�
��

4.9.3. — � 4.5.6�������������������� ���
�P 0

a ���������		�P0
a���Chevalley����������

���
�
1 → Ra → P 0

a → Aa → 1

	�Aa��� Abel����Ra���������
��Ra → P,0
a ����

������������Aa → P,0
a �� 4.8.4��	������������

����������
dim(Aa) = d− δa �

���������"������������� δa�� Pa����	�

��
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��� δa ����	� δ�����

δa := dim(Ra) =
∑

v∈X�U

δv(a) �

� 4.8.2�	�����
��� 3.8.3����������

�� δ���
����

������ 4.9.4. — ��	 a ∈ A(k̄) �������
� δa���

δa = dim H0(X, t ⊗OX
(πa∗O eX	

a
/πa∗O eXa))

W �

��
������������� δ����������	������
�����Bezrukavnikov ���������

�����DG� c ������
����� �Φ ���� Φ�������
�������� a ∈ A♥(k̄) ��� a∗DG,D�����
D⊗(�Φ) �����

deg(a∗DG,D) = �Φ deg(D) �
��

a∗DG,D = d1v1 + · · ·+ dnvn

	� v1, . . . , vn�X����������� di� vi������� i = 1, . . . , n�

 ci� J a�� vi ����&��������� 3.7.5 ���

������ 4.9.5. — �����

2δa =
n∑
i=1

(di − ci) = �Φ deg(D) −
n∑
i=1

ci �

4.10. ��� π0(Pa) . — �������������� Pa��	����� Tate-
Nakayama�	������������������������

����∞ ∈ X(k̄)��� A ⊗k k̄���
� A∞ ������ a ∈ A(k̄) ��
���� a(∞) ∈ c̄rs

D��� Ā♥���
�����∞��� k���
� A∞ 

��� k��

����� a ∈ A∞(k̄)�
U�X�������	�
�����	��
� X̃a → X�	������������∞ ∈ U���G�������
������

ρ•G : π1(X,∞) → Out(G) �
�!���	��� X̃a���	
∞
��
	� ∞̃����� 1.4.4���
������� π•

ã �����	��� ���

(4.10.1) π1(U,∞)
π•
ã ��

��

W � Out(G)

��
π1(X,∞)

ρ•G
�� Out(G)
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	� ã = (a, ∞̃)�
Wã� π•
ã�W�Out(G)���� Iã� π1(U,∞) → π1(X,∞)�

��������� ���� Iã ⊆ W�

��� J0
a� Ja��		����������X�� J0

a ����Picard�
� P′

a���� J0
a → Ja ����� Picard����� P′

a → Pa�

������ 4.10.2. — � � P′
a → Pa � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� π0(P
′
a) → π0(Pa) 
����

��. — ��������
�
0 → J0

a → Ja → π0(Ja) → 0

	� π0(Ja)������������������ v ∈ X �&��� Ja���
�	
 Ja,v��	�� π0(Ja)v������������
�

H0(X, π0(Ja)) → H1(X, J0
a ) → H1(X, Ja) → H1(X, π0(Ja)) = 0 �

	��
�
	��� π0(Ja)�������	
���������� P′
a →

Pa��������
 H0(X, π0(Ja))���������� π0(Ja)��&���
���� π0(P

′
a) → π0(Pa) �
��	������

�Abel � π0(P
′
a)� π0(Pa) ���������	�������������

�����������������	
π0(Pa)

∗ ⊆ π0(P
′
a)

∗ �
	�

π0(Pa)
∗ = Spec(��[π0(Pa)])

π0(P
′
a)

∗ = Spec(��[π0(P
′
a)]) �

����� ( )∗����� Abel ���� ����������
��	�

������ 4.10.3. — ��	 ã = (a, ∞̃ρ̄) ���
���������

π0(P
′
a)

∗ = T̂Wã

�
π0(Pa)

∗ = T̂(Iã,Wã)

�� T̂(Iã,Wã) � T̂Wã ������	����� κ�����	�Wã ⊆ (W �

Θρ̄)κ �� Iã ⊆ WH ���� WH �
 κ� Ĝ������������ Weyl ��

��. — �� [57, �� 6.7]�	������
(X∗)Wã

−→ π0(P
′
a)

� X∗ = Hom(Gm,T)�Wã �������P′
a��	��������

�Kottwitz����� [42, �� 2.2]�������	��	��������
��

π0(P
′
a)

∗ = T̂Wã

	� T̂�T��	�� ���
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U = a−1(c̄rs
D)�� 4.10.2����������	�����
�

H0(X, π0(Ja)) → π0(P
′
a) → π0(Pa) → 0

	�H0(X, Ja/J
0
a) =

⊕
v∈X�U π0(Ja,v) � π0(Ja,v)��� Ja� v�	
��	�

����� v ∈ X � U ��������	���
�
π0(Ja,v) → π0(Pv(J

0
a)) → π0(Pv(Ja)) → 0

�����
�������	��������
�
0 → π0(Pv(Ja))

∗ → π0(Pv(J
0
a))

∗ → π0(Ja,v)
∗


���
π0(Pa)

∗ ⊆ π0(P
′
a)

∗

�
������� v ∈ X � U�
π0(Pv(Ja))

∗ ⊂ π0(Pv(J
0
a ))

∗

���� �������� 3.9.2 ���

������ 4.10.4. — �� a ∈ A♦(k̄) ��� π0(Pa) = ZĜΘ �

��. — 
 ã = (a, ∞̃) �	��
Wã = W � Θ � Iã = W ��� 4.7.5���
� 4.10.3��������

4.10.5. — �Aani(k̄)������ a ∈ A♥(k̄) �������� π0(Pa) ����
���� 4.10.3��
��
 T̂Wã��������� 5.4.7���� Aani(k̄)�A♥

���
� Aani �� k̄������

4.11. ���������. — ��� (E, φ) ∈ M(k̄) ��� a ∈ A♥(k̄)������ a�����
� Aut(E, φ)����U�X�����
����� a�	��������

����� Aut(E, φ) �����X��S������� Aut((E, φ)|S)�
������'���� I(E,φ) = h∗(E,φ)I ��� g ������ I��� h(E,φ) :

X → [gD/G] ����� I(E,φ)�
�U �������������X����
� I(E,φ)�����,�
����������
����� [10]�����
�����������	������X������ I lis

(E,φ) ������
�X ��S���

Aut((E, φ)|S) = HomX(S, I lis
(E,φ)) �

�
�� (26) I lis
(E,φ) → I(E,φ)�
�U ��������� I lis

(E,φ)������
����
(4.11.1) Aut(E, φ) = H0(X, I lis

(E,φ)) �

�
 Ja���������� Ja → I(E,φ) �������

Ja → I lis
(E,φ)

(26)����
 =�tautologique��
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��U �������� Néron �������������
I lis
(E,φ) → J a

��U ������

������ 4.11.2. — ��� a ∈ A♥(k̄) ���	 (E, φ) ∈ M(k̄) �
����

H0(X, Ja) ⊆ Aut(E, φ) ⊆ H0(X, J a) �

��. — ������ Ja → I lis
(E,φ)� I lis

(E,φ) → J a ����	����������
������� v ∈ X � U��������������
 Ov�OX� v��
�����F v�Ov�	����� Ja(F v)���
���
�

Ja(Ov) ⊆ I lis
(E,φ)(Ov) ⊆ J a(Ov)

�

�� 4.10�������� � �� ã = (a, ∞̃) � 	� a ∈ A∞(k̄) ��
�∞ ∈ X̃a 	 
∞
��� � 	��� � W � Out(G)�� � � �Wã��
� 4.8.1� 2.4.4����������

H0(X, J a) = TWã �
������������

������ 4.11.3. — � ã = (a, ∞̃) � � � � � � a ∈ A♥(k̄) � � � 	 (E, φ) ∈
M(k̄) � Aut(E, φ) 	����� TWã ������

�� Frenkel�Witten�����������	�������������
�
�

Aut(E, φ) ⊆ T(Iã,Wã)

	�T(Iã,Wã)� 4.10.3�����TWã����� T̂ �� T��������
�������	
 Ma���

4.11.4. — �
� Aani��� 4.10.5���� T̂Wã�����TWã 
�����
�W � Θ����������TWã�����	�����������
�� M�Aani ������� Deligne-Mumford���

4.12. ��� ��� ��� ��� Tate ��� ���. — ��� � ���� 4.5.5�� 	 � � � � ��P�
� � Deligne-Mumford Picard�� � ��A♦ ��� ��
 P0�P�� 	 	
�Picard ����� g����P0 → A♥ ��������
�� d��
� Tate ��

T�
(P
0) = H2d−1(g!��)

��A♥ ������ ��

�����	
��������������� 4.5.6�������

� A∞ ����������P−1�P0 ������	
�P−1�����
�������
�

1 → P−1 → P0 → P 0|A → 1 �
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������Tate �� �������
�
0 → T�
(P−1) → T�
(P0) → T�
(P

0|A) → 0 �

���
	� a ∈ A∞(k̄) �
Aa�P0,a�	��Abel �����
P−1,a���
������ T�
(P0,a) → T�
(Aa) ����T�
(P

0
a)�����������


�
0 → T�
(Ra) → T�
(P

0
a) → T�
(Aa) → 0

������
���������Deligne-Mumford Picard�� P0
a ��


� Chevalley���
������ Tate �� ��������
�

������ 4.12.1. — 	���	��
ψ : T�
(P

♥) × T�
(P
♥) → ��(−1)

�������� a ∈ A♥(k̄) 
�	��ψa����� T�
(Ra) �	�����
���� Abel �� T�
(Aa) ��������

��������	��Weil ����
��������
�������
�����S����
 Hensel�	���� c : C → S����������	
	
��
	�����
��� 1�

��C�������� Stein 	
C → S ′ → S�	�C → S ′������
��		
�����	��S ′ → S���������
 c���	
��
�������S ′ → S���������
C������S ′
�����

	��S��
 Hensel����S ′ = S��!��� c : C → S�	
���
��

� � Artin S�� PicC/S � ��� �S� � Y ����C ×S Y ���
� � � 
� ����S��� ��� � ��� 	 	�Pic0

C/S��� �
�L ∈ PicX/S(Y )��� y ∈ Y ������� Euler-Poincaré���χy(L) ��
�
L�Cy ������ Y �����������
 y�����χ(L)�
�L ∈ Pic0

C/S ���χ(L) = χ(OC)�

�����L,L′ ∈ Pic0
C/S ���
�������Weil ����

〈L,L′〉C/S = det(Rc∗(L⊗ L′)) ⊗ det(Rc∗L)⊗−1 ⊗ det(Rc∗L′)⊗−1 ⊗ det(Rc∗OC)

���� � � ���� ���� t�L�� � � ������ � ���
� t� det(Rc∗L) �������� tχ(L) �������
�	L,L′ ∈ Pic0

X/S��
����

χ(L⊗ L′) = χ(L) = χ(L′) = χ(OC)

� � ����� � � � �� (t, t′) � t�L��� �� t′�L′ ��� ����
� 〈L,L′〉C/S �����

�N����S�������L�������
������� ιL :
L⊗N → OC ������

〈L,L′〉⊗NC/S = OS �
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��L′ �
����� ιL′ : L′⊗N → OC ������� 〈L,L′〉⊗NC/S = OS�
�����������N��	�����	���
L�L′����
���
�������������

����C����� k������������� Pic0
C �
� 

� k��� JacC�Gm�������������������� ���
T�
(JacC) × T�
(JacC) −→ ��(−1)

�C ���������������-����
����
�����
� Weil �����������

������ 4.12.2. — �C����� k�����������C������� ξ :
C → C��������L,L′�C ��������
����� 1 
 k��	
����

〈L,L′〉C = 〈ξ∗L, ξ∗L′〉C	 �

��. — �������
�
0 −→ OC −→ ξ∗OC	 −→ D −→ 0

	�D����� OC �������C����� {c1, . . . , cn}��
Di�D�
���� ci ������� di��������������	�����

det(c∗OC	) = det(c∗ξ∗OC	) = det(c∗OC) ⊗
r⊗
i=1

∧diDi

	� c : C → Spec(k)� c : C → Spec(k)�����

�L�C ��������
������� ξ∗ξ∗L = (ξ∗OC	) ⊗ L������
�

det(c∗ξ
∗L) = det(c∗L) ⊗

r⊗
i=1

(L⊗di
ci

⊗∧diDi)

	�Lci�L� ci �	
���������L⊗ L′ , L�L′ ��������
��

������
��.���� 4.12.1�

��. — ���� a ∈ A♥ � Pa��X�� Ja ����Picard���� πa : X̃a →
X� a����	�������������Galois������������
������ 2.4.2

Ja → πa,∗(T ×X X̃a)

	� T�G���
�������������G	����Xρ → X ����
�������������� X̃ρ,a → X̃a�
 πρ,a : X̃ρ,a → X��������
�����

Ja → πρ,a,∗(T × X̃ρ,a)
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	�T���	����
�Pa��� �n�������� Pic eXρ,a ⊗ X∗(T)��
� �n�����X∗(T) ⊗�� ��������������� Pic0

eXρ,a ��Weil �
������� ���

T�
(P
0
a) ⊗ T�
(P

0
a) −→ ��(−1) �

���������
	� a������T�
(Pa)����	���
	�
�����Abel�	������������������ 4.12.2 ���

4.13. ������. — ������������ cD ���X ��������	��
� OX ��. �G�	����OX �� cD ���������

cD =
r⊕
i=1

D⊗ei

	� e1, . . . , er� 1.2��������������X���� cD��
cD = Spec(SymOX

(c∗D))

	� SymOX
[c∗D]��	 OX �� c∗D�OX������������������

�G	������Galois ��� ρ : Xρ → X � cD 
���������

������ 4.13.1. — �D > 2g − 2 �� A ��� k��������
dim(A) = �Φ deg(D)/2 + r(1 − g + deg(D))

�� r� G ��� �Φ ��������

��. — � ρ : Xρ → X�������Galois �����G	��� ρ∗cD �

� ρ∗D⊗ei��������

deg(cD) = (e1 + · · ·+ er) deg(D) �

����

dim H0(X, cD) + dim H1(X, cD) = (e1 + · · · + er) deg(D) + r(1 − g)

��� Riemann-Roch�����Kostant��� ei − 1���� Φ�������
�

e1 + · · ·+ er = r + �Φ/2 �
������ H1(X, cD) = 0��
 deg(D) > 2g − 2�� ρ���������

deg(ρ∗D) > deg(ρ∗ΩX/k) = deg(ΩXρ/k)

����� H1(Xρ, ρ
∗D⊗ei)�
	�������� H1(X, cD) 
�
	����

��H1(X, cD)�H1(Xρ, ρ
∗cD)��������

� deg(D)����������� 2g − 2 ���Hitchin ��A�
����

D�	��
	����

������ 4.13.2. — ��	 a ∈ A(k̄) �
������� Lie(Ja) = c∗D ⊗D�
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��������
 f : X → Y ��� OY ��L������ f ∗L
��
�L��������������
���������������	��
���

��. — �� 2.4.7��� Ja → J1
a ��� Lie ������Lie(Ja) → Lie(J1

a)�
�� J1����� Lie(J1

a ) ����	��� πa : X̃a → X ���
Lie(J1

a) = ((πa)∗t)W �
�	���������������

X̃a

πa

��

�� tD

π

��
X a

�� cD

�
 π����������� π∗t ������� ������ (πa)∗t =
a∗π∗t������� (π∗t)W�

�
 cD� tD�W ������������
TtD/X� TcD/X���	
�
��
��������

(π∗ΩtD/X)W = ΩcD/X �

����
 tD�X ������
��� ΩtD/X = tD−1������� ΩcD/X =
c∗D�	�����OcD ����� (π∗tD−1)W = c∗D ����

(π∗t)W = c∗D ⊗D �

�������� a : X → cD ������������Lie(Ja) = c∗D ⊗OX

D�

�G	�������������� Lie(Ja) �D��� Φ��������
� e1, . . . , er�������
������ 1.1.1�������

Lie(Ja) = D−e1+1 ⊕ · · · ⊕D−er+1 �
�G��	�������X���	�G����Galois ����Lie(Ja) �

��
�������

deg(Lie(Ja)) =

r∑
i=1

(−er + 1) deg(D) = −�Φ deg(D)/2 �

������ 4.13.3. — ��	 a ∈ A♥(k̄) �	�
dim(Pa) = �Φ deg(D)/2 + r(g − 1) �

��. — ���
dim(Pa) = dim(H1(X,Lie(Ja))) − dim(H0(X,Lie(Ja)))


��������
 Riemann-Roch ���
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4.13.4. — � d = �Φ deg(D)/2 + r(g − 1)�P�A ����
����� 4.13.1
������

dim(P) = (r + �Φ) deg(D) �
� 4.16.1�������� Mreg

a �Ma���	���� M 
����
����
���� dim(Ma) = d� dim(M) = (r + �Φ) deg(D)�

4.14. ���������������. — Higgs 
�����	�� Biswas�Ramanan� [9]���
��������
������������

�����������������S��� k���G����S�
����BG�G�	�	���G��� EG��S���	
 [S/G]

��


πEG : EG −→ BG

��
G�������������� (27)

π∗
EGLBG/S −→ LEG/S −→ LEG/BG −→ π∗

EGLBG/S [1] �

�
S = EG�����LEG/S�	�
�LEG/BG����
 g∗ ����
� 0 �	��������

LEG/BG
∼−→ π∗

EGLBG/S[1] �

���������
g∗[−1]

∼−→π∗
EGLBG/S

� πEG����	��������
(EG ∧G g∗)[−1]

∼−→LBG/S �

��G�	�	����LBG/k������
����� EG��	���
���	 g∗������������ 1 �	��

��������S��X ��X ����G���E���
���� hE :
X → BG�E������������

H1(X,RHom(h∗ELBG/S ,OX)) = H2(X,E ∧G g)

�������	�������������
H0(X,RHom(h∗ELBG/S ,OX)) = H1(X,E ∧G g)

������	����������H0(X,E ∧G g)�

��� V �S������
�����G��������� [V/G]�G��
� πV : V → [V/G]������� [ν] : [V/G] → BG����	�������

V

πV
��

ν �� EG

πEG

��
[V/G]

[ν]
�� BG

(27)������� =�triangle distingué��
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����������
π∗
VL[V/G]/S −→ LV/S −→ LV/[V/G] −→ π∗

VL[V/G]/k[1] �

	�LV/S�����
���� ν∗V ∗ ������ 0 �	���V ∗� V ��
	S��
� ν : V → S��S����LV/[V/G] ��������LV/[V/G] =
ν∗LEG/BG �����������
 ν∗g∗ �
���� 0 �	������ v ∈
V ��G� v���������������

αv : g −→ TvV = V

�	�	����������LV/k → LV/[V/G]� v�	

α∗
v : (LV/S)v = V ∗ −→ (LV/[V/G])v = g∗ �

������� [V/G] �������
α∗
v ∧G πV : πV ∧G V ∗ −→ πV ∧G g∗

����
L[V/G]/S�

������������ Hitchin ��������� 3�
������
������G���X�������� g���Lie �����G�	���
�Gm����������
D����� Gm ���LD����� [gD/G] �
���LD ��� g �����G��������L[gD/G]/X ����


L[g/G]/X ∧Gm LD

��������
(πD,g ∧G g∗) ⊗D−1 −→ πD,g ∧G g∗

	� πD,g���� [gD/G] ����G����

� (E, φ)�X���� Higgs ����� k̄�����
����
hE,φ : X → [gD/G] �

(E, φ)�������������
RHom(h∗E,φ(LD ∧Gm L[g/G]/X),OX)

������
ad(E, φ) := [ad(E) → ad(E) ⊗D]

	�

– ad(E)����
 g∧G E�
– ad(E)�����−1 �	�� ad(E) ⊗D����� 0 �	��
– ���� x 
→ [x, φ] ����

��� [57]���� 5.3��
�
����������� ad(E, φ) ���
��	���������������

������ 4.14.1. — � (E, φ) ∈ M(k̄) ����� a ∈ A♥(k̄) ������� H1(X,
ad(E, φ)) ����	 (E, φ) ��
�	���������	���

– deg(D) > 2g − 2 ,
– deg(D) = 2g − 2 � a ∈ Aani(k̄) �
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����
�������� M �� (E, φ) 
�����

��. — � g ��������������������� ad(E, φ)��	�
�


ad(E, φ)∗ = [ad(E) ⊗D−1 → ad(E)]

���
	������−1�� 0 �	������x 
→ [x, φ] ������
������ H−1 ����


Lie(I lis
E,φ) ⊗D−1

	� I lis
E,φ� 4.11���	�X��������� Serre�	�� H1(X, ad(E, φ))

��������	
H0(X,Lie(I lis

E,φ) ⊗D−1 ⊗ ΩX/k) �

� 4.11 �������� OX ������

Lie(I lis
E,φ) → Lie(J a)

�������������	�����
H0(X,Lie(J a) ⊗D−1 ⊗ ΩX/k) = 0 �

�����������

������ 4.14.2. — ��	 a ∈ A♥(k̄) � H0(X,Lie(J a) ⊗ L) = 0 ���	����
������L�� a ∈ Aani(k̄) � deg(L) ≤ 0 �
������������

��. — � 4.10 ������� 
 Θ� p1(X,∞)�Out(G)������
� �  � � � ��Galois �� ρ : Xρ → X � Galois � � Θρ = Θ ���
� ρG 	 ��
�� � � � � � � �� X̃ρ̄,a → X ��� 4.5.4� ��� �
	 ��Galois�� Galois � � W � Θρ̄�� X̃

ρ̄,a� X̃ρ̄,a���� � πρ̄,a��
� X̃

ρ̄,a → X��� 4.8.1� Lie(J a) ��� X̃
ρ̄,a ���

Lie(J a) = (πρ̄,a)∗(O eX	
ρ̄,a

⊗ t)W�Θρ̄

����
Lie(J a) ⊗ L = (πa)∗((π


a)

∗L⊗ t)W�Θρ̄ �

� deg(L) < 0 � (πa)
∗L�����
���� X̃

ρ̄,a����	������
�< 0���������	������

� deg(L) = 0 �� (πa)
∗L��	�����	��������
 O eX	

ρ̄,a
�

�����
H0(X̃

ρ̄,a, ((π

ρ̄,a)

∗L⊗ t)W�Θρ̄ = tWã

	�Wã� 4.10�����W � Θρ̄�� � � � W � Out(G)�� ��� a ∈
Aani(k̄)��	����Wã���� tWã�
	��� 4.10.5�
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4.15. ������������. — ������� Hitchin 	
�� Springer 	

�
���
�
���
����
�	����

� a ∈ A♥(k̄)��U� c�����
� crs��� a : X → [c/Gm] ������
�� Kostant����������∏

v∈X�U

Mv(a) → Ma �

���	������
∏
v∈X�U Pv(Ja) −→ Pa�����������

ζ :
∏

v∈X�U

Mv(a) ∧
Q
v∈X�U Pv(Ja) Pa −→ Ma �

�� [57]���� 4.6������� k̄������������
�
���
���
��������� Mv(a)������ M•

v,a�����Mv,a���

����

������ 4.15.1. — ��	 a ∈ Aani(k̄) �
�∏
v∈X�U

Mred
v (a) × Pa

�
∏

v∈X�U Pred
v (Ja) �������������	 Deligne-Mumford 
���

���� ∏
v∈X�U

Mred
v (a) ∧

Q
v∈X�U Pred

v (Ja) Pa → Ma

����
�

��. — � � Pv(Ja) → Pa ���  � 	��
�� � � � π0(Pv(Ja)) →
π0(Pa)��
 a ∈ Aani(k̄) � π0(Pa)����������������π0(Pv(Ja))
����������������� π0(Pv(Ja))���������� Abel �
� Λv ����������

����	&Λv → Pv(Ja)��
 a������������� Λv�����
������������Λv���Pv(Ja) → Pa��
��

�
∏

v∈X�U Λv ���
∏

v∈X�U Mred
v (a) × Pa ����������������

����������������
∏
v∈X�U

(Mred
v (a)/Λv) × Pa

��Kazhdan�Lusztig��� Mred
v (a)/Λv������ k̄����� 3.4.1�

����
∏
v∈X�U(Pv(Ja)/Λv) ��������� v��� Rv(a) → Pv(Ja)/Λv

����������������������
�
1 → Ra → Pa → P

a → 1
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	�P
a�����Deligne-Mumford�����∏

v∈X�U

(Mred
v (a)/Λv) × Pa

�Ra =
∏

v Rv(a)����������P
a ����	����	
��		
�

�
 ∏
v∈X�U

(Mred
v (a)/Λv) �

����������Deligne-Mumford���

�������
∏
v Pv(Ja)/(Rv(a) × Λv) �������	���
����

�Deligne-Mumford���

�
 Ma��� Deligne-Mumford���������	�������

ζ :
∏

v∈X�U

Mred
v (a) ∧

Q
v∈X�U Pred

v (Ja) Pa → Ma

���������
�� k̄����������������������
�� Ma�����Deligne-Mumford���

������������� a ∈ A♥(k̄) ��

������ 4.15.2. — ��	 a ∈ Aani(k̄) � Ma 	�
�������������
	m ∈ Ma(k̄) �m� Pa ������	�������

4.16. ���������. — ������������� 3.10.1������

������ 4.16.1. — ��	��� a ∈ A♥(k̄) ��� Mreg
a ��� Ma �	�	���

��. — ���� 4.15.1��� Mreg
a �Ma�� (�)���
��
�
 Mreg

a �

��� 
 Hitchin � � 	  M� k��� ���� 4.14.1���Hitchin 	

 Ma��	��
 �������	���	��
����
�
���

������� Mreg

a �Ma���	��

�������� Altman, Iarrobino�Kleiman� [1]����������
��������������������������� Jacobi������
�� Jacobi������	��

������ 4.16.2. — � Springer �� Mv(a) ����� Mreg
v (a) �	���

�� 8.6������	����
�����������������
��������	������ 4.15.1����������������
�
������
�����

������ 4.16.3. — ��	 a ∈ A♥(k̄) � Ma 	�
��������
�Φ deg(D)/2 + r(g − 1) �

��� Ma �������	������ π0(Pa) �
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��. — 
�����4.13.3�Ma����	����� π0(Pa)
�����
��Kostant������

������ 4.16.4. — � deg(D) > 2g − 2 ���� f♥ : M♥ → A♥ ���������
����� d����	�������

��. — �� 4.14.1� M♥�A♥� k������
����� f������
���	
�
����

dim(Ma) = dim(M) − dim(A) �
�� � � � � � ���� � � dim(Ma) = dim(Pa) � dim(M) = dim(P ) � 	
�P�A ������� 4.3.5������

dim(P♥) = dim(A♥) + dim(Pa) �
� 4.16.1�������������
	
 Ma���	��
 ����
�
����	��
� Mreg

a �����������

4.17. ������������������. — ��� (κ, ρκ)�G�X ����
	�
��� 1.8.1�H�
���
	��� 1.9�������� ν : cH → c��D����	���
��� ν : cH,D → cD�����X���������������

ν : AH → A �
� [57, 7.2]�
�����
� A♥ ����������	����

4.17.1. — 

rGH(D) = (|Φ| − |ΦH |) deg(D)/2 �

� 4.13.1�

dim(A) − dim(AH) = rGH(D)

���� AG−♥
H = ν−1(A♥)�A♥������� rGH(D) 
������

4.17.2. — �AH ���H ��� Hitchin 	
�
fH : MH → AH �

MH � � � � Picard�� PH → AH�� ��M�MH
 
 ����

� �	P�PH � ��� ��
 � � ��� aH ∈ AH(k̄) � � ���� a ∈
A♥(k̄)� 2.5.1����μ : ν∗J → JH ������� Ja → JH,aH �����
	��������������

Pa → PH,aH

����
RG
H,aH

= H0(X, JH,aH/Ja)

��������
��

dim(RG

H,aH
) = dim(Pa) − dim(PH,aH ) �

���� 4.13.3�	��
dim(RG

H,aH
) = (|Φ| − |ΦH |) deg(D)/2 = rGH(D) �
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4.17.3. — � J H,aH� JH,aH�Néron �������

Ja → JH,aH → J H,aH

���X����	
���������� J H,aH 
� Ja�Néron ���
� 4.9.2 ��������
�

1 → RG
H,aH

→ Ra → RH,aH → 1 �

������
���
δa − δH,aH = rGH(D)

	� δa = dim(Ra)� δH,aH = dim(RH,aH ) 	�� a� aH ��
�G�H� δ��
��

4.18. ������������������. — ���G1�G2����	�X ������ 1.12.5���
��� cG1 = cG2 ��� 1.12.6���������� cG1,D = cG2,D ���
�Hitchin 	
����
����

A = A1 = A2 �
�G1�G2�Hitchin 	
� f1 : M1 → A1� f2 : M2 → A2

�!���

��������

�Picard�� P1�P2
����
��

������ 4.18.1. — 	��� Picard A 
����
P1 → P2

���������������

��. — � 1.12.6������ � � � � � � � � � � t1
∼−→ t2 � 	 
 �

 cG1

∼−→ cG2
��� 2.4.7��� ���G1�G2����� � ��� 	
	�
�� � � J0

G1

∼−→ J0
G2
�� 
 JG1� JG2��� � � � � � � � �

 J0
G1

∼−→ J0
G2

� � ���N������ � ��N 	 � � ��� ���
���� J0

G1
→ J0

G2
����������� JG1 → J0

G2
����������

������������ P1 → P2 ����		�������

5. ���������

���������Hitchin ��A ���������	�
�
��	

 Pa��	�������
����� δa�������Pa����	�

��

������	����
�������������������

�������	��	����
������	�	��
�����
�������
����
������ δa� π0(Pa)��	�����

�����������
����� π0(Pa)�������������
��Hitchin ��A�����
� Ã�������P��	
��	��
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� π0(P)� Ã��������������""�	�����������
�� Ã���
� Ãani ����� π0(P)�����

�������� δ����

���� Ãani =
⊔
δ Ãani

δ �	� a ∈ Ãani
δ �

	����� δa = δ����
������� 5.7.2 codim(Ãani
δ ) ≥ δ��

� deg(D) ��
 δ����������	��������������	�
�Hitchin 	
��
	�������� deg(D) ������� [60]����
���������	�������������������	����
����������Goresky, Kottwitz�MacPherson�
	���	���
����
������ [28]�������������	��������
� deg(D) ��
 δ�������

�	��������������
��

�����������
����� 8������������
�

5.1. ���������������������			���. — ��������������/�������

�������������������������
���Laumon��
� [51]���������

�G = GL(r)���
 � �� a ∈ A♥(k̄) � � ��� ���� 
D��
� 	 �� � � � ��� �Ya��� 4.4����� � Pa��� � OYa � �
�Picard�� Pic(Ya)��Pic(Ya)��	 � � ��� Ya���� � � ��
� ξ : Y 

a → Ya� Ya�������L 
→ ξ∗L������ OYa �����	� ξ�
����������� Pic(Ya) → Pic(Y 

a )� Ya ������
�
1 → O×

Ya
→ ξ∗O×

Y 	a
→ ξ∗O×

Y 	a
/O×

Ya
→ 1

����������
�����	�������� ξ∗���������
� OYa ��L������� ξ∗L���������������������
��H0(Ya, ξ∗O×

Y 	a
/O×

Ya
)����� ξ∗������

��������������

– Y 
a ��	���� π0(Y


a ) �

– �� δa = dim H0(Ya, ξ∗OY 	a
/OYa) ��� Serre� δ����

� Y 
a ��	���������������

π0(Pic(Ya)) → �π0(Y 	a )

�������
 δ����������� ker(ξ∗)�
��

Teissier� [77]��	��
������
������	������
���
�������

������ 5.1.1. — � y : Y → S� � � � � � 	 � � � � � �	 � 1 � �� �
�� Y ���	
����
���	�	���� ξ : Y  → Y ��� Y ��
���U ������������Y ���S�������	�	����
� y ◦ ξ������	���
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����
�������� δ� π0(P)
��	�����

������ 5.1.2. — �������	��

(1) 
� y∗(ξ∗OY 	/OY ) ���������	 OS ���
(2) �S�������������π0(Y

) �������� s ∈ S
��

��� Y 

s �	����	�

��. — � s�S���
	��� ξ∗OY 	/OY ��������	���� Ys �

Us ������	
�������H1(Ys, ξ∗OY 	/OY ) = 0 ���
dim H0(Ys, ξ∗OY 	/OY )

� Ys � Y 
s ��
�
�������� s���	������������)

������� [56, p. 50, �� 2]�

�� Stein 	
 Y  → S ′ → S�	�S ′ → S�������� Y  → S ′����
���������
		
� Y  → S�����������S ′ → S��
��������� π0(Y

/S)�����'�S ′�

����
����������B����Ya��
������	�
���� k��S���� (a, Y 

a , ξ)� � B(S) �	� a ∈ A♥(S)�A♥��
�S��� Y 

a ������S��� ξ : Y 
a → Ya� a���� Ya����


������ B ���'������ k���

����B → A♥� k̄����������������������� a ∈
A♥(k̄) � Ya���� Y 

a ������������ B ��A ����	���
����������������π0(Ỹa)� δa��	����� δ������
�����������������

�����

�
���������������������� 5.7.2 ��������
����� Severi ����
���. ����������
�������
������� Teissier [77]�Diaz, Harris [22]�Fantechi, Gottsche, Van Straten
[25]�

5.2. ������������������������			���. — ������������������ [34],
[59]��������	��������W ���	�����
������
	�

�S��� k���A♥���S�� a������� a : X × S → cD���
� π : tD → cD�������������X × S��������� X̃a���
��	
�����	�W ��������

������ B ��� k��S������ (a, X̃
a, ξ)� ��	��

– a ∈ A♥(S)�A♥���S���
– X̃

a������S��������W����
– ξ : X̃

a → X̃a���W ����
������ 5.1.1�
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� b = (a, X̃
a, ξ) ∈ B(S)�B����S������ prS : X × S →

S��S������ 5.1.1�	� (prS)∗(ξ∗O eX	
a
/OX	

a
)���	��� OS ���

�W���� k�����������
((prS)∗(ξ∗O eX	

a
/OX	

a
) ⊗OX t)W


������S��������	��� OS ���������� δ(b)�

��� a ∈ A♥(k̄) �	��� X̃a�������� X̃
a����� k̄����

�����������B → A♥���������������������
���

������ 5.2.1. — �������� B ���������� k���

��. — ���� B′ �����S������ (X̃
a, γ)�������

– X̃
a�S��������������W��������� πa : X̃

a →
X ×S�������������X×S���
�U �,����W ����
��
�U 
����S�

– γ : X̃
a → tD × S���W ��������� tD�����
������

�	
���	��

�H������������S���������������S���
���� X̃

a������W ������� πa : X̃
a → X × S�������

���'����� k�����
 Hurwitz �������� h : B′ → H��
���'�H������
�
���� B′ ���'����� k���

���	�����B → B′���� b = (a, X̃
a, ξ) ∈ B(S)���� b′ =

(X̃
a, γ) �	� γ� ξ : X̃

a → X̃a���	 X̃a → tD × S�������� B�
��'������������

������ 5.2.2. — �� B → B′ ������

��. — ������B → B′���������������� b′ =
(X̃

a, γ) ∈ B′(S)���	� (πa)∗OX	
a
��W ���	������� OX×S ��

����S����	
��� OX���	����
X���������
((πa)∗O eX	

a
)W = OX×S �

���� k[t]W = c ��� 1.1.1��W ����� γ : X̃
a → tD ������

� a : X × S → cD�� X̃a� a����	������� γ��������

ξ : X̃
a → X̃a

��S����	
��Xa������������� b = (a, X̃
a, ξ) ∈ B(S)�

������B′ → B����B → B′�����
����
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5.3. ������������ Ã ���������������. — ��������������� Hitchin ��A �
����������
������������������� 1.13�
	
��������	��������������
�

5.3.1. — �∞ ∈ X(k̄)��� Ã⊗k k̄���
� Ã��������� (a, ∞̃) �
���	� a ∈ A��	��� X̃a → X��∞������ ∞̃� X̃a���	

∞
����
��∞∈ X(k) ���A∞ ������� k��

�����������������������∞ ∈ X(k̄)������
� Ã ⊗k k̄ → cD,∞ �	� cD,∞� cD�∞�	
��� a ∈ A���� a(∞)�

A∞� cD,∞�����
� crs

D,∞��������	�������

Ã

��

�� tD,∞

��
A∞ �� cD,∞

�� Ã����A∞ ��W∞ ������W∞�����X ���W�∞�
	
�

������ 5.3.2. — �� deg(D) > 2g�� Ã �����������

��. — � deg(D) > 2g��	��������������A → cD,∞��
���� 4.7.2���������������������������	

��
 tD,∞�����
��� Ã���
	�����

������	
��
B̃ = B ×A Ã

	�B�	�����
������	��� 5.2.1�����
	����
����������� B̃ ⊗k k̄����	�� Ã ⊗k k̄��������
�������������������	��������� Ã′ 	���
����	����� B̃′�������� B̃′ → Ã′�
	���������
������������������ Zariski����������� Ã′�
���	
� Ã′′ ����� B̃′ → Ã′�	�����������	���
� Noether�������������������	������

(5.3.3) Ã ⊗k k̄ =
⊔
ψ∈Ψ

Ãψ �

�� B̃ψ� Ãψ� B̃�������� B̃ψ → Ãψ����������

����	����������� Ãψ���������������

���������Ψ ������ (�) 

���
 Ã�
	������
���Ψ����	����ψG�
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5.4. ������������������. — ���������� 5.3.3�������������
�����

�G�G��������� ρ•G : π1(X,∞) → Out(G) �����Θ�
	�
�� π1(X,∞)�Out(G)��������������

5.4.1. — � ã = (a, ∞̃) ∈ Ã(k̄)��U�X���
������	��� X̃a →
X�	����	�
���������∞��� 1.3.6���������
��

π1(U,∞)
π•
ã ��

��

W � Out(G)

��
π1(X, x) ρ•G

�� Out(G)

�Wã� π•
ã�W � Out(G)���� Iã��� π1(U,∞) → π1(X,∞)������

�����Wã ������� W � Θ
�� Iã�Wã����������
�Wã ∩ W
��

5.4.2. — ���������������������Xρ → X�����
���Galois ��� Galois �� Θ ���
���

ρ•G : π1(X,∞) → Θ �

������������∞ρ �	
∞
���	��� X̃a������
�Xρ → X �	
�

X̃ρ,a = X̃a ×X Xρ �
��� X̃ρ,a ���� W � Θ��������� X̃

ρ,a
�����Cã� X̃
ρ,a��

��� ∞̃ρ = (∞̃,∞ρ)��	���Wã�W � Θ�����������	�
������������� Iã��Wã�����Cã���������
�������
Cã���Xρ ����� Θρ�	����������� Iã
�����Wã → Θρ��
������ Iã ⊆ Wã ∩ W�

������ 5.4.3. — �� ã 
→ (Iã,Wã) ���� 5.3.3 ����� Ãρ�	�����

��. — ����� 5.3.3������� B̃ψ → Ãψ�����������
��� B̃ψ ��	������� X̃

a → X̃a �����
�����������
����������������������

X̃ρ,ψ → B̃ψ

���� W � Θ��������� ∞̃ρ���� 5.1.2�������Bψ�	
���	�����	� π0(X̃ρ,ψ/Bψ) ����� X̃ρ,ψ/Bψ��	
����	
������ W � Θ �������������&�����������
�� ∞̃ρ ��������������������
����

5.4.4. — �������������
ψ 
→ (Iψ,Wψ)
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������ 5.3.3�����Ψ ��������
	������� ã 
→
(Iã,Wã)�����

������ 5.4.5. — � � �� (I1,W1)���� 	�W1�W � Θρ�� � �
�� I1�W1����������������� (�) 
� (I1,W1) ≤ (I2,W2)�
�"�W1 ⊆W2 � I1 ⊆ I2����ψ 
→ (Iψ,Wψ)����!���

��. — �S = Spec(R)�� � ���� η = Spec(k(η))�� ��� s =

Spec(k(s))�
	���� ã : S → Ã������	� ã(η) ∈ Ãψ̃ � ã(s) ∈ Ãψ̃′�
������

(Iψ′ ,Wψ′) ≤ (Iψ,Wψ) �

��X × S��� X̃ρ,a ������Xρ × tD → cD �

 a������
���� X̃ρ,a���� X̃

ρ,a������������������	

 (X̃

ρ,a)η��� k(η) ���������������	
��� (Iψ,Wψ)�
�������	
 (X̃

ρ,a)s ��������
��������� (X̃
ρ,a)


s �

�� (Iψ′,Wψ′)�

� ã��� (X̃
ρ,a)η������
Cã� (X̃

ρ,a)η���������	��
��Wψ̃�W � Θ�� � � � � � � � � � 	������� � � ��
�Cã(s)� (X̃

ρ,a)

s����	����� ã(s) �������Wψ̃′�W � Θ��

������Cã(s) �����������
Cã(s)�Cã���	
�����
����	�������
�Wψ′ ⊆ Wψ���Wψ′�����Cã(s)���
���������Cã�
�����������
� Iψ′ ⊆ Iψ�

5.4.6. — ����� (I−,W−) �	�W−�W � Θ������ I−�W−��
����W������������������Wψ ⊆ W− � Iψ ⊆ I−��
��� Ãψ���� Ã��������
���
����Wψ = W− � Iψ =

I−����� Ãψ�������������
����� Ã���	����
��� Ã(I−,W−)���������

Ã =
⊔

(I−,W−)

Ã(I−,W−)

��∞ ∈ X(k) �� Ã��� k��	����������� k��

5.4.7. — ��� 5.4.5 
�������� tWψ = 0��� Ãψ���� Ã���

���� 4.10.3���� ã = (a, ∞̃) ∈ Ã(k̄) ����
�
��	����
�� a�� 4.10.5 ������Aani(k̄)
�� Ã ���������� Ãani ���
����

Ãani =
⊔

ψ∈Ψani

Ãψ

	�Ψani�Ψ�������∞ ∈ X(k) �� Ãani��� k��	�������
��� k��
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������ 5.4.8. — �� deg(D) > 2g��ψG � Ψ ��������
(IψG ,WψG) = (W,W � Θ) �

��. — ������Wψ ⊆ W � Θ � Iψ ⊆ W��������������
���������� a��
� A♦����� ã = (a, ∞̃) ������	�
�
��
�� deg(D) > 2g��	�����	���� 4.7.1�

�� 4.7.5���	��
� a ∈ A♦�Wã = W � Θ����� Iã�W��
�������� X̃ρ̄,a �Xρ × t����� hα���
 g���α���!� 
���
�� Iã�W������������� hα������ sα����
� Ia = W�

5.5. π0(P) ������������. — �������������π0(P)���� 5.4.6���
�� Ã(I−,W−) ����������������
 Picard�� P → A♥��
� 4.3.5��A♥ ��������	� π0(P)�����	� a ∈ A♥(k̄) �
&�
��Pa��	�� π0(Pa)���� Grothendieck����������
� [30, 15.6.4]�
�� [57, 6.2]�

��
���������������π0(P
′)������Picard�� P′�

�	�������� a ∈ A♥(k̄) �	
	��X�� J0
a ������

� P′ → P �������� π0(P
′) → π0(P)�
 P̃� P̃′�P�P′� Ã �����

�� 4.10.3����� ã ∈ Ã(k̄) �	
 π0(P
′
ã)����������

π0(P
′
a) = (T̂Wã)∗

����� ( )∗����� Abel ���� ����������
��	��
�� π0(Pa) ����
 π0(P

′
a)���� 4.10.3������� T̂(Iã,Wã) ��	�

���������
���� π0(P̃
′)� π0(P̃)�

������ 5.5.1. — ��	 ã = (a, ∞̃) ∈ Ã(k̄) �� 4.10.3 �����
X∗ → π0(P

′
a) = (X∗)Wã

	�������� X∗ � π0(P̃
′) ���������

��. — � ã = (a, ∞̃) ∈ Ã(k̄)��� X̃ρ,a�
	� ∞̃ρ = (∞̃,∞ρ) � �
� Ja�∞�	 
�� 
 ��� � T ��� 2.4.7��� [57, 6.8]����
���������� X∗� P̃′ �����
�������

X∗ × Ã → π0(P
′) �

���	
����� 4.10.3������

5.5.2. — ������������π0(P
′)� π0(P)� Ã �����������

������
 Ã�����
�U ���� 5.4.6�U ���������

U =
⊔

(I−,W−)

U(I−,W−) �
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�� � �� (I1,W1) � 	�W1�W � Θ�� � � I1�W1���� � � �
�U��� (I1,W1) ��
������������U(I1,W1)�������	�
�����������
�� Ã��������������	
����
��
�
������������� Ã����	���������
��
����������
������

��� Π′�Π �������� X∗���������
�� (I1,W1) ��

�U1 �


Γ(U,Π′) = (T̂W1)∗ = (X∗)W1

Γ(U,Π) = T̂(I1,W1)
∗

�U2�U1��� (I2,W2) ����
���
U(I1,W1)�U1������	��
�������

(I1,W1) ≤ (I2,W2) �

������������
�

T̂W2 ⊆ T̂W1

������
Γ(U1,Π

′) → Γ(U2,Π
′) �

� Π������������������

������ 5.5.3. — � (I1,W1) ≤ (I2,W2) ������	

T̂(I2,W2) ⊆ T̂(I1,W1) �

��. — � κ� T̂�� �� � Ĝκ��� Ĝ���� � � � Ĥ�	 � 	 	
��� (W � Θ)κ� κ�W � Θ���� � � � WH� Ĥ�Weyl ��� κ ∈
T̂(I2,W2) ��� I2 ⊆ WH�W2 ⊆ (W � Θ)κ������� I1 ⊆ WH�W1 ⊆
(W � Θ)κ�

������� 5.5.1� 4.10.3 ���

������ 5.5.4. — ��� 5.5.1 
������� π0(P
′)|Ã = Π′ � π0(P)|Ã = Π �

� Ã ��� Ãani ���� 5.4.7���	��� Abel ���

5.6. δ ��� ��� ��� ��� ��� ���. — ���� � a ∈ A♥(k̄) � � �� 4.9���� ����
� δ(a)������������ ã 
→ δ(a) ��� ã = (a, ∞̃) ∈ Ã(k̄)�

������ 5.6.1. — �� ã 
→ δ(a) ����� Ãψ (ψ ∈ Ψ) �	�����

��. — ������������ B̃ψ → Ãψ �	���� B̃ψ ��������
�
����
 πψ : X̃ψ → B̃ψ�	���� B̃ψ ����� ξ : X̃

ψ → X̃ψ����

������ 5.1.2��

πψ,∗(ξ∗O eX	
ψ
/O eXψ)
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������	���OB̃ψ
������������W�����
 W���

��������
(OB̃ψ

⊗ t)W

���	�����
���� 4.9.4��������

5.6.2. — ����������
δ : Ψ → �

����� ã = (a, ∞̃) ∈ Ãψ(k̄) ��� δa = δ(ψ)����������
����
�ψ ≥ ψ′ ��� δ(ψ) ≤ δ(ψ′)������ ��������"�����	
���������P ������������������ Picard�����
���������∞�������� Ja�������ψ 
→ δ(ψ)����
������

������ 5.6.3. — �P → S��������		������ s 
→ τs����
��� s���Ps � Abel �����������	����
���� s 
→
δs������� s���Ps��������������	����

��. — ����P�	
�����
����S��
 Hensel�����
� ��S��������� �����P [�] ���'�����������
����S���
	� s�Ps[�]�����������

lg(Ps[�]) = μs�+ τs�
2

	�μs�Ps����	�
�� τs���Abel�	�
��� s0�S�
	�
�� s1���
	���������

lg(Ps0 [�]) ≤ lg(Ps1[�])

��P [�]�Hensel ��S��������	
���	���������S�
���
���

μs0� + τs0�
2 ≤ μs1�+ τs1�

2

��� ��S������������������
τs0 ≤ τs1 �

�������������� δs + τs = dim(Ps)��
� s�

������ 5.6.4. — �� deg(D) > 2g��� δ(ψG) = 0 �	�ψG�Ψ��	��

��. — �� 4.9.4 ���

5.6.5. — �� 5.6.2������ δ ∈ ����� δ(ψ) ≥ δ��� Ãψ���
� Ã�����������

Ãδ =
⊔

δ(ψ)=δ

Ãψ

���������
������ Ã���	���������������
�

Ã =
⊔
δ∈�

Ãδ
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�� δ�������

5.6.6. — ������
� Ãani �������

Ãani =
⊔
δ∈�

Ãani
δ

	�� 4.9.3���� ã = (a, ∞̃) ∈ Ãani
δ (k̄) � P0

a����	�
���
 δ�

5.7. ������������			������������. — ��� v̄�X���
	�� Ov̄�X� v̄���
��F v̄���	�������� εv̄ ����� Ov̄��
� k̄[[εv̄]]��

 ρG�Ov̄ ��������������G	���������W = W�

�������� Goresky, Kottwitz�MacPherson� [28]�	����	�
���� c♥(Ov̄) �����������������
�����������
����
� δ���������

� a ∈ c♥(Ov̄) � Ja = a∗J������Ov̄ ������� Ja���	
��
�����	�������	��������� 2.4.7��F

sep

v̄ �F v̄��	�
����� x ∈ t(F

sep

v̄ )� t���F
sep

v̄ ����� a ∈ c(F v̄)����������
π•
a : Iv̄ → W

	� Iv̄ = Gal(F
sep

v̄ /F v̄)��
 k������ W��� π•
a ���� Iv̄���	

�� Itame
v̄ ���� [28]������������ Itame

v̄ ����������

wa����� π•

a ����

����α ∈ Φ �������
r(α) := valv̄(α(x))

	� valv̄�F v̄ ��	� valv̄(εv̄) = 1�F
sep

v̄ ����������������
� r : Φ → �+�

�� (wa, r)  � 
 x����	��W � � ���
� ��� �
� (wa, r)�W �����
�� [wa, r]�

	������ ∑
α∈Φ

r(α) = degv̄(a
∗DG) = dv̄(a) �

���
cv̄(a) = dim(t) − dim(twa)

� Ja�Néron ������&����Bezrukavnikov ������

δv̄(a) =
dv̄(a) − cv̄(a)

2
�

� c♥(Ov̄)[w,r]������ [w, r] �� a ∈ c♥(Ov̄)������� [28]����
������
����	�����N� c(Ov̄/ε

N
v̄ Ov̄)���� k̄������	

�����Z��� c♥(Ov̄)[w,r]��Z(k̄)��� c(Ov̄) → c(Ov̄/ε
N
v̄ Ov̄) �����

����� c♥(Ov̄)[w,r]�N �����
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��
����� c♥(Ov̄)[w,r] �����Z� c(Ov̄/ε
N
v̄ Ov̄)���� k̄�����

�
�����
�����
�N�������N 	��
 codim[w, r]�
���
���� [28, 8.2.2]��������

codim[w, r] = d(w, r) +
dv̄(a) + cv̄(a)

2

	���� d(w, r)�� tw(O)r� tw(O)���
���������������
����������"��

������ 5.7.1. — � δa > 0 ������
codim[w, r] ≥ δa + 1 �

��. — ��
codim[w, r] = δv̄(a) + cv̄(a) + d(w, r)

	� δv̄(a) = (dv̄(a) − cv̄(a))/2��w��W�� 	��� cv̄(a) ≥ 1�
�w = 1 ���� [28, 8.2.2]��� � d(w, r)� t(Ov̄)r� t(Ov̄)��� 
��
	� t(Ov̄)r� t(Ov̄)�� � � � � � � � � ��� � 	� r�� � � ��
� δv̄(a) > 0 ��� r �= 0 � � � � ��� � ��� 
���> 0���
� d(w, r) ≥ 1����������������������

������ 5.7.2. — �������G���	 δ ∈ ����
�����N ���
�G� δ�	�� deg(D) > N �� δ���� Aδ ���������� δ�

��. — � δ•� δ������	� δ = δ1+· · ·+δn ��� A♥×Xj����Zδ• �
�������� (a; x1, . . . , xn) ����	� a ∈ A♥(k̄) ��� x1, . . . , xn ∈
X(k̄)��	� δ��� δxi(a) ��� δi����Zδ•�	�����Z[w•,r•]�
���	�Z[w•,r•]����� (a; x1, . . . , xn) ������� a� c♥(Oxi)����
��	��� c♥(Oxi)[wi,ri]
���������Ni������� deg(D) ��

 δ������������

A −→
n∏
i=1

c(Oxi/ε
NiOxi)

��������Z[w•,r•]�A ×Xn���
����

n∑
i=1

(δi + 1) �

������A�����
����
 δ =
∑n

i=1 δi���������

��*������������� deg(D) ��
 δ���������	�
���
 Pa�Ma ����������������	��������
� [60, p. 4]�
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6. ������������������������������

����������
	����� 6.4.1� 6.4.2����������
	
������	���	����

pHn(f ani
∗ ��)

��
 π0(P̃
ani) �������	���� 6.4.2 ���� Langlands� Shelstad

����� 1.11.1�	� 1.11.1������� 6.4.2������� �

6.1. ���������������. — ����∞���� 5.4.7� 5.5.4 ���	��� A♥�

� Aani � a ∈ Aani��"��	�� π0(Pa)������� 4.11.2 �����
� a ∈ Aani(k̄)� (E, φ) ∈ Ma(k̄) � Aut(E, φ)��������������W �

Θ���������

6.1.1. — � [24, II.4]�� Faltings��� Higgs 
�������������
��X �������Higgs 
��������	���	���������
���	������������� Higgs 
�����	
��Higgs 
�
��������������Higgs 
�������������� [24]��
�"�����G��������������������������E�
� Higgs � φ��������������������

������ 6.1.2. — � a ∈ Aani(k̄) � (E,ϕ) ∈ Mani(k̄) �� (E, φ) �����

��. — �
 a ∈ Aani(k̄) ���E
�� φ���������

�������� Faltings� [24]�������������

������ 6.1.3. — Picard 
� P � Aani ���	 Pani � Aani �����������
� Deligne-Mumford 
�� M ��� Mani := M×AAani � k����������
�� Deligne-Mumford 
��

���	���������Mani ��	�� f ani : Mani → Aani ������
��
 Mani → Mani �	������Mani → Aani �

��. — � � 	��
P�� � A♥ ���  Picard�� ��� 4.3.5��
� M� k������� 4.14.1�

�� [24, II.4]� 6.1.2� Mani�	����!�� Mani����������
�����
������������	
�������������	�
���� Mani���	� Deligne-Mumford���Pani 
������ Pani ���
�
 Mani���
��

����� P�Aani ��������� M�Aani ������������
	������� [24, II.4]�������Aani ���������	�M�	
��������� a ∈ Aani(k̄) ������ Mani��
���
���
��
	
 Mani

a ������� 4.15.1�	
 Ma�Noether��
�	�Mani����

������
������ Ma��
 f : Mani → Aani�������
�
�Aani�����Aani�
����� a�� Va���� ����
� f−1(Va)
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������
������
����	������Aani 
�Noether���
��������� a ������� Va���� Aani���������



�!��	���	��
��� [24, II.5]� [61]���

6.2. Ãani ������κ������. — ������ M̃ani = M ×A Ãani � P̃ani = P ×A

Ãani � f̃ ani : M̃ani → Ãani��� 6.1.3������������ Mani����
 Deligne-Mumford�����Deligne ���� [18]� f ani

∗ ����������
� [7, 5.4.5]�� Ãani ���
�	�������

f̃ ani
∗ �� �

⊕
n

pHn(f̃ ani
∗ ��)[−n] �

	� pHn(f̃ ani
∗ ��)������n��	��

6.2.1. — � 
 P̃ani� M̃ani ��� ����� Ãani ����� P̃ani 
 � ��	
� f̃ ani

∗ �� ����������� [54, 3.2.3]� P̃ani��	���� pHn(f ani
∗ ��) �

��������� Abel �� π0(P̃
ani)��� 5.5.1���������

X∗ × Ãani → π0(P̃
ani)

�� p0(P̃
ani)��
��� X∗�������������������κ ∈ T̂ �

���������� pHn(f̃ ani
∗ ��)κ ���X∗�	�����������κ :

X∗ → ��

× ���������	

pHn(f̃ ani

∗ ��)κ =
⊕
κ∈T̂

pHn(f̃ ani
∗ ��)κ

���������	�

6.2.2. — ���������� Ãani =
⊔
ψ∈Ψani Ãψ ��� 5.4.7��� 5.5.3� 5.4.5�

��� κ ∈ T̂ ����� κ ∈ T̂(Iψ,Wψ)��� Ãψ���� Ã������

 Ãani = Ãκ ∩ Ãani������ Ãani���	�

������ 6.2.3. — �� pHn(f̃ ani
∗ ��)κ ������ Ãani

κ ���

��. — � π0(P̃
ani)����� 5.5.4 ��� pHn(f̃ ani

∗ ��)κ�
� Ãani − Ãani
κ ���

��
	�

6.3. ÃH 			 Ã ���			������. — ��� (κ, ρ•κ)�G�X ������
	�
�
��
�������� π1(X,∞) → π0(κ) ��� 1.8.2�
������� π0(κ) ��
� ρκ : Xρκ → X �����∞ρκ �	
∞
����� cD ����
Xρκ ×X

tD�W � π0(κ) ��������������������
������
� WH �π0(κ) → W �π0(κ) ��� 1.9.1���Xρκ ×X tD�WH �π0(κ) ����
��������������� cH,D����������� cH,D → cD���
�� ν : AH → A ��� 4.17�
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6.3.1. — �
 a ∈ A∞(k̄) �� 4.5.4����	
�

X̃ρκ,a = X̃a ×X Xρκ �

��Xρκ ×X tD���������X�������	��Galois�� Galois �
� W � π0(κ)�����	
∞
��� ∞̃ ∈ X̃a��
����	
∞ρκ
��
� ∞̃ρκ ��������� ã = (a, ∞̃ρκ) ∈ Ã �	� a ∈ A∞ � ∞̃ρκ ���

���� ν : AH → A������ aH ∈ AH � ν(aH) = a������
	 X̃ρκ,aH → X̃ρκ,a ����
����
�������	����������
���

ν̃ : ÃH → Ã

����� (aH, ∞̃ρκ) 
→ (ν(aH), ∞̃ρκ)�	����∞ρκ��� k�������

��� k��

������ 6.3.2. — �� ν̃ : ÃH → Ã ������

��. — ���
 [57, 10.3]�������	�����������
	��
������������

��� ã = (a, ∞̃ρκ) ∈ Ã(k̄) �� ν̃������������������
� ãH = (aH , ∞̃ρκ) ∈ ÃH������ aH���� X̃ρκ,aH ����������
��� X̃ρκ,a������	��������������	�����WH �

π0(κ)��������������� ∞̃ρκ�

������ 6.3.3. — 6.2.2 ����� Ã����� Ãκ��
�� ν̃(ÃH) ��	���

������� ρ•κ : π1(X,∞) → π0(κ) �

��. — � 5.4.1�������
	� ã = (a, ∞̃) ∈ A(k̄) �
��������

π1(U,∞)
π•
ã ��

��

W � Out(G)

��
π1(X, x) ρ•G

�� Out(G)

��U�X�������	�
�����∞���	��� X̃a → X�
	��������
Wã� π•

ã�W � Out(G)���� Iã��� π1(U,∞) →
π1(X, x)�����

����� (a, ∞̃)+
 Ãκ�	������Wã��� (W � Out(G))κ�
�� Iã ���Weyl � WH
�����WH�� κ� Ĝ��������		
� Ĥ�Weyl �����������
�
(6.3.4) 1 → WH → (W � Out(G))κ → π0(κ) → 1

�� [57, �� 10.1]�	�����	���� (W � Out(G))κ��
����
� WH � π0(κ)�
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�H� ρ•κ : π1(X,∞) → π0(κ) ����
	��� ãH ∈ ÃH(k̄) ��U�X�

����∞����	��� X̃aH → X�	��������

π•
ãH

: π1(U,∞) → WH � Out(H)

�������
πκ,•ãH : π1(U,∞) → WH � π0(κ)

	
 ρ•κ : π1(X,∞) → π0(κ)
���� ã = ν̃(ãH)������� π•
ã ���

�� πκ,•ãH ��	 WH � π0(κ) → W � Out(G)�����
� (W � Out(G))κ =

WH � π0(κ)�����������Wã ⊆ (W � Out(G))κ� Iã ⊆ WH �
��
� ã ∈ Ãκ(k̄)�

�
�� ã ∈ Ãκ(k̄)��
Wã ⊆ (W � Out(G))κ�� Iã ⊆ WH ��� π•
ã ���

����
ρ•κ : π1(X,∞) → Wã/Iã → π0(κ) �

�H��� ρ•κ ����
	��������� ãH ∈ ÃH(k̄)�� ν̃(ãH) = ã�
���������������
���

�����������
� Ãani���������

������ 6.3.5. — �� Ãani � Ã ������
��
ÃM → Ã

��������M �������� T � Levi ���

��. — � ã ∈ (Ã � Ãani)(k̄)������� TWã������������
�� S�����G�������G��� Levi �� M��Wã�S�W �

Out(G)�� ��� (28)������� Iã���M� ����W� �

�������WM
�������
��� 6.3.3���
������ ã�
���� ãM ∈ ÃM(k̄)�

������ 6.3.6. — A♥ � Aani � A♥ ��������� deg(D) �

��. — �����
 Ãani���������
��� 4.13.1����
dim(A) − dim(AM) = (�Φ − �ΦM) deg(D)/2 ≥ deg(D)

�������

6.4. ���


���������������. — ���� 6.2.3��	� pHn(f̃ ani
∗ ��)κ������ Ãani

κ 

���� Ãani

κ �
	������ 6.3.3����	������	
����
�����
	�
 (κ, ρ•κ,ξ)�������� ξ�����������
� ν̃ξ(ÃHξ) ∩ Ãani ��	�Hξ� (κ, ρ•κ,ξ) ����
	�� ν̃ξ� ÃHξ� Ã���
	�����������������������

(28)��� ��� =�fixateur��
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������ 6.4.1. — 	�������	�	����⊕
n

pHn(f̃ ani
∗ ��)κ[2r

G
H(D)](rGH(D))

� ⊕
n

⊕
(κ,ρ•κ,ξ)

ν̃ξ,∗ pHn(f̃ ani
Hξ,∗��)st

� � � � � � � � � � � � κ� � � � � � � (κ, ρ•κ,ξ) � � 	 � 
 � � �
� � � � 
 � st � 
 � � � � � �  � � P̃Hξ � � � � � � � � � � � �
� rHG(D) � ÃHξ � Ã ������	���	���

rGH(D) = (�Φ − �ΦH) deg(D)/2 �

������ k̄���������������
�����������
�X ����
	�
 (κ, ρ•κ) �
��� ρ•κ ���������

π1(X,∞) = π1(X,∞) � Gal(k̄.k) → π0(κ) �
����
	�H �����X ���
�H ����� Hitchin 	
� fH :
MH → AH ��� AH������� ÃH�� 6.3.2����	 ν̃ : ÃH → ÃG�
��� k���

������ 6.4.2. — 	������ k������	�	����������⊕
n

ν̃∗ pHn(f̃ ani
∗ ��)κ[2r

G
H(D)](rGH(D)) �

⊕
n

pHn(f̃ ani
H,∗��)st

�
���������	��	��������
	������ [7]���
�����	��	�� Ãani ⊗k k̄�����������
X���	
	
�
��������X ⊗k k

′ ��	� k′� k������������ 6.4.1 �
� 6.4.2 �����
�
������� 8.7����������������
����Langlands-Shelstad�� 1.11.1�

6.5. ���������������������������. — ������������
	����� 6.4.1��
�
������������	��������	����������

� d��� f̃ ani : M̃ani → Ãani���
��������� P̃ani�R2df̃ ani
∗ �� �

���������� π0(P̃
ani)���������� X∗�����
 (R2df̃ ani

∗ ��)st

��X∗ � � � ��	 ����� � � (R2df̃ ani��)κ��X∗�� � ����
� κ : X∗ → ��

×�	���������� � κ�

������ 6.5.1. — 	�������	�	���� (R2df̃ ani��)st ������ �

�������	�	 (R2df̃ ani��)κ ���⊕

(κ,ρ•κ,ξ)

ν̃ξ,∗��

� � � � � 
 � � � � � κ� � � � � � � � (κ, ρ•κ,ξ) � � 	 � � � ν̃ξ �

 Ãani

Hξ
� Ãani ����Hξ � (κ, ρ•κ,ξ) ��������
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��. — Hitchin-Kostant�������
�	 P̃ani → M̃ani �	������

�≤ d− 1 ��� 4.16.1��������

R2dg!�� → R2df̃ ani
∗ ��

� π0(P̃
ani)�������� g���� P̃ani → Ãani�

������ R2dg!����
��

U 
→ ��

π0(P̃ani)(U)

������������� 5.5.4 �����
�π0(P̃
ani)���������

���� π0(P̃
ani)���� X∗�������� X∗ ������� X����

�� R2dg!��������

X�����
���	� (R2dg!��)st� (R2dg!��)κ���

X

�������	������������ 1���������������
���	
�������������

7. ������������

�S������ k��� f : M → S���������M�������
��� [18]�	
�� [7]�� f∗����������S ⊗k k̄��
��
	
��	�����	����������� f���������������
�����������������
��

� � � � 	 δ���Abel 	 
 ��� � ��� 7.1.5��
 �� �� �� �
����	����� 7.2.1��
����
�	������Hitchin 	

�� δ��������� 7.2.2� 7.2.3 ���������������
� 6.4.1� 6.4.2������	���
��������	��� Abel 	
��
������
��

7.1. Abel ���������. — �����+� Hitchin 	
�������������
�Abel 	
�����������������������	� Abel 	
�
����������������������������
��	 δ��
�Abel 	
���������������
���Abel 	
������

�

�

7.1.1. — k��S����� Abel ����������� f : M → S����
 ���� g : P → S ������

act : P ×S M →M

�������� 7.1.2, 7.1.3� 7.1.4 �

7.1.2. — �� f� g�������
� d (29)�

7.1.3. — P �M �������������
������		
 s ∈ S
�
�
	�m ∈M �m�Ps���������������

(29)�������������������
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7.1.4. — �P 0��P��	
��		�����
�������
 g0 :
P 0 → S��� Tate ��

T�
(P
0) = H2d−1(g0

!��)(d)

��S���
	� s�&�
��Tate �� � T�
(P
0
s )��S���
	� s�

��P 0
s �Chevalley���


1 → Rs → P 0
s → As → 1

	�As��� Abel����Rs���� ����������� Tate ��
����
��� [29]

0 → T�
(Rs) → T�
(P
0
s ) → T�
(As) → 0 �

�� T�
(P
0)���������
S��������	��	��� ��

����
T�
(P

0) × T�
(P
0) → ��

����
	� s�&���� T�
(Rs) ���
������T�
(Rs) ��

	����T�
(As) ������	����

���� 7.1.2, 7.1.3� 7.1.4���������
�������� Abel 	

����	
����� Abel����������	��������
� δ������������

7.1.5. — ���
	� s ∈ S�
 δs = dim(Rs)�Ps����	�
��� s ∈
S������Ps��Chevalley �
�	�����������������
�������� δs���������� δ���S�����	�����
���������������� 5.6.2�������������S��
�������	�����Sδ �������
	� s ∈ Sδ ��� δs = δ�

����� �S���P� δ��������� δ ∈ ����
codimS(Sδ) ≥ δ �

�Sδ�	�������
������

���� Abel 	
��P 	��� δ�������� δ��� Abel ����

7.1.6. — δ������
����������Z�S���������
��� δZ��� δ�Z ��	�����P� δ�����"��S������
����Z��� codim(Z) ≥ δZ�

�����
�� δZ�Z����	
��������Z�����SδZ��
�
���P� δ������ codim(SδZ ) ≥ δZ ���
� codim(Z) ≥ δZ���
�����
�
�����

��� δ����������
�������� δ�������
codim(S1) ≥ 1

��S0 �= ∅������P 0���	��� Abel����
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7.2. ���������������


���. — ���S������ k��� f : M → S������
����M ����������	������������M���� k�
������Deligne �����	�� f∗���������	
�� [7]���
�
�S ⊗k k̄��� f∗�� �
�	���������	����

f∗�� �
p⊕
n

Hn(f∗��)[−n] �

����	� pHn(f∗��)�������� [7]��
S ⊗k k̄����
	��
�	�K ����������������� i : Z ↪→ S ⊗k k̄�����	

�U ↪→ Z ���U ��������	��K���

K = i∗j!∗K[dim(Z)] �

����Z��K ��������K������������ f∗���	
�
�������	����������
�������
 δ���Abel 	

������
������

������ 7.2.1. — �S������������ k��� f : M → S ������
��������� d����������� g : P → S�������� δ�
�� Abel ������M ������� ���	���������

�K�������������������� pHn(f∗��) ����
��Z ���������
�S ⊗k k̄�����U 	U ∩ Z ����U ∩ Z ��
�������	L�	� i∗L�i���U ∩ Z → U�����������
� H2d(f∗��) �U ���	�������

����������������
�����������	��
������������	����� 6.5�����	���������
�K�L

�!������������������	�������

��

������ 7.2.2. — �S������������ k��� f : M → S�����
���������� d����������� g : P → S������P ��
� δ��� Abel ������M ������� ���	���������

�K�������������������� pHn(f∗��) ����
��Z ������� δZ �P � δ���Z����
�������

codim(Z) ≤ δZ �
����������
�S ⊗k k̄�����U 	U ∩ Z ����U ∩ Z ���
������	L�	� i∗L�i�
��U ∩ Z → U�����������
� H2d(f∗��) �U ���	�������

�� 7.2.2 ���� 7.2.1��� δ����������������� codim(Z)
≥ δZ ��� 7.1.6�

� � δ��� 7.2.2�� ��� � 	�
 ��P��	 
� � 	���
� π0(P )�P��	
��	����������������������
&���� Abel � X ���	� 5.5.4 ���
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� � �P��	� ��� pHn(f∗��) ��� � � � �� π0(P )�� � � X �
�� pHn(f∗��) �������� κ : X → ��

× �� pHn(f∗��)κ� pHn(f∗��)�
�X����� κ�	������������������� H2d(f∗��)��
��� H2d(f∗��)κ�

����	�����N > 0����� f∗�����	


f∗�� =
⊕
κ∈X∗

(f∗��)κ

�����α ∈ X � (α − κ(α)id)N����� (f∗��)κ ���
	��� [54,
3.2.5]�

�� 7.2.2������� f∗����� (f∗��)κ ������������

������ 7.2.3. — � 7.2.2 ������� pHn(f∗��) 	������� pHn(f∗��)κ �
������ H2d(f∗��) 
	������� H2d(f∗��)κ �

�
�
��� 7.2.2��������

���P� δ����

���	��������� 7.2.3 ���Hitchin 	
�����������
��� f̃ ani : M̃ani → Ãani �����	��	�	�
�� δ��� 7.2.2�

7.3. Goresky-MacPherson ���


���. — Goresky�MacPherson���Poincaré
�	���	
���������	������
������������

�������� δ��� 7.2.2�������������������
�����

������ 7.3.1. — �S������������ k��� f : M → S ����	�
��������� d���M������� ���	���������

�K�S ⊗k k̄�������������������� pHn(f∗��) ��
����Z�K ���������

codim(Z) ≤ d �

����������
�S ⊗k k̄�����U 	U ∩ Z ����U ∩ Z ��
�������	L�	� i∗L�i�
��U ∩Z → U�����������
� H2d(f∗��) �U ���	�������

��. — �Z�S ⊗k k̄��������������� occ(Z)������
�n������	���� pHn(f∗��)���������������Z��
�Poincaré�	� pHn(f∗��)� pH2 dim(M)−n(f∗��)��	����� occ(Z)

�
� dim(M)�����

� occ(Z) �= ∅�������n ≥ dim(M)+
 occ(Z)�����S ⊗k k̄���

�U�U ∩ Z �������	��L��� i∗L[dim(Z)]� pHn(f∗��)|U���
�������� i∗L[dim(Z) − n]�� f∗��|U��������������
��������������� i∗L�� Hn−dim(Z)(f∗��)���������
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�� f : M → S�	
��� d
���� dim(M) = d + dim(S)�������
���������� Hn−dim(Z)(f∗��)��
	����

dim(M) − dim(Z) ≤ n− dim(Z) ≤ 2d �
���
����������������

codim(Z) ≤ d

�����������

�� Abel 	
�������������� Goresky-MacPherson����
codim(Z) ≤ d

�� δ��� 7.2.2
codim(Z) ≤ δZ �

��������������
�	��������	������

������	�	&�	���� δ��������Goresky-MacPherson�
���� s�Z���
	���� δs = δZ�
As�P 0

s �	� Abel ��
�� s�S�� � � ��� �S ′ ����S ′ � Abel�� �As � � ��� �
� Abel ��AS′ ��	�����AS′ → P 0

S′���� s���As → P 0
s →

As�As������S ′ �� Abel ��AS′ ���MS′ �����������
����� 7.1.3��� [MS′/AS′] �����MS′ → S ′ 	
�������
�MS′ → [MS′/AS′] ���������
� δs��� [MS′/AS′] → S ′�
���
� Goresky-MacPherson�������������

����������	&��	��� 7.2.2 ��������������
��
����������

�Z�S������������ 7.3.1���������	�� occ(Z) �
��Z ���	���� pHn(f∗��)��������������������
�	����

amp(Z) = max(occ(Z)) − min(occ(Z)) �

������ 7.3.2. — ����� 7.2.2 �	�
������ occ(Z) �= ∅�����
�

amp(Z) ≥ 2(d− δZ) �

���� 7.3.2 ���� 7.2.2�Poincaré�	����� occ(Z)

 dim(M)
������������ amp(Z) ≥ 2(d − δZ) ������n ≥ dim(M) + d −
δZ+
 occ(Z)���� 7.2.2����� 7.3.1������
����

���������������� 7.3.2�
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7.4. ������������������. — ���������������������

���
��������������� 7.3.2�

7.4.1. — �����������S���������� g : P → S����
 �S��������
�� d�	
���P�S����������
�����

ΛP = g!��[2d](d) �
������≤ 0�	����	� 0 ��� H0(ΛP ) = ���ΛP�	���	
�

T�
(P ) := H−1(ΛP )

	�T�
(P )���������
	� s ∈ S�&����P� s�	

�Tate �� � T�
(Ps)��������������	�����

H−i(ΛP )s = H2d−i
c (Ps)(d)

��� H−i(ΛP )� s�&��P� s�	
�� (2d− i) �������
Hi(Ps) = H2d−i

c (Ps)(d) �

7.4.2. — � f : M → S�������������P������
��S

act : P ×S M →M �
�
P������S����
�� d����� act
��������
���
����������

act!��[2d](d) → ��

���M ��������� f! �����������
(g ×S f)!��[2d](d) → f!�� �

���� Künneth �������������
ΛP ⊗ f!�� → f!�� �

7.4.3. — �������������� f = g��
���������
ΛP ⊗ ΛP → ΛP �

���� ΛP����������	����
H−i(ΛP ) ⊗ H−j(ΛP ) → H−i−j(ΛP )

��	� ���������
��������
∧iT�
(P ) → H−i(ΛP )

��� ��� � ��� ���� ����� � 	 
 � � �Ps����
�Pontryagin ���

7.4.4. — �P � � � � ���N �= 0�� � � ���P�Tate � T�
(P ) �
�� �N�� � � �� ��� H−i(ΛP ) = ∧iT�
(P ) ��� �N i�� �
��Lieberman�� � [37, 2A11]�� ΛP��� � � ��

���N�� �
���������������������	


ΛP =
⊕
i≥0

∧iT�
(P )[i]
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���������

7.4.5. — ������ 7.2.2��	������ ΛP���� f!�� ������

	���� f������� f! = f∗�����
	��M���������
�����	�� f∗�� 
����������S ⊗k k̄�	
�������	
����	�����

�
S ⊗k k̄��������Z�� 7.3.1�����	��� occ(Z)��

 f∗�������������� occ(Z)��S ⊗k k̄����������
�Z ��	�������� A ��		�����α ∈ A �
Zα�����
�����
����n�����	


pHn(f∗��) =
⊕
α∈A

Kn
α �

	�Kn
α� pHn(f!��)����������Zα��������	������

��

Kα =

⊕
Kn
α [−n]

�����α ∈ A �Kα���
	�

7.4.6. — �� 7.4.4��������� Tate ����� 7.4.2

T�
(P ) ⊗ f!�� → f!��[−1] �

��� pτ≤n ��� f!�� ��������
T�
(P ) ⊗ pτ≤n(f!��) → f!��[−1] �

���n����� pHn �	��������
pHn(T�
(P ) ⊗ pτ≤n(f!��)) → pHn−1(f!��) �

���T�
(P ) ⊗ pτ≤n−1(f!��) ∈ pD≤n−1
c (S,��) �����

T�
(P ) ⊗ pτ≤n(f!��) → T�
(P ) ⊗ pHn(f!��)[−n]

��n��	��������������
pHn(T�
(P ) ⊗ pτ≤n(f!��)) → pH0(T�
(P ) ⊗ pHn(f!��)) �

����������
pH0(T�
(P ) ⊗ pHn(f!��)) → pHn−1(f!��) �

	�� T�
(P ) ⊗ pHn(f!��) ∈ pD≤0
c (S,��) ������������� pH0 ��

������������
T�
(P ) ⊗ pHn(f!��) → pHn−1(f!��) �

7.4.7. — �������	
⊕
α∈A

T�
(P ) ⊗Kn
α →

⊕
α∈A

Kn−1
α �

�����α ∈ A ���������
T�
(P ) ⊗Kn

α → Kn−1
α �
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���������
T�
(P ) ⊗Kn

α → Kn−1
α′

����	�

7.4.8. — ���α ∈ A �����Zα����	
� Vα����	�Kn
α� Vα �

�����Kn
α[dim(Vα)]����	�Kn

α������n�	���

�� � 
 � Vα ��� ���� � � ��� ��� V ′
α → Vα ���� �

�P |V ′
α
�����


1 → Rα → P |V ′
α
→ Aα → 1

	�Aα��� Abel V ′
α ���Rα���� ���V ′

α��������	

������� Tate �������
�

0 → T�
(Rα) → T�
(P |V ′
α
) → T�
(Aα) → 0,

�
�� V ′
α → Vα��������� T�
(Rα)�T�
(Aα) ������
���

��	�
 Vα
������
Aα��� Abel �����Tate �� T�
(Aα)�
� � � �	�� � � �−1������ � � Vα��� � ��T�
(Rα)��
�Rα����	�Tate ��������	�����−2����������

�� k���	��������������������

������� Vα�
���� Vα ∩ Zα′ = ∅���Zα�����Zα′��

7.4.9. — � Vα���Zα��	
��� 7.4.8 ������α ∈ A ���S ⊗k

k̄��� Zariski 
�Uα �� Vα������������
 iα : Vα → Uα�	�
�	�� 7.4.7����������
�Uα����������

T�
(P ) ⊗ iα∗Kn
α[dim(Vα)] → iα∗Kn−1

α [dim(Vα)] �

���������
T�
(P ) ⊗ iα∗Kn

α = iα∗(i∗αT�
(Pα) ⊗Kα)

��� i∗α ���
iα∗(i∗αT�
(Pα) ⊗ Lnα) → iα∗Ln−1

α

��������Uα����
i∗αT�
(Pα) ⊗Kn

α → Kn−1
α �

�� 7.4.8���� T�
(Pα)����


0 → T�
(Rα) → T�
(Pα) → T�
(Aα) → 0

	�T�
(Aα)������−1�	��� T�
(Rα)������−2�	���
�
Kn

α����n����Kn−1
α ����n − 1����T�
(Pα)������

�T�
(Aα)

T�
(Aα) ⊗Kn
α → Kn−1

α �
���	�����Kα =

⊕
nKn

α[−n] ���	���	���	�� ΛAα ��	
���

ΛAα ⊗Kα → Kα �
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�����
 Vα���
	� uα�&�Kα,uα��	���ΛAα,uα ����	�
��

������ 7.4.10. — �� 7.2.2 �	�
��	� 7.4.5, 7.4.8 � 7.4.9 ��	��
� Vα ��	��� uα �Kα ��
Kα,uα 	����� ΛAα,uα �������	
��

����� 7.3.2 ���������������� amp(Zα)���

2 dim(Aα) = 2(d− δα) �

��	��	������������ 7.4.10�	��.�� 7.4.10
��
���Kα,uα�Λα,uα ����������

	� uα ∈ Vα������
�����������������������
���������
� 7.4.10�������	��Kn

α��
	����

������ 7.4.11. — �U ���	� k̄���� Λ �������	������
����� Λ0 = �� �������������� Λ⊗ Λ → Λ ��L�����
��	����������

Λ ⊗ L → L �
����
�U ������ u�	�L� u
��
Lu� Λ � u
��
 Λu �
����	�����L������	��������
�U�������
�	E������

L = Λ ⊗ E


 Λ ����	�

��. — �� Λ�!!��

Λ+ =
⊕
i>0

Λ−i[i] �


E��������
Λ+ ⊗ L→ L �

�
L����������L→ E����	&E → L����������
��

Λ ⊗ E → L

������
��	��
��������������������
��� u�&����������	Lu��Eu�Λ+Lu������	
�����Nakayama �����

Λu ⊗ Eu → Lu

�������������Lu����� Λu ����
���
dim�


(Λu) × dim�

(Eu) = dim�


(Lu)

��������
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7.5. ���������������������. — ������������������ 7.4.10�����
���

������ 7.5.1. — �M � � � � � k̄� � � � � � � � � � � � � Abel k̄� �
�A���������	������⊕

n

Hn
c (M)[−n]

����� ΛA =
⊕

i ∧iT�
(A)[i] �����	��

��. — � 
A�M��	����� ���� � � � � � ���N =
[M/A]��� k̄�������������������
M��������
�M → N�����������Deligne [19]��	�����������
�

m∗�� �
⊕
i

Rim∗��[−i]

	�Ri(m∗��)��N ��	���� 
M ×N M = A × M ���� �
�m∗Ri(m∗��)�M ������ ��� Hi(A)��� [7, 4.2.5]� � ����
�������� Ri(m∗��)�N ��Hi(A)�����

����	
�������
�����
Hj
c(N,R

im∗��) ⇒ Hi+j
c (M) �

������
⊕

n Hn
c (M) ���� ΛA ����
 (30) ���� j�	���⊕
i

Hj
c(N,R

im∗��) = Hj
c(N) ⊗

⊕
i

Hi(A) �

��	������ ΛA��������
⊕

n Hn
c (M)[−n]����� ΛA ��

7.5.2. — �P����� k̄��� � �  � � ������Chevalley�
� [66]�P ���
��� Abel������������

1 → R → P → A→ 1 �
��P��������������
���	��������������

�����
����� Tate ������
�
0 → T�
(R) → T�
(P ) → T�
(A) → 0 �

���������������
λ : T�
(A) → T�
(P )

������
�	������	&������������ λ : ΛA →
ΛP �Abel�	�
 � ��	&���� � � ��	  � ���� � � 	
 Hom(T�
(A),T�
(R)) ��������

(30)����
 =�filtration��
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������ 7.5.3. — �P ��������� k��			��������
1 → R → P → A→ 1

����	�����P ����� Abel ���A�
�����R�
���
���
�����N > 0 ����� a : A→ P �	���
P → A�	���
��A�
�N ���������� a�������

���� T�
(a) : T�
(A) → T�
(P ) � Tate ��������N−1T�
(a) �

 Gal(k̄/k) � T�
(P ) � T�
(A) �����	������������N−1T�
(a)

������

��. — �� [69, p. 184]� Abel�� �A�Gm��  � � � ��� 
�
	 Abel���� k����Abel���A�Ga�������
 k��	
 H1(A,OA)����� ������������������

�� Gm ��� Ga����
������Abel���A���� ���
�R��������������	�����

��	&N−1T�
(a)�Gal(k̄/k)�� � ������ � � 	& a���
� k���� � � Frobenius� σ ∈ Gal(k̄/k)�T�
(A) � � ������
�,�� |k|−1/2 � ��T�
(R) � � ��������,�� |k|−1��� �
��N−1T�
(a)������ Gal(k̄/k) �������	&�

������ 7.5.4. — � k̄��������M ������ k̄����P ���	
		��� k̄�������M ��������������A�P ��
� Abel ����P ������������������ a : A → P ���
� ΛP �

⊕
n Hn

c (M) �������	 ΛA �����

��. — 	& a : A → P ���A�M �����������������
��������� 7.5.1�

����������
����������� Deligne [20]�������
�������������� 7.4.11� 7.4.10��������	&
���.

������ 7.5.5. — � k̄� � � � � � � �M � � � � � � k̄� � � �P � � �
			��� k̄�������M ��������������A�P ��
� Abel ���� λ : T�
(A) → T�
(P ) ����������� λ� ΛP �

⊕
n Hn

c (M)

��������	 ΛA�����

��. — ���� [7, 6.1.7]��������������M,P �P�M ���
���������� k������ k̄������������ (Ai)i∈I���
������� k̄�����������Ai��������������

�������X/k̄����� i ∈ I�����Xi/Ai ���X = Xi ⊗Ai k̄��
� [30, 8.9.1]������Xi, Yi/Ai ����

Homk̄(Xi ⊗Ai k̄, Yi ⊗Ai k̄) = lim−→
j≥i

HomAj (Xi ⊗Ai Aj , Yi ⊗Ai Aj) �
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�� [30, 8.8.2]�������
���
���
�
��������
���G��������X����G�X��������� f : X → Y �
��� k̄�������������Ai���������� fi : Xi → Yi�
���� f���������������������� fi�����
����Ai → Aj ���������� [30, 11.2.6� 8.10.5]�������
����������Ai���� k̄�������Ai��Mi ����Ai �
��Pi ���� Abel ��������������Mi ���������
������������Ai → k̄������������������
�Hn(fi!��)��	����������������������

������M,P �P�M ������������� k���A�P�
Abel �� a : A → P�	&���� Tate ������	& λ0 : T�
(A) →
T�
(M)���� ��� � 7.5.4� 	��
� λ0 ����ΛP �

⊕
n Hn

c (M) �
�ΛA �������

�������������	&λ����
���	&�	����
� λ0 ������
�� ��	 Hom(T�
(As),T�
(Rs)) ��	� Frobenius
� σ ∈ Gal(k̄/k) ��������,�� |k|1/2����	����

⊕
n Hn

c (M)
����� ΛAs ������ λ� Hom(T�
(As),T�
(Rs))��� Zariski 

����
�� σ������������� λ0��������� σ�
� � ����� � ����λ0�� 
 σ� �������,�� |k|1/2 ��
�Hom(T�
(As),T�
(Rs))���� σ����������
�Gm�����
���������� λ0�����	��

7.6. Hensel ���������������. — ������������ Hensel ���������
�$����	
�����
��	��

7.6.1. — ���S����
 Hensel ��������� ε : S → Spec(k̄) �	
� k̄�S������
 s�S�����&� ΛP,s����
 ε∗ΛP ������
�������	�������

ε∗ΛP,s → Λ �
��� 7.4.2 ��� ε∗ΛP,s ����������

ΛP,s � f!�� → f!��

����	���ΛP,s =
⊕

i ∧iT�
(Ps)[i]�� f!�� �������

����	�����
T�
(Ps) � f!�� → f!��[−1] �

�������	�� (31)�����
����
T�
(Ps) � pτ≤n(f!��) → pτ≤n−1(f!��)

(31)����� =�t-structure�������������������	��t���
�tronqué������
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���n ∈ ���	���n��n− 1 ��	����
�����
T�
(Ps) � pHn(f!��) → pHn−1(f!��)

��ΛP,s���
⊕

n
pHn(f!��) �������

7.6.2. — ����� 7.4.6������������������	

pHn(f!��) =

⊕
α∈A

Kn
α

�������������������� (α, α′)

T�
(Ps)
∗ ⊗ Hom(Kn

α , K
n−1
α′ ) �

�������� 7.4.7������������������	����α �=
α′�Hom(Kn

α , K
n−1
α′ )�

7.6.3. — f!�� ���
 pτ≤n(f!��)������
�

Em,n
2 = Hm( pHn(f!��)s) ⇒ Hm+n

c (Ms)

��ΛP,s������������
�$����� f!����������
����

H•
c(Ms) =

⊕
N

Hr
c(Ms)[−r]

��������
FmH•
c(Ms) ��

FmH•
c(Ms)/F

m+1H•
c(Ms) =

⊕
n

Em,n
∞ [−m− n] �

ΛP,s�H•
c(Ms) ��������
�����������
FmH•

c(Ms) ���
�������� ⊕

n

Em,n
∞ [−m− n]

���������Em,n
2 ���������
	�� ΛP,s�

⊕
n
pHn(f!��)[−n]

��	����

7.6.4. — ������ 7.2.2��	����������� f! = f∗���
��
�������S ⊗k k̄������

f∗�� �
⊕
n∈�

pHn(f!��)[−n] �

���S���
	� s��
 Hensel �Ss������	��������

� 7.6.3�E2 ���
���Em,n

∞ = Em,n
2 �

7.6.5. — ��	������������������	

pHn(f!��) =

⊕
α∈A

Kn
α �

��� 7.6.2��������
 Hensel�����	���ΛP,s���
⊕

n
pHn(f!��)

������������	
��������������

f∗��
∼→

⊕
n

pHn(f!��)
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��� 7.6.1�����ΛP,s������������������
����
����������� 7.4.10������� f∗����� ΛP,s �������	

�����	���

��� � � � � � � � � 
 ��� � � � 
 � ��� � ���� � ��
� 7.4.10����������

7.7. ���������������������������. — ����������������� 7.4.10����
��
��������� 7.3.2� δ��� 7.2.2����

7.7.1. — ���� 7.4.10�����Zα�
��������α0 ∈ A��
�Zα0 ����S ⊗k k̄���	��� Vα0�S ⊗k k̄����	
����
� 7.4.8����	���
α �= α0 ���	����Zα�� Vα0 
� ��
�	���� pHn(f∗��)� Vα0 �������	������	

pHn(f∗��)|Uα0
= Kn

α0
[dim(S)] �

���Kn
α0
�Uα0 ��������	�����n����� 7.2.2������

� 7.4.8 ����
� Vα0 �� Tate �� T�
(P ) ��������
�

0 → T�
(Rα0) → T�
(Pα0) → T�
(Aα0) → 0

	�T�
(Aα0)�����	�����−1 � T�
(Rα0)�����	����
�−2��� 7.4.9��
�� Tate ����

T�
(Pα0) ⊗Kn
α0

→ Kn−1
α0

����T�
(Aα0) ��������

����������� Vα0���
	� uα0 �����

H•(Muα0
) :=

⊕
n

Hn(Muα0
)[−n] =

⊕
n

Kn
α0,uα0

[−n + dim(S)]

�����ΛAα0,uα0
��������

�� 7.4.11�������
uα0����������
	�uα0�����
����� 7.5.3�	���	&Aα0 → Pα0 �
�ΛAα0,uα0

�H•(Muα0
) ����

��
Aα0,uα0
�Muα0

����
	��������	
Muα0
�������

������ H•(Muα0
)����� ΛAα0,uα0

������ 7.5.1����

7.7.2. — �������	
Muα�����������	�	��Kα�
� ΛAα �������
��
�	��	��Kα′ ���������α′ ∈ A�
�Zα �
���Zα′����������������α′ ���Kα′����
� ΛAα′ ���

��� Vα�
	� uα �	
�����������
���Suα�S� uα 
�� 
 Hensel �� 7.6.1��� � � � ���Suα ��� � � � � ΛP,uα � �
� f∗���Suα ������
(7.7.3) ΛP,uα � (f∗��|Sα) → (f∗��|Sα) �
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� 7.6.1 ������� ΛP,uα��	����������	������−1 �
�	����

T�
(Puα) ⊗ pHn(f∗��)|Sα → pHn−1(f∗��)|Sα �
�� 7.6.2���������������������� pHn(f∗��)� pHn−1(f∗��)
���������	


pHn(f∗��) =
⊕
α∈A

Kn
α �

�!�����	
 ⊕
n

pHn(f∗��) =
⊕
α∈A

Kα

�	� ΛP,uα������

��
	� uα������������ 7.5.3��	���	&Auα →
Puα �����������	


T�
(Puα) = T�
(Ruα) ⊕ T�
(Auα) �

������������
T�
(Auα) ⊗ pHn(f∗��)|Sα → pHn−1(f∗��)|Sα

��������	��	
����������
T�
(Auα) ⊗Kn

α′|Sα → Kn−1
α′ |Sα

��α′ ∈ A����Zα ���Zα′����

������ 7.7.4. — ��	α′ ∈ A ���	��m���Zα�����Zα′ ���
��� ���� ⊕

n∈�
Hm(Kn

α′,uα)[−n]

	����	 ΛAuα ��

��. — � Vα′ ���������������	�	��
λAα′ ⊗Kα′ → Kα′

��� 7.4.9��������� Vα′���
	� uα′ �Kα′� uα′ �&����
� ΛAα′ ,uα′ ����	
���Kα′���	���	������� 7.4.11���
��� Vα′ ����	�	��Eα′ �����

Kα′ � ΛAα′ ⊗ Eα′

��	� ΛAα′ ��

��	
� � Vα′ ∩ Sα ���	��
 yα′� Vα′ ∩ Sα����� ȳα′���	

 yα′
��
	������ Gal(ȳα′/yα′)����

Lα′,ȳα′ = ΛAα′,ȳ
α′
⊗Eα′,ȳα′ �
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������ 7.7.5. — � T�
(P ) �������� 7.1.4���	�
����	��
�� β : T�
(Auα) → T�
(Puα) �� β
���� T�
(Puα) → T�
(Pȳα′ ) ����
�� T�
(Pȳα′ ) → T�
(Aȳα′ ) 
	�������

T�
(Auα) → T�
(Aȳα′ )

	������� T�
(Auα) � T�
(Aȳα′ ) �������� Gal(ȳα′/yα′) ����

��. — �����T�
(Puα) → T�
(Pȳα′ ) ���� ���������	
��	&T�
(Auα) → T�
(Puα) 
���� ��������������
�	 T�
(Ruα) ��
	��������T�
(Auα) → T�
(Pȳα′ ) 
�����
���� T�
(Auα) → T�
(Aȳα′ )������ T�
(Auα)�T�
(Aȳα′ )��� �
�Gal(ȳα′/yα′) ����

�� 7.7.4����Gal(ȳα′/yα′)�����	
 7.7.5

T�
(Aȳα′ ) = T�
(Auα) ⊕ U

�������Gal(ȳα′/yα′)

ΛAȳ
α′

= ΛAuα ⊗ Λ(U)

	�Λ(U) =
⊕

i ∧i(U)[i]��	�� Gal(ȳα′/yα′)��������	

Kα′,ȳα′ = ΛAuα ⊗ Λ(U) ⊗ Eα′,ȳα′ �

�������
Kα′ |Vα′∩Sα = ΛAuα �E ′

α′

	�E ′
α′� Vα′ ∩ Sα ����	����
�ΛAuα ���������� Vα′ ∩

Sα�Zα′ ∩ Sα����� (32) ��� uα0 �&������ ������
� 7.7.4�

�����
� 7.6.3

Em,n
2 = Hm( pHn(f∗��)uα) ⇒ Hm+n(Muα)

�� 7.6.4 ���E2 �������

H =
⊕
j

Hj(Muα)[−j]

�����
����m�	���


Hm
(⊕

n

pHn(f∗��)s0 [−n]
)
[−m] �

��
�ΛAuα����������m�	��������� ΛAuα���⊕
n

pHn(f∗��)[−n]Sα

(32)������� =�prolongement intermédiaire��
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������������	�Kα′|Sα ��������m�	����	
�	
� ΛAuα ������

Hm
(⊕

α′

⊕
n∈�

Kn
α′,uα[−n]

)
[−m] �

�
α′ �= α�	��
Hm(
⊕

n∈�K
n
α′,uα[−n])����� ΛAuα ���� 7.7.4�

��
α′ = α��m = − dim(Zα)
��� Hm(Kα,uα) = 0��������
�H��
�� ΛAuα ����

0 ⊆ H ′ ⊆ H ′′ ⊆ H =
⊕
j

Hj(Muα)

��H ′�H/H ′′���� ΛAuα ����
H ′′/H ′ = Lα,uα �

�� 7.5.4���
�
H
����� ΛAuα ���������� ΛAuα����
����Lα,uα 
����� ΛAuα ��

�
 ΛAuα���	�������	��ΛAuα �������
����
�
0 → H ′′ → H → H/H ′′ → 0

���H�H/H ′′�������H ′′ 
�����

����ΛAuα�����
	��� ����� 1 
������ (ΛAuα)
∗��

ΛAuα��	�� ��	������ ΛAuα �����	��
�
0 → (H ′′/H ′)∗ → (H ′′)∗ → (H ′)∗ → 0

	� (H ′′)∗� (H ′)∗���� ΛAuα ������� (H ′′/H ′)∗����� ΛAuα ��
��H ′′/H ′ 
����

7.8. Hitchin ������������������. — ����������������Hitchin 	
�
������������� f̃ ani : M̃ani → Ãani ����� g̃ani : P̃ani → Ãani�
���	��� M̃ani� P̃ani����������� Deligne-Mumford���
�� 6.1.3����
 P̃ani� Ãani ������� 4.3.5�
�
 M̃ani� k��
����� 4.14.1��� 4.15.2� P̃ani� M̃ani ��������������
�� 4.16.4� �� f̃ ani�� ��� ��
�� d� g̃ani 
�� ���� 5.5.4�
� π0(P̃

ani)���� X∗��������� 4.12.1� Tate ���������
� f̃ ani�����	���������� 6.1.3 � M̃ani ��
��� Ãani ���
��� M̃ani�

���������� 7.2.3�������� M̃ani �� M̃ani ��� Ãani ���
��� M̃ani ��������������� M̃ani ����� M̃ani�����
�
��� Deligne-Mumford Picard�� P̃ani ����� P∞,ani ���� 4.5.6��
������������� P∞,ani���
��
 d�	������ 7.2.3 �
��������""���������

�����
�����0�������
������� 7.2.3�����

	�����
�	Deligne-Mumford������� 7.5.1��	�����
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����	
 Ma��������� 4.15.2����
Ma��
�������
�� 7.2.3 ������������ 4.15.2� 7.5.1 ����
��
�����
��������� 4.15.1 ��� 7.5.1�����Hitchin 	
��������
������ 7.5���������

7.8.1. — �������� 5.6.6

Ãani =
⊔
δ∈�

Ãani
δ

������ a ∈ Aani
δ (k̄) � Pa����	�
���
 δ��������� δ�

��
codim(Ãani

δ ) ≥ δ �
�����	��������	���� [60, p. 4]������������

�� p�

������������������.��

7.8.2. — ��	��� δ�� codim(Ãani
δ ) < δ���
 δbad

G (D)��"����
�	�
���������� δbad

G (D)����	����
G�����

D���� 5.7.2����
���G ����� δbad

G (D) �� deg(D) ���

��


Ãbad =
⊔

δ≥δbadG(D)

Ãani
δ

�
Ãgood = Ãani

� Ãbad �
������� Ãgood �� f̃ ani� g̃ani��� δ���Abel 	
��

������ 7.8.3. — � pHn(f̃ ani��)st� pHn(f̃ ani��) ����� X∗ ��������
���K � pHn(f̃ ani��)st ������������Z �K �����
�Z ∩ Ãgood �= ∅���Z = Ãani �

��. — �
 P̃� Ãgood �� δ��������� codim(Z) ≥ δZ�� 7.2.3 �
����� κ���������� codim(Z) = δZ �����
�� Ãani�
� � 
 �U�U ∩ Z ��� �	��L��� i∗L�i���	Z ∩ U →
U��H2d(f∗��)st|U������������ 6.5.1 ����
�
� Ãani �
�����������U ∩ Z = U ���Z = Ãani�

7.8.4. — 7.2.3���
 κ	���	����������� Ãgood ∩ Ãκ = ∅�
������� Ãκ����� ÃH����	�H���
	�
 (κ, ρ•κ) ���
�
	���� ÃH� Ã���
�� deg(D)���������������
� 7.2.2� 7.2.3�	������
Abel 	
�� δ��������
�
�	
��Z����� codim(Z) ≥ δZ�

�G����
	�H������� δbad
H (D) ��������

Ãbad
H =

⊔
δH≥δbad

H (D)

Ãani
δH

���
�� Ã
good
H = ÃH � Ãbad

H �
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������ 7.8.5. — � pHn(f̃ ani��)κ � pHn(f̃ ani��) �	� X∗ �����
��� κ�
��������K� pHn(f̃ ani��)κ ������������Z�K �
������
��������� (κ, ρ•κ) 	�Z ��� ν̃(ÃH) ����H � (κ, ρ•κ)
�������� ν̃ : ÃH → Ã ���������

�����Z ∩ ν̃(Ãgood
H ) �= ∅���Z = ν̃(Ãani

H ) �

��. — 	��
Z ⊆ Ãκ ��� 6.3.3�	�

Ãκ =
⊔

(κ,ρ•κ,ξ)

ν̃(ÃHξ)

���������Z��������	� ν̃(ÃHξ)
���
	�
 (κ, ρ•κ)�
�Z ⊆ ν̃(ÃH) ��������
	����H��ZH� ÃH������
�Z = ν̃(ZH)�

��ZH ∩ Ã
good
H �= ∅������

codim(ZH) ≥ δH,ZH

	� δH� ÃH ��Picard�� P̃H� δ����� 4.17.3� 4.17.1����
��
� aH ∈ Ãani

H (k̄) ���
δ(ν̃(aH)) − δH(aH)

���
 aH ���
��
 ν̃(ÃH)� Ã���
�����

codim(Z) ≥ δH(aH) + codim(ν̃(ÃH)) = δZ �

�� 7.2.3����� Ãani���
�U�Z ∩ U �������	��L��
� i∗L�i���	 i : Z ∩ U → U��H2d(f̃ ani��)κ���������� 6.5.1�
���
Z ∩ U = ν̃(ÃH) ∩ U ���	���Z = ν̃(ÃH)�

8. ������������

��	������������ 7.8.3� 7.8.5 ���
	����� 6.4.2 �
� Langlands-Shelstad�� 1.11.1�Waldspuger�� 1.12.7����

���� 
 � ������K1, K2�� � ���� k� �S��� � � �
 ����K1�K2�� � ��
	� �	��������S��� ��
�K1�K2�Grothendieck ����� � ��� � � ����� 	�S��
��	
�U ���� k������� k′��� u ∈ U(k′) � k′�Frobenius
σk′�K1,u�K2,u ���������Grothendieck �������������

��� s ∈ S(k′)����������������������	����

�U�������	
�����������������

� � ��
 � ��� � Hitchin 	 
 � � � � 	 � � � � � ��� � ��
� �� k����� �Ma(k)�� � ��� � � �����"������
	 �Ma(k)st��� � � �� 4.15.1 � � ����� � Pa�� 	 	�� k��
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�� �P0
a(k)�� � � Springer 	 
�� 	 �������� 8.4��
��

� Springer 	
��	�������������������
�	��
� 8.2�
������ κ��������� κ�
�	���������
��#�������� [M/P ]�Artin���������	�M��� k�
��P��� k�������M ������8.1 ������������
������
������ [54]��� A.3��

�� a ∈ A♦(k) ���� � Springer 	 
�� 	 ��� ��� � � �
� �Ma(k)st��
 �P0

a(k) �	�P0
a����� Abel������������

����G1�G2��������� a ∈ A♦(k)����� �M1,a(k)st�
�M2,a(k)st����������� 7.8.3 	���������� a ∈ (Aani −
Abad)(k) ��������������	�������������
�	��
� 	�� deg(D) � 
  �������� � Waldspurger ����
������� � ��� 8.8����	��� ��� ��� ��� � ��
� �M1,a(k)st = �M2,a(k)st ����	 a ∈ Aani(k) ��

Langlands-Shelstad�������������"����
����
�
���� ãH ∈ Ã♦

H(k) �� ãH���	��
�	������	G���
� a�	� κ�
�	��������������� Ã♦

H������
��������	� κ�
�	�������������
�����	
��
�	�	��������
�������Labesse�Langlands ���
� SL(2)������	���� 8.3�������������� 7.8.5��
��������
	������


� Ãani

H − Ãbad
H ��	��� 8.5��

� deg(D) �
����������	��
�	������������
� 8.6��	������������������
	����� 6.4.2�

8.1. ���������������������������������. — ����������������������
����������������������������������
�	�����X���������

8.1.1. — �M������ k�����Grothendieck-Lefschetz ����M�
k�������� Frobenius� σ ∈ Gal(k̄/k)��� �����

�M(k) =
∑
n

(−1)ntr(σ,Hn
c (M))

�� Hn
c (M)��M ⊗k k̄��n�������� Hn

c (M ⊗k k̄,��)�

�����������������������M������ k���
�
����������� Deligne-Mumford���������� � k��
�P��������� σ�M��������
����������X =
[M/P ]�������P��		�������	��
���� [54]��
� A.3 �������������������

8.1.2. — �X = [M/P ] �������X��� �X(k̄) ��M ����
�M(k̄) ��P ����P (k̄)������X = [M/P ]��������M�
�m1, m2 ∈M �������HomX(m1, m2)�������

HomX(m1, m2) = {p ∈ P |pm1 = m2} �



108 ���

����������P�������

8.1.3. — Frobenius� σ ∈ Gal(k̄/k)�M�P ��������� �X =
[M/P ] ������������ σ������ �X(k)��������

– ����� (m, p) �	�m ∈M � p ∈ P ��� pσ(m) = m�
– X(k)������ h : (m, p) → (m′, p′)���� h ∈ P ��� hm =

m′� p′ = hpσ(h)−1�

��X(k)����������������������������

���

�X(k) =
∑

x∈X(k)/∼

1

�AutX(k)(x)

	� x��X(k)������������

8.1.4. — �X = [M/P ] ����� x = (m, p)�X(k)��������X(k)�
������� p� σ�����
 x�����
P������ k��
��P� σ�� � � � ����� 
 H1(k, P )�
 cl(x) ∈ H1(k, P )� p� σ�
� � � �� � 
 x������Lang�� ��� � H1(k, P ) � ���

 H1(k, π0(P )) �	� π0(P )��P ⊗k k̄��	���������� �
������� σ������������σ������ κ : π0(P ) → ��

× �
����� x ∈ X(k) ���������

〈cl(x), κ〉 = κ(cl(x)) ∈ ��

×

���
 x����������X(k)����κ�����

�X(k)κ =
∑

x∈X(k)/∼

〈cl(x), κ〉
�AutX(k)(x)

	� x��X(k)������������

8.1.5. — ��������P����� Hn
c (M) �����������	�

� π0(P )��� Hn
c (M)����� κ����	 Hn

c (M)κ��
 κ� σ����
�� σ�����Hn

c (M)κ ��

��� Grothendieck-Lefschetz ������������ [54]��� A.3�

������ 8.1.6. — �M ������ k���P ������ k�����M ��
��X = [M/P ] �����X(k) �������������������
���������	 σ�
���� κ : π0(P ) → ��

× ��� �X(k)κ �����
�����

� P 0(k)�X(k)κ =
∑
n

(−1)ntr(σ,Hn
c (M)κ)

��P 0 �P ������

��� [54, A.3.1]����������	������
�
�!���
�P 0� π0(P ) 	
����
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������ 8.1.7. — ��M = Spec(k) �P ��������σ��������X =
[M/P ]�P�	�	�����X(k)�������� p ∈ P ���� p →
p′������ h ∈ P ���� p′ = hpσ(h)−1�
��

�X(k) =
� P

� P
= 1 �

������ σ��������� κ : P → ��

× ��� �X(k)κ = 0�

������ 8.1.8. — �M = Spec(k) �P = Gm��X = [M/P ]�Gm�	 � 	
�X(k)�������� p ∈ P ���� p → p′������ h ∈ P �
��� p′ = hpσ(h)−1���Lang���� k̄×������� σ�����
����X(k)���������X(k)����������� k× ��
� q − 1 ����� �X(k) = (q − 1)−1�

����� Springer 	
�����������������������	
�M�P��	�������� [M/P ] �����������

�M���	���� k���P���	���� � k�����M ��
����	 [M/P ] ����������	�������

������ 8.1.9. — (1) �	�� π0(P )������ Abel ��
(2) M�����P��������������
(3) ������������ Λ ⊆ P ���P/Λ�M/Λ�������

�	����������
� Λ��������M����
��
������M��	��P������������������ Λ� �
�����������������
�	 σ��������� Λ′ ⊆ Λ 
�
����

8.1.10. — ��
���������P������ Λ ���P/Λ���
����P ������


1 → P tf → P → π0(P )lib → 0

	� π0(P )lib� π0(P )�	������P tf�P�	��������
 π0(P )lib�
���� Abel ������	&

γ : π0(P )lib → P

���� σ�����
P tf������ k����N 	���� γ�Λ =
Nπ0(P )lib ����� σ�����������������P��	�
� (3)��
�M ����������������� k���

8.1.11. — �����X = [M/P ]��� σ������ �X(k)���
��	�����x = (m, p) �	�m ∈ M , p ∈ P�� pσ(m) = m�	�
� h : (m, p) → (m′, p′)����� h ∈ P ���� hm = m′ � p′ = hpσ(h)−1�
�Pσ�P�� σ����� p� σ��������� cl(x) ∈ Pσ ����

 x�����
m��� k����������� cl(x) ��������

cl(x) ∈ H1(k, P )

��Pσ���	�
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������ 8.1.12. — ����� κ : H1(k, P ) → ��

× 	������������
� κ̃ : Pσ → ��

× �

��. — �P 0�P�� 	 	�����Lang��� �P 0�� ��� σ�
� 
���� � ���Pσ� π0(P )� σ�� � � ����Pσ → π0(P )σ�
��������� κ̃ : Pσ → ��

×����������� � (π0(P )σ)
∗ =

Spec(��[π0(P )σ])���������� κ : H1(k, P ) → ��

×� (π0(P )σ)
∗�

�	�� π0((π0(P )σ)
∗)�
��	� κ ∈ π0((π0(P )σ)

∗)���	&����
 κ̃ ∈ (π0(P )σ)

∗�

���X = [M/P ] ����
 [(M/Λ)/(P/Λ)] �	�M/Λ�P/Λ�����
������X(k)���������������������
���
����������� κ : H1(k, P ) → ��

× �����������

�X(k)κ =
∑

x∈X(k)/∼

〈cl(x), κ〉
�Aut(x)

�

� κ̃ : P → ��

×��� σ�������������κ����������
����� Λ ⊆ P ��� 8.1.9��� (3) ������ κ�Λ ���������
�� κ̃����P/Λ ���������
 Hn

c (M/Λ)κ̃�Hn
c (M/Λ)���
��

� κ̃����	�������� 8.1.6 ���

������ 8.1.13. — ���	�

� P 0(k)�X(k)κ =
∑
n

(−1)ntr(σ,Hn
c (M/Λ)κ̃) �

���� Λ′ ⊆ Λ ��� σ�
�������������n�
�������
Hn
c (M/Λ′)κ̃ → Hn

c (M/Λ)κ̃ �

��. — �
 Λ�P�����������		�P 0� �������
������P 0 → P/Λ ������P 0�P/Λ��		�������
� 8.1.6 ���������������

������������� k������� k′ ���� �X(k′)κ����
���m = deg(k′/k)��
X(k′)���	�� x′ ���P���� σm�
����
 κ : P → ��

×� σ������
� σm�����������
� 〈cl(x), κ〉 ∈ ��

×�
����

� P 0(k′)�X(k′)κ =
∑
n

(−1)ntr(σm,Hn
c (M/Λ)κ̃) �

������ 8.1.14. — �X = [M/P ] �X ′ = [M ′/P ′] ���� κ : P → ��

× � κ′ : P ′ →
��

× ��� σ�
����������	�����m�	������m′ ≥
m�
	 k′/k�
�

� P 0(k′)�X(k′)κ = � P ′0(k′)�X ′(k′)κ′ �
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�������
� P 0(k)�X(k)κ = � P ′0(k)�X ′(k)κ′ �

������������	�����+
��	���� Springer 	
��
������������ �X(k)κ�

������ 8.1.15. — �A��� k�� 1 
	���� X∗(A)����������
����

1 → A→ P → X∗(A) → 1 �
� RHom(X∗(A), A) ��
� 0 �	����

Hom(X∗(A), A) = Gm �
�
 H1(k,Gm) = 0 �������
��	�������	����

P � A×X∗(A) �
������������ k̄���P = Gm × ��

��� P1 ������������� ��
⊔
iP

1
i �
�	�P1

i��
� i� P1�� P1

i ����∞i � P1
i+1�	 0i+1 ���������� Gm × ��

��
⊔
i P

1
i ����������������������

� ��� �� k� �M �  � � �P�� � � ���� k̄� � � �M �

 ��P1� � � � � � � � Gm × ��� ������ � � � � � �
� �M = M1 � M0 � 	�M1�� �P � � ��� � � �M0�� � � �
� X∗(A) �������� �X = [M/P ]��������x1� x0 ��
� Aut(x1) = A� Aut(x0)�������
�������

cl1, cl0 ∈ H1(k, P ) = H1(k,X∗(A)) �
�����������������

(1) �A = Gm ��� X∗(A) = �������� H1(k,X∗(A)) ��	�
��
��

�X(k) = 1 +
1

q − 1
=

q

q − 1

�����������
� A(k)�X(k) = q �

(2) ��A� k���� 1 
�	�������� q + 1 ���� k����
��X∗(A)������� σ�����m 
→ −m�� H1(k,X∗(A)) ���
��������������������� k��X∗(A) ���E���
��������	E������ σ : E → E�� σ�������
������� e ∈ E��� σ(e) − e�������	�	���
 e��
��� σ(e) − e�	��� cl(E)�H1(k,X∗(A))���	�� σ(e)− e����
� cl(E)�H1(k,X∗(A))����	�

���� cl0 = 0�������
��� P1
i� σ���
�����
A�

�	������ σ��� 0i�∞i ��������� cl1 �= 0�
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� κ : H1(k,X∗(A)) → ��

×��������������

�X(k)κ = 1 − 1

q + 1
=

q

q + 1

�������������
�A(k) �X(k)κ = q �

(3) ����A��	�������� cl0 �= 0������	�P1
i�P1

i+1�
σ���������������M��	���∞i = 0i+1� σ�����
��� cl1 = 0�
����

�A(k) �X(k)κ = −q
	� κ : H1(k,X∗(A)) → ��

×��������

����M0����� k����� cl0 = 0 ���������������
������

� A(k)�X(k)κ = q

������

8.2. ��� Springer ������������������������. — ������������� Springer 	

����������� [26, §15]��������������	�����
�������� x ∈ X�� x ∈ X(k̄)���������
 k̄��������
����

� v ∈ |X|�X�� �����Fv�� ����F� v� � ����
� � Ov�Fv����� � kv�	�� � ��
Xv = Spec(Ov)�X•

v =
Spec(Fv)��F v�F = F ⊗k k̄� v���� Ov�F v�����

8.2.1. — � a ∈ c♥(Ov)� c���Xv����	��	
����������
�� Springer 	
 Mred

v (a)���	���� k����	 k̄������

Mred
v (a) = {g ∈ G(F v)/G(Ov)|ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov)}

	� γ0 = ε(a)�� a�Kostant����
�	����������	�
������ Mred

v (a) ��� Mv(a)�

8.2.2. — � Ja = a∗J������������ J ′
a����Xv ������

��	
�������� J ′
a → Ja �����	
����������

������ J ′
a�� Ja��		������� J0

a ����������
��
���� J ′

a �����

8.2.3. — ��	���� k��� Pred
v (J ′

a) �	 k̄�������

Pred
v (J ′

a)(k̄) = Ja(F v)/J
′
a(Ov) �

���� Pred
v (J ′

a) ��� Pv(J
′
a) ����	����������� J ′

a → Ja �
������

Pv(J
′
a) → Pv(Ja)

�	����� Pv(J
′
a)�Mv(a) ������� 3.4.1��������8.1.9�

�������������� [Mv(a)/Pv(J
′
a)]� k������	 κ�����
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�� 8.1.13����
��������������������������
��
��	����������
�	�κ�
�	����

������� 8.1���� κ� κ�
�	��� 1.7���� κ�

������ 8.2.4. — �� J ′
a �����	�����������

H1(Fv, Ja) = H1(k,Pv(J
′
a)) �

��. — �� Steinberg������ H1(F v, Ja) = 0�����

H1(Fv, Ja) = H1(Gal(k̄/k), Ja(F v)) �

��Lang������	� H1(k, J ′
a(Ov)) = 0 ��� J ′

a����������
���	
���������

������ 8.2.5. — �� J ′
a �����	���� κ : H1(Fv, Ja) → ��

× �����
������������ κ : H1(k,Pv(J

′
a)) → ��

× �� [Mv(a)/Pv(J
′
a)] � k��

� κ��������������
� [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ = vol(J ′

a(Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv) �

�� 1gv � g(Ov) ������ dtv � Ja(Fv) ������ Haar 	�

��. — ��������
[Mv(a)/Pv(J

′
a)](k) �

���������� x = (m, p) �����m ∈ Mv(a)���� p ∈
Pv(J

′
a) �������� pσ(m) = m��������� (m, p)� (m′, p′) ��

������ h ∈ Pv(J
′
a) ����m′ = hm� p′ = hpσ(h)−1�


 Pv(J
′
a)σ�Pv(J

′
a)� σ����� H1(k,Pv(J

′
a))������������

������ x = (m, p) ����� cl(x) ∈ Pv(J
′
a)σ� p� σ���������

�������
cl(x) ∈ H1(k,Pv(J

′
a)) = H1(Fv, Ja) �

� γ0� a�� Kostant����� g����������� Ja = Iγ0 ��
� 1.4.3���� cl(x) 
������H1(Fv, Iγ0)�����

������ 8.2.6. — �� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k) ��	� x����� cl(x) 	����

������
H1(Fv, Iγ0) → H1(Fv, G) �

��. — � x = (p,m) � ��� g ∈ G(F v)�m ∈ G(F v)/G(Ov)�� � ��
� j ∈ Iγ0(F v)� p�������� pσ(m) = m��

g−1jσ(g) ∈ G(Ov)

������ σ��
G(F v)��������� cl(x) ∈ H1(Fv, Iγ0)�H1(Fv, G)
��������
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� ��� 8.2.5��
 H1(Fv, Iγ0) → H1(Fv, G)����� �� ξ� � �
[Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)������

[Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)

�� cl(x) = ξ������������� [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)������

�������
�	�

� σ��� ξ����� jξ ∈ Iγ0(F v)�� (m, p)� [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)���

����� 
 p�Pv(J
′
a)�� � σ�� 
 jξ ����� h ∈ Pv(J

′
a)�� jξ =

h−1pσ(h)�
� (m, p) �
 (h−1m, jξ)����� [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)��
��

�����
������� (m, jξ)��������� (m, jξ) → (m′, jξ)���
� h ∈ Pv(J

′
a)(k) ��� hm = m′��
 J ′

a�	
�������
Pv(J

′
a)(k) = Ja(Fv)/J

′
a(Ov) �

� (m, jξ) �����m����� g ∈ G(F v)�
�� g−1jξσ(g) ∈ G(Ov)�
�
G(Ov)����� σ��
������� g��m = gG(Ov)��

g−1jξσ(g) = 1 �

� g, g′ ∈ G(F v)�������������������m ∈ G(F v)/G(Ov)
���� g′ = gk�	� k ∈ G(Ov) ��� g�G(F v)/G(Ov)����� (m, jξ) �
����

������� [Mv(a)/Pv(J
′
a)]ξ(k)��
�����Oξ �	������

� g ∈ G(F v)/G(Ov) ��������

(1) g−1jξσ(g) = 1

(2) ad(g)−1γ0 ∈ g(Ov)

	�� g → g1����� h ∈ Ja(Fv)/J
′
a(Ov) �� g = hg1������ h��

���������� Ja = Iγ0�

�
 ξ�H1(Fv, G)������������ gξ ∈ G(F v)�� g−1
ξ jξσ(gξ) = 1�

�������Gξ ��

γξ = ad(gξ)

−1γ0 �
�� g−1

ξ jξσ(gξ) = 1�� γξ ∈ G(Fv)� γξ�G(Fv)�����
 jξ� gξ����
���
���� ξ ∈ H1(Fv, Iγ0)�

� 
 g′ = g−1
ξ g��� �Oξ � � � � ��� � ���	���� g′ ∈

G(Fv)/G(Ov) ���
ad(g′)−1(γξ) ∈ g(Ov) �

	�� g′ → g′1�� h ∈ Ja(Fv)/J
′
a(Ov) ��� g′ = hg′1������ h���

��������� Ja = Iγξ �	� Iγξ� γξ������

��Oξ�������������
g′ ∈ Iγξ(Fv)\G(Fv)/G(Ov)
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�� ad(g′)−1γξ ∈ g(Ov)� g′�������

(Iγξ(Fv) ∩ g′G(Ov)g
′−1

)/J ′
a(Ov)

	�����������

�����
vol(Iγξ(Fv) ∩ g′G(Ov)g

′−1, dtv)

vol(J ′
a(Ov), dtv)

�

���
�Oξ =

∑ vol(J ′
a(Ov), dtv)

vol(Ja(Fv) ∩ g′G(Ov)g′−1, dtv)

�����������
g′ ∈ Iγξ(Fv)\G(Fv)/G(Ov)

�� ad(g′)−1γξ ∈ g(Ov)���������
� [Mv(a)/Pv(Ja)]ξ(k) = �Oξ = vol(J ′

a(Ov), dt)Oγξ(1gv , dtv) �

����H1(F, Iγ0) → H1(F,G)�����������
� [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ = vol(J ′

a(Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv)

�������

��
���
��	
������ J ′
a������
 Ja�������

������������	 [Mv(a)/Pv(Ja)]� k�����
�������
�������������������� Ja���������
��
��

� κ : H1(k,Pv(Ja)) → ��

×�����
H1(k, Pv(J

0
a)) → H1(k,Pv(Ja)) �

����H1(k,Pv(J
0
a))����������H1(Fv, Ja)��������$�

� κ�

������ 8.2.7. — �	 H1(k,Pv(Ja)) ������ κ���� H1(Fv, Ja) �����
�� κ : H1(Fv, Ja) → ��

× �� [Mv(a)/Pv(Ja)] � k��� κ����������
����

� [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = vol(J0
a (Ov), dtv)O

κ
a(1gv , dtv) �

�� 1gv � g(Ov) ������ dtv � Ja(Fv) ������ Haar 	�

���� κ : H1(Fv, Ja) → ��

× ������������ H1(k,Pv(Ja)) ���
����� κ���� Oκ

a(1gv , dtv) ���

��. — �������Pv(Ja)�	��� Pv(J
0
a )�������������

��
� [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = � [Mv(a)/Pv(J

0
a )](k)κ

��������� [Mv(a)/Pv(J
0
a )](k)κ�	�����
�
 8.1.7������

���������
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�������
�
1 → π0(Ja,v) → Pv(J

0
a ) → Pv(Ja) → 1

	� π0(Ja,v)� Ja� v�	
��	��������������
�
1 → π0(Ja,v)

σ → Pv(J
0
a )
σ → Pv(Ja)

σ(8.2.8)

→ π0(Ja,v)σ → Pv(J
0
a)σ → Pv(Ja)σ → 1(8.2.9)

	����� σ�� σ�������� σ�� σ������

����
π : [Mv(Ja)/Pv(J

0
a)](k) → [Mv(Ja)/Pv(Ja)](k) �

�
���� x′ = (m, p′) �	�m ∈ Mv(a) � p′ ∈ Pv(J
0
a)�� p′σ(m) = m��

�������� x = (m, p) �	� p� p′�Pv(Ja)������ [Mv(Ja)/Pv(Ja)](k)
���������� {xψ |ψ ∈ Ψ}�

�
�� Pv(J
0
a) → Pv(Ja)������� [Mv(Ja)/Pv(J

0
a )](k)��������

��
 [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)��������� � [Mv(Ja)/Pv(J

0
a )](k)κ ���	�

��������

���ψ ∈ Ψ ��� [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)����
���

[Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)xψ

�������� x′ψ = (mψ, p
′
ψ) ����	� p′ψ 
→ pψ��ψ �= ψ′ �����

� x′ψ ∈ [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ� x′ψ′ ∈ [Mv(Ja)/Pv(J

0
a)](k)xψ′��������

�� x′ ∈ [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k) �����ψ ∈ Ψ� x′ψ ∈ [Mv(Ja)/Pv(J

0
a )](k)xψ ��

� x′� x′ψ������������⊔
ψ

[Mv(Ja)/Pv(J
0
a)](k)xψ

� ��� [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)����
�������
������

��	 [Mv(Ja)/Pv(J
0
a )](k)��������	�� [Mv(Ja)/Pv(J

0
a)](k)xψ���

�����ψ ∈ Ψ ���

���� xψ �������� x = (m, p)���
[Mv(Ja)/Pv(J

0
a)](k)x

������
������� x1 = (m, p1) � p1 
→ p�����������
����
� π0(Ja,v) ���Pv(J

0
a) → Pv(Ja)����������������

���������
H1 = {h1 ∈ Pv(J

0
a) | hm = m � h1σ(h1)

−1 ∈ π0(Ja,v)} �
�� [Mv(Ja)/Pv(J

0
a)]x��
�� π0(Ja,v)�H1 ����������H1���

�����α : H1 → π0(Ja,v) ��
����α(h1) = h1σ(h1)
−1�������

�������
α��� cok(α) ��������������
� ker(α)�
��������H1�������

� κ�H1(k,Pv(J
0
a ))����������������
 Pv(J

0
a )σ���	�

�� κ� π0(Ja,v)σ ��������������� π0(Ja,v) → ��

× ��� κ��
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�����α : H1 → π0(Ja,v)σ�����������������������
� κ : cok(α) → ��

×�
���
��� [Mv(Ja)/Pv(J
0
a)]x���������∑

x′

〈cl(x′), κ〉
�Aut(x′)

��
 ∑
z∈cok(α)

〈z, κ〉
� ker(α)

〈cl(x1), κ〉 �

� κ� π0(Ja,v) ����������������
	�����������
[Mv(a)/Pv(J

0
a)](k)κ = 0 �

���� κ� π0(Ja,v) ��������������� κ����H1(k,Pv(Ja)) �
������


� cok(α)

� ker(α)
〈cl(x), κ〉 �

������� � cok(α)/� ker(α)���
�
1 → ker(α) → H1 → π0(Ja,v) → coker(α) → 1

����
� cok(α)

� ker(α)
=
� π0(Ja,v)

�H1
�

� h1 ∈ H1 � h���Pv(Ja)����
�� hσ(h)−1 = 1 ��� h ∈ Pv(Ja)
σ�

� stab(m)�Pv(Ja)��m����������
�������
�
1 → π0(Ja,v) → H1 → Pv(Ja)

σ ∩ stab(m) → 1

	�Pv(Ja)
σ ∩ stab(m) 
���Aur(x)��� [Mv(Ja)/Pv(Ja)]�������

����
� π0(Ja,v)

�H1
=

1

�Aut(x)

�	����
� [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = � [Mv(a)/Pv(J

0
a )](k)κ

���������

� 8.1������������������������
�	�κ�
�
	�������� 8.1.9 �� Pv(J

0
a )��� σ������ Λ������

	����� 8.1.9
������ Kazhdan-Lusztig������ 3.4.1�
��
� 8.1.13� 8.2.5������

������ 8.2.10. — � κ� H1(Fv, Ja) �������� J ,0a � Ja � Néron �����
������	 Λ ���
���∑

n

(−1)ntr(σ,Hn([Mv(a)/Λ])κ) = vol(J ,0a (Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv) �
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��. — � 8.1.13� 8.2.5�����������∑
n

(−1)ntr(σ,Hn([Mv(a)/Λ])κ)

= (�P0
v(J

0
a)(k))vol(J0

a(Ov), dtv)O
κ
a(1gv , dtv) �

	� �P0
v(J

0
a)(k)�Pv(J

0
a )��		�� k������ J ,0a �Néron ����		

�������� J0
a → J ,0a ���������
�

1 → J ,0a (Ov)/J
0
a(Ov) → Pv(J

0
a) → Pv(J

,0
a ) → 1


���� Pv(J
0
a )��		�P0

v(J
0
a)��
������� k��	 k̄����

� J ,0a (Ov)/J
0
a(Ov)��
 J0

a� J ,0a �����	
������������
���
�

1 → J0
a (Ov) → J ,0a (Ov) → P0

v(J
0
a)(k) → 1

����
(�P0

v(J
0
a )(k))vol(J0

a(Ov), dtv) = vol(J ,0a (Ov), dtv)

	� dtv� J(Fv) ���	�� Haar������������

8.3. ���			���������������������. — ��� v�X������ kv� v�������
���	
 v
��
	� v̄��Xv = Spec(Ov)�X� v�����X•

v =
Spec(Fv) �	�Fv�Ov�	�������� εv���������G�
��G�Xv ��������G• ���G�X•

v �����

8.3.1. — � a ∈ c(Ov) �	� c(Fv)����������� dv(a) = degv(a
∗DG) ∈

��������
dv(a) = 2 � cv(a) = 0 �

��Bezrukavnikov ����� 3.7.5�� Springer 	
 Mv(a)�
��
 1���
������ k̄����� Springer 	
������������� ��

8.3.2. — � γ0 = ε(a) ∈ g(Fv)�Kostant��� a���	�� � � T • =
Iγ0�G•����������	�� cv(a) = 0�� T •����	�����

����������G��������T��Φ� T = T ⊗Ov Ov̄�����

���� Goresky, Kottwitz�MacPherson��	������ [28]

ra : Φ → �

	��� ra(α) = val(α(γ0)) ���	��Fv ��	�����F v̄ ��
��

dv(a) =
∑
α∈Φ

rα(γ0) �

�����������±α��� r±α(γ0) = 1 ������α′ /∈ {±α}��
� rα′(γ0) = 0 �

8.3.3. — Galois � Gal(k̄/kv) � ��Φ � � ���� ra(α)
���� � � �
� �� {±α}� � ����G±α�G = G ⊗Ov Ov̄�� � � � � � T��
� �Uα�U−α���Galois � Gal(k̄/kv)� T ��� �� {±α}
� ����
�G±α �����GOv����������G±α�G±α���Z±α�����

α : T → Gm���
���Ov ���A±α = T/Z±α ���Xv ���� 1 
�
��
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������ 8.3.4. — ��������� Ja → T �� Ov̄ �������������
����� T (Ov̄) → T (k̄) ��������α : T (k̄) → Gm(k̄) �	������

������ Pv(Ja)��������

������ 8.3.5. — 	��� Abel ���	���
 Frobenius ��� σ����	
1 → A±α(k̄) → Pv̄(Ja)(k̄) → X∗(T ) → 1

�� X∗(T ) ��� T � Ov̄ ��������

��. — ���
�
1 → Ja(Ov̄) → T (Ov̄) → A±α(k̄) → 1

������
�
1 → A±α(k̄) → Ja(F v̄)/Ja(Ov̄) → T (F v)/T (Ov) → 1 �

����
����
T (F v)/T (Ov) = X∗(T )

����� X∗(T ) → T (F v) ���� λ 
→ ελv ������

������ 8.3.6. — � Springer ��� k̄��
Mv̄(a)(k̄) = {g ∈ G(F v̄)/G(Ov̄)|ad(g)−1(γ0) ∈ g(Ov̄)}

������������
g = ελvUα(xε

−1
v )

�� λ ∈ X∗(T ) � x ∈ k̄�

��. — �� Iwasawa 	
����� g ∈ G(F v̄)/G(Ov̄) ������ λ ∈
X∗(T )���� u ∈ U(F v̄)/U(Ov̄) ���

g = ελvu �
�
 Tv̄ � γ0 � �����	

Mv̄(a) → Gv̄ = G(F v̄)/G(Ov̄)

� Tv̄ ���� Tv̄�Mv(a) ��������

Tv̄ → T (F v̄) → Pv(Ja) = T (F v̄)/Ja(Ov̄)

������� 1 
��
Tv̄ → A±α,v̄ �

�� g ∈ Mv(a)(k̄) �� g = ελvu���� u�� u = Uα(y) ��� y ∈ F v̄/Ov̄�
������ SL2 ��������� [26, �� 6.2]������	�� r±α(a) =
1 �� y������� y = xε−1

v ����	� x ∈ k̄�������� g���
� g = ελvUα(xε

−1
v ) ���+
 Mv̄(a)(k̄)�
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������ 8.3.7. — 1 ���A±α,v̄ � Mv̄ ������� ελv ����� λ ∈ X∗(T ) �
�A±α,v̄ �

Oλ = {ελvUα(xε−1
v ) ∈ Mv(a)(k̄)|x ∈ k̄×}

�������������
���������	 ελv � ελ−α̌v �����
� α̌�
�α�������

��. — �������� ελv�A±α,v̄�����������A±α,v̄�Oλ ��
�������������A±α,v̄�����
�� {ελv |λ ∈ X∗(T )}�� x →
0�� ελvUα(xε

−1
v ) �
 ελv ����� ελv ���Oλ�����

������ x → ∞�� ελvUα(xε
−1
v ) �
 ελ−α̌v ��
��
���Uα(xε

−1
v ) �


 ε−α̌v ��� �#��� ��� ��� Grassmann�� � �"����� �
�G(F v̄)�� Steinberg
������ [76, � 3�, �� 19]

y−α̌wα = U−α(y)Uα(−y−1)Uα(y)

��
�� y ∈ F v̄����α����� sα ∈ W �G(k̄)����wα����
����� y = −x−1εv �	� x ∈ k̄× ������G(F v̄)/G(Ov̄)����
��

Uα(xε
−1
v ) = ε−α̌v U−α(−x−1ε−1

v ) �

 x�
∞������Uα(xε

−1
v ) �
 ε−α̌v �

������ 8.3.8. — � κ ∈ T̂ σ ���������
κ(α̌) �= 1 �

���	�
[Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = � A±α(kv)−1qdeg(v) �

��. — � Springer 	
 Mv(a) ���������� kv��� Springer 	
�
���� kv/k����Pv(Ja)��	 [Mv(a)/Pv(Ja)] 
���������
� kv = k�


A = A±α,v ����� k�� 1 
����� X∗(T )��� σ������
� α̌���������
�

1 → A→ Pv(Ja) → X∗(T ) → 1

����α̌ → X∗(T ) �����
��������P ���� k�������
���
��

1 → A→ P → �α̌→ 1

��������P → Pv(Ja) ����		�A�������

�� Springer 	
 Mv(a)������ k��m��� Kostant�������
����
 Mv(a) ⊗k k̄���� Mv(a) ⊗k k̄�����	�M������
��������P ⊗k k̄������M reg ���������
���	
��� k��m������� k���M �
��P�Pv(Ja)�����	�
���Mv(Ja)

Mv(a) = M ∧P Pv(Ja) �
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�������������
[Mv(a)/Pv(Ja)] = [M/P ] �

����������	� 8.1.15�	���������

8.4. ��� ��� ��� Hitchin ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���. — ���  � � � [57]� 9���

 a ∈ Mani

a (k)�Hitchin 	
 Ma ��������������������
� Ma�Pa �����������������������

8.4.1. — � J ′
a������� �X��������� J ′

a → Ja ��
�X����	
�U�������� J ′

a��
���� v ∈ |X � U |�
���
�� J ′

a(Ov) ⊆ Ja(Ov)��P′
a = P(J ′

a)�X �� J ′
a ����	�	�


������ P′
a → Pa ����� P′

a�Ma ��������� J ′
a��
�

� J ′
a(Ov) 	���H0(X, J ′

a)��������� P′
a���'���� k�	

������������
������� J ′
a�	
���������

� [Ma/P
′
a]�

�������
������� 4.15.1� [57, �� 4.6]�

������ 8.4.2. — �U = a−1(crs
D) � cD �������������������

[Ma/P
′
a] =

∏
v∈X�U

[Mv(a)/Pv(J
′
a)]


 σ ∈ Gal(k̄/k) ����	�����	���	�	 k�������

[Ma/P
′
a](k) =

∏
v∈|X�U |

[Mv(a)/Pv(J
′
a)](k) �

� (P′
a)

0�P′
a��		���
 a ∈ Aani(k) ����	�� π0(Pa)�����

������� Frobenius� σ ∈ Gal(k̄/k)����

������ 8.4.3. — �� J ′
a ���	�	����� π0(Pa) ��	 σ�
����

κ : π0(Pa)σ → ��

×
,


�
� [Ma/P

′
a](k)κ =

∏
v∈|X�U |

� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ �

��. — �
X�����
�U = a−a(crs
D)���
���� v�����

Pv(J
′
a) → P′

a → π0(P
′
a)

�� � �� π0(Pv(J
′
a))�� � � � κ : π0(P

′
a)σ → ��

×�� � � � � � κ :

π0(Pv(J
′
a))σ → ��

×�
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� 8.4.2������ y ∈ [Ma/P
′
a](k)��
��� yv ∈ [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k) �	

� v ∈ |X � U |�����

〈cl(y), κ〉 =
∏

v∈|X�U |
〈cl(yv), κ〉 �

������	
�

� [Ma/P
′
a](k)κ =

∏
v∈|X�U |

� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ

�����

������ 8.1.6��������������

������ 8.4.4. — ��	��� κ : π0(Pa)σ → ��

× �
�∑
n

(−1)ntr(σ,Hn(Ma)κ) = � (P′
a)

0(k)
∏

v∈|X�U |
� [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ

�� Hn(Ma)κ � Hn(Ma) ����������� π0(Pa) ����
��� κ��
��

8.4.5. — ��� � [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ���	��
�	����������

���

– ���� v ∈ |X � U |�������
D′|Xv�������
– ���� v ∈ |X � U |����� Ja(Fv) ���� Haar�� dtv�

�����������

– � a�Xv ������
��� av ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv) �
– ���� Ja� Jav ��������� Jav(Fv) �	���� Haar�� dtv �
– �� Springer 	
 Mv(a) � Pv(Ja) �����
� Springer 	
 Mv(av) 

� Pv(Jav)����

������������� � [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ��� κ�
�	��� 8.2.5

� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = vol(J ′

a(Ov), dtv)O
κ
av(1gv , dtv) �

�������∑
n

(−1)ntr(σ,Hn(Ma)κ) = (P′
a)

0(k)
∏

v∈|X�U |
vol(J ′

a(Ov), dtv)O
κ
av(1gv , dtv) �

8.5. Ãani
H − Ãbad

H ���������������������. — �������.�
� Ã
good
H = Ãani

H − Ãbad
H �

���� 6.4.2����� 6.4.2��	��������������	
Ãani
H → Ãbad

H

��� k��� 7.8.2 ��� Ãani
H ������� Ãbad

H �
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��. — ������ 7.8.5�� Ã
good
H �����	�

Kn
κ = ν̃∗ pHn(f̃ ani

∗ ��)κ � Kn
H,st = pHn+2rGH(D)(f̃ ani

H,∗��)st(−rGH(D))

�� �� Ã
good
H ��	� 	 
 � Ũ����� � ����� ��� � � ��

�Kn�Kn
H� Ã

good
H ⊗k k̄�������������� Ã

good
H �����

��� Ã
good
H ��	���	
� Ũ����������������


� Ũ�

� cH,D ��������������� 1.10.3

ν∗DG,D = DH,D + 2RG
H,D �

��	��
DH,D�RG
H,D�� cH,D ������������������

DH,D + RG
H,D


��������

������ 8.5.1. — �� deg(D) > 2g�� aH ∈ AH(k̄) �	� aH(X) 
 DH,D+RG
H,D �

�	���
��� AH ������� U �

��. — ����� 4.7.1 �
���

8.5.2. — �� U� Ã���� Ũ�����
������ Ũ ⊆ Ãgood����
���
��
�������n ∈ �����

Lnκ = Kn
κ |Ũ � LnH,st = Kn

H,st|Ũ
�� Ũ ����	�����n�

8.5.3. — ��������� k������� k′ ���� k′�� ãH ∈ Ũ(k′) �
������ ã ∈ Ã(k′) ������

(8.5.4)
∑
n

(−1)ntr(σk′, (L
n
κ)ã) =

∑
n

(−1)ntr(σk′, (L
n
H,st)ãH ) �

���������∑
n

(−1)ntr(σjk′, (L
n
κ)ã) =

∑
n

(−1)ntr(σjk′, (L
n
H,st)ãH ) �

������� j > 0 ���� ãH �������� k′� j���������
�
 σk′� (Lnκ)ã� (LnH,st)ãH��������,�� qndeg(k′/k)/2 �������
���� k������� k′ ���� ãH ∈ Ũ(k′) ��� ã ∈ Ã �����n��
�

tr(σk′, (L
n
κ)ã) = tr(σk′, (L

n
H,st)ãH ) �

�� Čebotarev�������Lnκ�LnH,st�����������

8.5.5. — ������ (8.5.4)����� ãH ∈ Ũ(k′) �����������
�
������� k�� k′ ���X ��X ⊗k k

′ ������ ãH� Ũ��
� k���
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8.5.6. — � aH ∈ AH(k)� ãH��� a� aH�A(k)������ 2.5.1�	��
�����

Ja → JH,aH
��
�U = a−1(crs

D) ����������� ���� J ′
a�����	


������ J ′
a → Ja �����	������P′

a�X �� J ′
a ����

	��������� J ′
a �����H0(X, J ′

a)�������P′
a�������

���������� P′
a → Pa�P′

a → PH,aH ������ P′
a�Ma�MH,aH �

�����������	 [Ma/P
′
a]� [MH,aH/P

′
a] ����� (8.5.4)���
�

�� 8.4.4� (8.5.4)����


(P′
a)

0(k)
∏

v∈|X�U |
� [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ

����

qr
G
H(D)(P′

a)
0(k)

∏
v∈|X�U |

� [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k) �

�

rGH(D) =

∑
v

deg(v)rGH,v(aH)

	� rGH,v(aH)��� a∗HRG
H,D� v�����������������Langlands-

Shelstad ��� � 1.11.1�� � ��� ��� ���� ��� ��� 	�
���Labesse�Langlands

 SL(2)��� [48]
�����Goresky, Kott-
witz�MacPherson��� [26]�	�
	�������

������ 8.5.7. — � ãH ∈ ÃH(k) � � v�X � � � � � � � � � aH(Xv) 
 �
� DH,D + RG

H,D ��	�	�����	������

� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = qdeg(v)rGH,v(aH )� [MH,v(a)/Pv(J

′
a)](k)

��������������

��. — � v̄���	
 v
��
	���
 aH(Xv) � DH,D+RG
H,D!� ��

����� dH,v̄(aH), dv̄(a)� rGH,v(aH)
����������

(1) � aH(v̄) /∈ DH,D ∪ RG
H,D ���

dH,v̄(aH) = 0, dv̄(a) = 0 � rGH,v(aH) = 0,

(2) � aH(v̄) ∈ DH,D ��� aH(v̄) /∈ RG
H,D �
��

dH,v̄(aH) = 1, dv̄(a) = 1 � rGH,v(aH) = 0,

(3) � aH(v̄) ∈ RG
H,D ��� aH(v̄) /∈ DH,D �
��

dH,v̄(aH) = 0, dv̄(a) = 2 � rGH,v(aH) = 1 �
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8.5.8. — �� � � � ��� Bezrukavnikov �� 3.7.5�� δH,v̄(aH) = δv̄(a) =
0 � � � � � � Springer 	 
 MH,v(aH)�Mv(a) � ���	 
��� � �
�� Pv(Ja)�Mv(a) ��� ��� � ���� � Pv(JH,aH )�MH,v(aH) ���
���������� 3.7.2�� 8.4.5 ��D′�Xv �����������
���
�	���� aH� a����� aH,v ∈ cH(Ov)� av ∈ c(Ov)���
� 8.2.7 �����������

1 = [MH,v(aH)/Pv(JH,aH )](k) = vol(J0
H,aH

(Ov), dtv)SOaH,v(1hv , dtv)

����� 8.2.5 ���
� [MH,v(a)/Pv(J

′
a)](k) = vol(J ′

a(Ov), dtv)SOaH,v(1hv , dtv)

�����
� [MH,v(a)/Pv(J

′
a)](k) =

vol(J ′
a(Ov), dtv)

vol(J0
H,aH

(Ov), dtv)
�

���Mv(a) ��
���� k����� Kostant��	���
�
�
� [Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = 1 �

�����
��

� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ =

vol(J ′
a(Ov), dtv)

vol(J0
a(Ov), dtv)

�

���������������� Ja → JH,aH ����		�����
 J0

a → J0
H,aH

�����

� [Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ = � [MH,v(a)/Pv(J

′
a)](k)

���������

8.5.9. — ������������ aH(Xv) � RG
H,D!� ����� cH,D 
�

 ������� dH,v̄(aH)�	�����
δH,v̄(aH) = 0 � cH,v̄(aH) = 0 �

�
 δH,v̄(aH) = 0 ���� Springer 	
 MH,v(aH)�	
���� 3.7.2� Pv(JH,aH )
�MH,v(aH) ���������������

� [MH,v(aH)/Pv(JH,aH )](k) = 1 �
�������

� [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k) =

vol(J ′
a(Ov), dtv)

vol(J0
H,aH

(Ov), dtv)
�

�
 aH(Xv) � cH,D 
� ���� JH,aH���������� JH,aH = J0
H,aH
�

�
��� cv̄(a)��
 Ja|Xv���	
���
cv̄(a) = cH,v̄(aH) = 0 �

���� Springer 	
 Mv̄(a)�
��


δv̄(a) =
dv̄(a) − cv̄(a)

2
= 1 �
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��
��� 8.3�������� 8.3.8����	�� κ(α̌) �= 1 ������
�������

[Mv(a)/Pv(Ja)](k)κ = � A±α(kv)qdeg(v)

	�A±α� kv ���� 1 
���	���
A±α(k̄) = JH,aH (Ov̄)/Ja(Ov̄) �

���� 8.2.7�����

Oκ
a(1gv , dtv) =

qdeg(v)

� A±α(kv)vol(J0
a (Ov), dtv)

�


������
� A±α(kv)vol(J0

a(Ov), dtv) = vol(J0
H,aH

(Ov), dtv)

���

[Mv(a)/Pv(J
′
a)](k)κ =

qdeg(v)vol(J ′
a(Ov, dtv))

vol(J0
H,aH

(Ov), dtv)
�

��������
� [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ = qdeg(v)� [MH,v(a)/Pv(J

′
a)](k)

���������

����� 8.5.7����

8.6. Langlands-Shelstad ������������. — �������.�� Langlands-Shelstad �
��� 1.11.1�

��. — �Xv = Spec(Ov) 	�Ov = k[[εv]] �X•
v = Spec(Fv) 	�Fv = k((εv))�

�Gv���Xv ��������G�	�����Xv���� Out(G) ��
� ρG,v ����� (κ, ρκ,v)���
	�
	�
��� 1.8��Hv����
	
��� aH ∈ cH(Ov) ����� a ∈ c(Ov) ∩ crs(Fv)�

8.6.1. — �Gv��� ��� � 	 � � �C��C 
 ���Hv��� ���
�Gv ��Gv/C ���Hv ��Hv/C �� κ�
�	����
�	�����
������Gv������	����

�Hv�������	���C��C �������� Iγ0
��	� γ0 =
ε(a)�C�Gv������Mv�Gv��� Levi �����������Gv�
� κ�
�	��Mv�� κ�
�	���Mv�������	�������
����	����������������������Gv�Hv�����
��	����

8.6.2. — �MH,v(aH)�Mv(a)������ Springer 	
��� 3.5�	����
�N > 0 ���� k������� k′ ��� a′H ∈ cH(Ov ⊗k k

′) ���
aH ≡ a′H mod εNv

��

– a′H��� a′ ∈ c(Ov ⊗k k
′) ∩ crs(Fv ⊗k k

′) �
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– � Springer 	
 MH,v(aH)⊗k k
′�MH,v(a

′
H) � Pv(JH,aH )⊗k k

′�Pv(JH,a′H )�
�������

– � Springer 	 
 Mv(a) ⊗k k
′�Mv(a

′)  � Pv(Ja)�Pv(Ja′)�� � ���
��

� δH(aH)�� Springer 	
 MH,v(aH)�
��

8.6.3. — 	���� k�
	�������X������������

– ����� k����� v�∞�
– �������X� v����������Xv�
– X ��� � π0(κ) � � � ρκ �  � � �∞��� � �α∞ � � � � � �

αv ������Xv ����� ρκ,v�

�G�H����X������ 1.8���αv�G�H�Xv �������
��
Gv�Hv�Gv�Hv�������	����G�H
�����
�α∞ ��������

ρ•κ : π1(X,∞) = π1(X,∞) � Gal(k̄/k) → π0(κ)

��Gal(k̄/k) ������������ π1(X,∞)� π0(κ)���� π1(X,∞)�
���������X��G�H�������	����

8.6.4. — ���X��������
D�������

– 	���X������
D′��D = D′⊗2 �
– D′ �������� v��	�
– deg(D) > rN + 2g�	� r�G��� g�X��
�
– δH(aH) �
 7.8.2������� δbad

H (D)�

�� 5.7.2�� deg(D) → ∞���� δbad
H �
∞������� deg(D) 	�

��	�����
������

8.6.5. — �����X�����
D���G�H ����Hitchin 	
�
f : M → A � fH : MH → AH �

G�H�������X��	����� deg(D) > 2g���������

� Aani�Aani

H ���	��

8.6.6. — � deg(D) > rN + 2g��	��������� Spec(Ov/ε
N
v )���

H0(X, cH,D) → cH(Ov/ε
N
v )

����������Z�H0(X, cH,D)������	����� aH� cH(Ov/ε
N
v )

���������������AH���� rN 
�������� 4.7.1�
����������Z ′�Z���
������� a′H ∈ Z ′(k̄) ����
���� � a′H(X � {v}) � � � DH,D + RG

H,D�!� ����Z ′�� � �
	 
 ��� 
 Aani

H �AH������ � � 
�� 
�
 deg(D)��� ��
� 6.3.5�Z ′ ∩ Aani

H �= ∅��Z ′ � �Z ′ ∩ Aani
H ��� � ��Z ′ ⊆ Aani

H ���
� a′H ∈ Z ′(k̄) �������� δH(a′) = δH(aH) ����Z ′ ⊆ A

good
H �����

��������� 8.5�
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� Z̃ ′�Z ′� Ã
good
H ��� ��� 
 Z̃ ′�� ��
��� � ������

���m�����	��� 
�
m��� k′/k��� Z̃ ′(k′) �= ∅�
� ã′H ∈ Z ′(k′) 	
 a′H ∈ Z(k′)
���� ã′� ã′H� Ã���� a′� a′H�A��
��

8.6.7. — ��
� Ã
good
H �	���������� 6.4.2 ��� 8.4.4�����

������

� (P′
a′)

0(k′)
∏

v′∈|(X�U)⊗kk′|
� [MH,v′(a

′
H)/Pv′(J

′
a′)](k

′)κ

= qr(a
′
H ) deg(k′/k)� (P′

a′)
0(k′)

∏
v′∈|(X�U)⊗kk′|

� [Mv′(a
′
H)/Pv′(J

′
a′)](k

′)

�������� ���� J ′
a′ �����	
�������
J ′
a′ → Ja′ → JH,a′H

�� 8.4.1��
������Xv�� J ′
a′ = J0

a′�

8.6.8. — �
 ã′H ∈ Ũ(k′) ������ 8.5.7 ������ v′ �= v������
�������������� v���

� [MH,v(a
′
H)/Pv(J

0
a′)](k

′)κ = qrv(a
′
H) deg(k′/k)� [Mv(a

′
H)/Pv(J

0
a′)](k

′) �
�
	�� Springer 	
 Mv(a) ⊗k k

′ � Pv(Ja) ⊗k k
′������
 Mv(a

′) 
� Pv(Ja′)������������
�H
���������

� [MH,v(aH)/Pv(J
0
a )](k

′)κ = qr
G
H,v(aH ) deg(k′/k)� [Mv(aH)/Pv(J

0
a)](k

′) �
��
 k��	���
m��� k′������� 8.1.14�������

� [MH,v(aH)/Pv(J
0
a)](k)κ = qr

G
H,v(aH )� [Mv(aH)/Pv(J

0
a)](k) �

���� 8.2.5�	������
Oκ
a(1gv , dtv) = qr

G
H,v(aH )SOaH (1hv , dtv)

���������

����� Langlands-Sheldstad�� 1.11.1����

8.7. Ãani ��� ��� ��� 


 ��� ��� ��� ��� ���. — ���	��� ��� ��� ��� � �
� 6.4.2����

��. — �� 8.5����� 8.5 ���������� 8.5.4

(8.7.1)
∑
n

(−1)ntr(σk′, (L
n
κ)ã) =

∑
n

(−1)ntr(σk′, (L
n
H,st)ãH ) �

��� ãH ∈ Ãani
H (k) �	� ã ∈ Ãani(k)������ 8.4.4� 8.5.4����


(P′
a)

0(k)
∏

v∈|X�U |
� [Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ
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����

qr
G
H(D)(P′

a)
0(k)

∏
v∈|X�U |

� [MH,v(a)/Pv(J
′
a)](k) �

� 1.11.1 � 8.2.5���������
[Mv(a)/Pv(J

′
a)](k)κ = qr

G
H,v(D)[MH,v(a)/Pv(J

′
a)](k)

�� 8.7.1�

8.8. Waldspurger ��� ���. — �����G1�G2�� ��	�X � � � ��
� 1.12.5���G1�G2��������X = X ⊗k k̄�	�����

8.8.1. — � f1 : M1 → A1 ��� f2 : M2 → A2����Hitchin 	
��� 4.18 �
�����

A = A1 = A2 �
�P1�P2 	��G1�G2 ����Picard A����� 4.18.1� 	�� � �
� P1 → P2 ����		���������

������ 8.8.2. — 	�������	�	 Aani ������

K1 =
⊕
n

pHn(f ani
1,∗��)st � K2 =

⊕
n

pHn(f ani
2,∗��)st

���������
� st�
��� Pi �����������

�������������� 6.4.2���� �����������
����Waldspurger 1.12.7 �����������������������
�� Ãani ��

8.8.3. — ����
� A♦ �����������
����� f1� f2�
����������K1�K2�A♦ ������	�	���
�����
������
	������� Čebotarev����������
(8.8.4) tr(σk′, K1,a) = tr(σk′, K2,a)

�
 k������� k′���� a ∈ A♦(k′)�����X��X ⊗k k
′ �
��

�� k = k′�

8.8.5. — � a ∈ A♦(k)��� 4.7.7����
�

– Pi,a�Mi,a �����������
– P0

i,a �
�� Abel���P 0
i,a�

������ 8.1.6� 8.1.7����
tr(σ,Ki,a) = �P 0

i (k) �
�
P 0

1 �P 0
2 ���� k���Abel������������ k������

�� 8.8.4���	��������K1�K2�A♦ ���������
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8.8.6. — ������ 7.8.3�	��������K1�K2�
Agood = Aani − Abad

���������

8.8.7. — �� 8.6���������� Waldspurger 1.12.7 ���������
���

8.8.8. — �	������������ 8.7���������� 8.8.4 ��
� a ∈ Aani(k′) � k������� k′������������ 8.8.2�

8.8.9. — ���� 7.8.1������� 7.2.1��� Hitchin 	
���	���
�����	����
� A♦ ��������	������������

������. — Sans l’aide et l’encouragement des mathématiciens ci-dessous nommés, ce
programme n’aurait probablement pas abouti et n’aurait probablement même pas eu
lieu. Je tiens à leur exprimer toute ma reconnaissance. R. Kottwitz et G. Laumon qui
m’ont appris la théorie de l’endoscopie et la géométrie algébrique�n’ont jamais cessé
de m’aider avec beaucoup de générosité M. de Cataldo, P. Deligne, V. Drinfeld, G.
Laumon ont relu attentivement certaines parties du manuscrit. Leurs commentaires
m’ont permis de corriger quelques erreurs et améliorer certains arguments. L’argu-
ment de dualité de Poincaré et de comptage de dimension que m’s expliqué Goresky
a joué un rôle catalyseur de cet article. Il est évident que la lecture de l’article de
Hitchin [34] a joué un rôle dans la conception de ce programme. Il en a été de même
des articles de Faltings [24], de Donagi et Gaitsgory [23] et de Rapoport [63]. Les
conversations que j’ai eues avec M. Harris sur le lemme non standard ont renforcé ma
conviction sur la conjecture du support. M. Raynaud a eu la gentillesse de répondre à
certaines de mes questions techniques. Je voudrais remercier J. Arthur, J.-P. Labesse,
L. Lafforgue, R. Langlands, C. Moeglin, H. Saito et J.-L. Waldspurger de m’avoir
encouragé dans cette longue marche à la poursuite du lemme. Je dis un merci chaleu-
reux aux mathématiciens qui ont participé activement aux séminaires sur l’endoscopie
et le lemme fondamental que j’ai contribué à organiser à Paris-Nord et à Bures au
printemps 2003 et à Princeton aux automnes 2006 et 2007 parmi lesquels P.-H. Chau-
douard, J.-F. Dat, L. Fargues, A. Genestier, A. Ichino, V. Lafforgue, S. Morel, Nguyen
Chu Gia Vuong, Ngo Dac Tuan, S.W. Shin, D. Whitehouse et Zhiwei Yun. Je remercie
J. Heinloth pour d’utiles indications bibliographiques.
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3. LNM, vols. 151, 152, 153, Springer.

[22] S. Diaz, J. Harris, Ideals associated to deformations of singular plane curves, Trans.
Amer. Math. Soc. 309, 433-468. (1988).

[23] Donagi R., Gaitsgory D. : The gerb of Higgs bundles. Transform. Groups 7 (2002)
109–153.



132 ���

[24] Faltings G. : Stable G -bundles and projective connections. J. Alg. Geom. 2 (1993)
507–568.
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aux Annals of Math. 168 (2008), 477�573.

[55] Levy P., Involutions of reductive Lie algebras in positive characteristic, Adv. Math.,
210 (2007), 505�559.

[56] Mumford, D. Abelian varieties. Oxford University Press.
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�X� Y ���� k = �q ���������� f : X → Y ��������
���X���� k���
����Deligne [18]�	� f∗�������
���� [7]�il décompose géométriquement comme une ��de 
	����	
�avec décalage. Il existe au-dessus de Y ⊗k k̄����

f∗�� =
⊕
(K,n)

K[−n]mK,n

	�la ��est étendue sur l’ensemble des ���des couples (K,n) constitué d’un
����	�K sur Y ⊗k k̄ et d’����n et où

mK,n := dim Hom(K, pHn(f∗��))

�� � � ��nul sauf pour � � �couples (K,n)�� � � �����	
�K présent dans f∗�� ���	�����n tel que mK,n �= 0�La Poincaré�
	implique une symétrie pour ces entiers mK,n�

������ 1. — �
 Y ����
	����	�K���
mK,n+dim(X) = mDK,−n+dim(X)

	�DK�K�Verdier�	�

Goresky�MacPherson ont observé que cette symétrie impose une contrainte sur
la �
�des supports des 
	����	�K présents dans f∗���

������ 2. — �X� Y ����� k��������X� k������ f :
X → Y ������������ f����
� d��K� Y ⊗k k̄�����
���	������� f∗�����Z�K���������

codim(Z) ≤ d �

��. — ��au contraire que codim(Z) > d���la Poincaré�	et quitte à
échanger K et DK qui ont le même support, ����qu’	�����n

n ≥ dim(X)

tel que mK,n �= 0��� [7], 	���
�Z ′ de Z �un 	��K ′ sur S tel que
K = j!∗K ′[dim(Z)] �	� j�
�Z ′�Z��	�� y�Z ′���
	��La
fibre de K en y est alors un �� ��	�����

− dim(Z) = − dim(Y ) + codim(Z)

�	���
la fibre de K[−n] en y�un ���� RΓ(Xy,��) ����

Hn−dim(Y )+codim(Z)(Xy) �= 0 �
��������

n− dim(Y ) + codim(Z) > 2d

parce que n ≥ dim(X) et codim(Z) > d�Cette non annulation est en �"avec �
	��que la fibre Xy��
�
 d
��
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������ 3. — Mettons-nous sous��	��du théorème précédent.���les fibres
de f��
	����s de dimension d > 0��K�������	�sur Y ⊗k k̄
présent dans f∗����Z�K����Alors ���
���

codim(Z) < d �

��. — Sous �	��que les fibres de f�������le ����de 	��
� 2d est le 	��

H2d(f∗��) = ��(−d) �

��la 	
de f∗�� sur Y ⊗k k̄

f∗�� =
⊕
(L,n)

L[−n]mL,n

	�L��l’ensemble des ��de����	�sur Y ⊗k k̄ et n l’ensemble des en-
tiers. �mL,n �= 0 �alors�� Hi(L[−n]) = 0 ��� i > 2d et même H2d(L[−n]) = 0
�L��
��[dim(Y )]�Le même argument que dans �����������
���	�K sur Y ⊗k k̄ qui ��
��[dim(Y )] alors le support Z de K doit
vérifier �
��� codim(Z) < d�Bien entendu, �K �
��[− dim(Y )] �son
support est �� Y et ���est trivialement satisfaite.

————————————————————————

������ 8.8.10. — �S������ k���� f : M → S�������de �
������de dimension d�� Irr(M/S) �des �����des fibres de M/S
défini dans ??����	�������

��

Irr(M/S)
(−d) ∼−→R2df!��(d)

�� (−d) �
un Tate ���

��. — Comme dans ??, �� f�������à ���
		
���	�un

���U de M �	la trace sur ��
		
de f est la partie lisse de cette
fibre. 
�� π0(U/S) = Irr(M/S)�����M � U → S���
��
�

 d�� h : U → S� f�U �����La flèche dans la ��
�d’excision

R2dh!�� −→ R2df!��

est alors ������������

��

π0(U/S)
(−d) −→ R2dh!�� �

� u���	���de U au-dessus d’un ��
�S ′ de S���Grothendieck�
���� [30, 15.6.4]�	���
�	����� Zariski 
�Uu de U ′ = U ×S S

′

tel que ��� s ∈ S�la fibre Uu,s est la �	�de Us contenant le point u(s)�
��� hu : Uu → S ′ �� h�Uu �����L’�	Uu ⊆ U ′ �����flèche entre
����à support de 	���

R2dhu!�� −→ R2dh!��|S′ �
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����������
R2dhu!�� −→ ��(−d)

��������Uu/S
′�	
��
	�������������

��(−d) −→ R2dh!��|Y ′ �
� � � ��� � 
	��� u� �� � 
 ���� � � 
��� � �
� π0(U/S)����������������

��

π0(U/S)
(−d) −→ R2dh!�� �

���������������	
�������������

������ 8.8.11. — �F �S���� �����S =
⊔
σ∈Σ Sσ �S������

�������	��������F ��������		�������� i :
Z → S�S�����������L���Z����	��� i∗L�F ���
����S�����Sσ ����

��. — i∗L�����Sσ �����étant un ��du 	��F|Sσ �
���	
�������� σ ∈ Σ ��Sσ ⊆ Z ��Sσ ∩ Z = ∅��
Z������
������ σ ∈ Σ ���Z ∩ Sσ�Z����	
����Sσ�Z����	

��

8.8.12. — ��une variante plus compliquée du �� 7.2.1 où on ne suppose plus
les fibres de P ��connexes. �P�������S �����	�����
��ouvert P 0 de P �	la fibre P 0

s au-dessus de ��� s de S est la �		
�de Ps��P ��P 0 �����la notion de δ���et celle de Tate � T�
(P

0)
polarisable.

8.8.13. — 	����� Abel �� π0(P ) pour la ����de S qui interpole les
groupes de �	� π0(Ps) des fibres de P ��� [57, 6.2]�

P �M ��������� π0(P )���� Irr(M/S) �������Donnons-
nous un ��

Π0 → π0(P )

	�Π0 est le ���de valeur d’un certain Abel �fini Π0�Localement pour la �
���de S�	�de tels ��s qui ne sont pas triviaux.


������du ��� Π0 sur �d’ensembles Irr(M/S)��� ����

Irr(M/S)

qui associe à tout ��
�S ′ de S l’��	��

Irr(M/S)(U ′)
et qui lui aussi est muni

d’����du ��� Π0��������� κ : Π0 → ��

× ���������

(��

Irr(M/S)
)κ

	�Π0 agit à travers le ��� κ�L’ensemble des 
	� s de S tels que κ : Π0 →
��

× ����Π0 → π0(Ps) forme un ����de S que nous allons noter Sκ��
�� (��

Irr(M/S)
)κ�����Sκ ��
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8.8.14. — ��������P agit sur les �	����Kn = pHn(f∗��) à
travers le quotient π0(P )�Par conséquent, le ��� Π0 ����	�Kn�qui �
����	
en ��

Kn =
⊕
κ∈Π∗

0

Kn
κ

	�Π∗
0 = Hom(Π0,��

×
)�

Voici une généralisation de 7.2.1�

������ 8.8.15. — �M �S����� k��� f : M → S������	���
����	���� d����P ��������S		��������
� d�����M ��������������� Tate � T�
(P

0) ����
��

� Π0 → π0(P ) �����d’un ��� Π0 dans � π0(P ) des 	���des fibres
de P �� κ ∈ Π∗

0 ������de Π0 ��Sκ le fermé de S des points s ∈ S tel

que κ : Π0 → ��

× ���
 π0(Ps) ��	une ���

S ⊗k k̄ =
⊔
σ∈Σ

Sσ

	���	 σ ∈ Σ �Sσ �����et 	�la restriction du � (��

Irr(M/S)
)κ à ���

�Sσ �������Le fermé Sκ est alors nécessairement une réunion des ��Sσ
pour σ dans un ��de Σ ��K ���������présent dans Kn

κ ����
����������Z de S⊗k k̄��� δZ ≥ codim(Z) �Alors Z est l’adhérence
de l’une des ��Sσ qui sont contenues dans Sκ �

Signalons un corollaire immédiat de ce théorème.

������ 8.8.16. — �������P � δ���alors tous les supports des ����
��s présents dans Kn

κ 	�des adhérences de ��s Sσ contenues dans Sκ �

8.8.17. — De nouveau, l’analogue de 8.8.15 pour le ����ordinaire de degré maxi-
mal de f∗�� à la place des �	�de cohomolofie Kn rśulte immédiatement des
lemmes 8.8.10� 8.8.11�

8.8.18. — �����le problème de trouver une ���de S ��la restriction

du � (��

Irr(M/S)
)κ à ����est 	�����est accessibile ��il s’agit d’étudier

la variation en ��de s de la représentation du ��� π0(Ps) sur ��
��	
 Irr(Ms) qui sont complètement explicites. Sur ���
�de la Hitchin 	
�la
situation est encore plus favorable comme nous allons voir.

��qu’	���
�M reg de M qui � f���	
���	�et tel que
P �M reg �������������aussi qu’	�une section S → M reg�

��des �s

Irr(M/S) = π0(M
reg/S) = π0(P )

des ���munis d’action de π0(P )�Ici π0(P ) agit sur lui-même par ��.
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�S�� � Hensel ����� s0 �la flèche de spécialisaiton Irr(Ms0) →
Irr(Ms)�������M�S������Cette surjectivité de la flèche de ��
�est donc aussi vérifié pour les Abel �� π0(P )�Localement pour le ����de
S�	�donc un ��� Π0 → π0(P ) d’un ��� Π0 sur π0(P )������nous
allons supposer l’existence de l’��� Π0 → π0(P ) sur S�

������ 8.8.19. — �� Irr(M/S) = π0(M
reg/S) = π0(P ) et qu’	�un ��� Π0 →

π0(P ) ���� κ : Π0 → ��

× ������de Π0 ��Sκ le fermé de S des points
s ∈ S tel que κ���
 Π0 → π0(Ps) et iκ : Sκ → S l’����������

(��

Irr(M/S)
)κ = iκ,∗�� �

��. — �����	
du �����

Π0
en ��

��

Π0
=

⊕
κ∈Π∗

0

(��)κ

	�Π0 ��� (��)κ �via le ��� κ���� Π0 → π0(P ) ���alors un ��
�de ��

(��)κ → (��

Irr(M/S)
)κ

�	la fibre est nulle en dehors de Sκ et non nulle sur Sκ���������

En combinant le �� 8.8.16 et le �� 8.8.19, ������description complète
des supports des ��	�s sous des hypothèses favorables.

������ 8.8.20. — �M �S	��� k��� f : M → S������	����
���	���� d����P ��������S		��������� d�
����M ������������������
�����

(1) Tate � T�
(P
0) ������

(2) Irr(M/S) = π0(M
reg/S) = π0(P ) �

(3) 	�un ���d’un ��� Π0 sur � π0(P ) �

�����	 κ ∈ Π∗
0 ��K���������K présent dans pHn(f∗��)κ de

support Z vérifiant codim(Z) ≥ δZ �Alors Z ��une des �����de Sκ ��
����P � δ����alors le support de n’importe quel ������présent
dans pHn(f∗��)κ ��une des �����de Sκ �

———————————————————————-

�����introduire la notion de l’amplitude de ��support qui joue un rôle clé
dans 8.8.15�������garder les notations de 8.8.15���� κ ∈ Π∗

0 ���
���n�le �	����Kn

κ���
	�������En regroupant ses ��
�ayant le même support, ��������	


(8.8.21)
⊕
n∈�

Kn
κ =

⊕
α∈Aκ

Kn
α
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	�Aκ�S⊗k k̄�������������Zα��Kn
α est la ��des ���de

Kn
κ de support Zα�En supposant que���α ∈ Aκ �Kn

α��	pour au moins �
���n���Aκ����������α ∈ Aκ �Kn

α�������canonique
de Kn

κ�

8.8.22. — On va maintenant introduire la notion d’amplitude de α ∈ Aκ���
�α���


occ(α) = {n ∈ � |Kn
α �= 0} �

����n+(α) �� occ(α)�	������n−(α) ����	������
���l’amplitude de α par ��

amp(α) = n+(α) − n−(α) �
Voici une estimation cruciale de l’amplitude �	on reporte la démonstration à ??�

������ 8.8.23. — �� 7.2 �	��� T�
(P
0) est polarisable��� ??�

��	 κ ∈ Π∗
0 ���	α ∈ Aκ �� δα �la valeur minimale de l’invariant δ :

S(k̄) → N sur le �������Zα�Alors �����
amp(α) ≥ 2(d− δα)

�� d� g : P → S������

———————————————————————–

�������������� 8.8.15 en admettant ��� 7.3.2�����
la
Poincaré�	et un argument de comptage de dimension du à Goresky�MacPherson.
Le lecteur consultera l’annexe��� ?? pour voir comment cet argument marche dans
un contexte plus général.

��. — �
M�S� k������ Poincaré-Verdier�	�����
f∗�� = RHom(f∗��,��[−2d](−d))

	� d� f���
��En prenant les �	������������
Kn = K2 dim(M)−n,∨(dim(M))

	� ∨��S�� �������Verdier�	����	��������
����� κ ∈ Π∗

0 �������� κ	�
��

Kn
κ = K2 dim(M)−n,∨

κ (dim(M)) �
�
���respecte la 	
par le support 8.8.21,���α ∈ Aκ �l’ensemble d’en-
tiers occ(α) est symétrique par rapport à dim(M)���en admettant l’estimation
de l’amplitude 7.3.2

amp(α) ≥ 2(d− δα)

on constate qu’	�����n ∈ occ(α) tel que

n ≥ dim(M) + d− δα �
���������	��	�K de support Zα ���K�������de Kn

κ

avec n ≥ dim(M) + d − δα�Localement pour la ����de S�	�des 	&s
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π0(P ) → P de l’���P → π0(P )�En déduit ����de Π0 sur sur � f∗���
�
 f∗����������	�une 	
en ��

f∗�� =
⊕
κ∈Π∗

0

(f∗��)κ

tel qu’	�����N tel que ��� λ ∈ Π0 � (λ− κ(λ)id)N agit trivialement sur
(f∗��)κ après ���à un ����de S�Cette 	
est indépendante du choix du
	& π0(P ) → P de sorte qu’��en fait une ��	
au-dessus de S����
�la compatibilité évidente

pHn((f∗��)κ) = Kn
κ �

Ainsi K[−n]�������du complexe (f∗��)κ��Uα����	
�de Zα �
	�K est ����L[dim(Zα)] �	�L�������	��sur Uα�� Vα�
��
�de S qui contient Uα comme un fermé. ��
 iα : Uα → Vα�Quitte à
remplacer S par Vα �������Uα = Zα�

� uα�Uα���
	���
L[−n]�������de (f∗��)κ �la fibre en uα
de L[−n]�������de la fibre en uα de (f∗��)κ�La fibre en uα de (f∗��)κ�
� RΓ(Muα,��)κ �������pour un����alors que la fibre de L[−n] en
uα����	�� ��	�����n− dim(Zα) �	������

Hn−dim(Zα)(Muα,��) �= 0 �
����

n− dim(Zα) = n− dim(S) + codim(Zα)

�
�

dim(M) + d− δα − dim(S) + codim(Zα) �

���	��������
codim(Zα) ≥ δα �

�������� dim(M) − dim(A) = d�������������
n− dim(Zα) ≥ 2d �

� 
 	 
Muα�
��
 d�la non-annulation Hn−dim(Z)(Muα,��) �= 0 im-
plique que n − dim(Zα) = 2d�En tronquant par l’opérateur τ≥2d � � � �
� iα∗L[−n + dim(Uα)]�������de H2d(f∗��)κ[−2d] �� iα∗L������
�de H2d(f∗��)κ���résulte donc de 8.8.11�

—————————————————————————

������ 8.8.24. — �S������� k��������� f : X → S���
�	��de source un �� k��X �� g : P → S��������		��
�ayant les fibres connexes de dimension d�������dans P de n’importe
quel point de M ������� Tate � T�
(P ) �������� ??�

�	la ����par les supports

Kn =
⊕
α∈A

Kn
α
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�� A ������	de ����s ���s Zα de S ⊗k k̄��Kn
α est la �

�des facteurs ����s ayant pour support le ������Zα ��Uα ���	
���de Zα comme dans 7.4.8, ���tel que Kn

α �Uα ���	�����	Lnα
décalé de dim(Zα) ���la restriction Pα de P à Uα admet un ��après un �

	fini radiciel

1 → Rα → Pα → Aα → 1 �
�����	��� uα de Uα �l’����gradué Lα,uα =

⊕
n L

n
α,uα ����	

�sur l’���� ΛAα,uα �

��. — Démontrons la ��par une �����sur Zα�
���α0 ∈ A�	�
���tel que Zα0���S⊗k k̄��Uα0����	
�de S⊗k k̄	�au sens
de 7.4.8�
��

pHn(f∗��)|Uα0
= Lnα0

[dim(S)]

	�Lnα0
���	�����sur Uα0�Cette ��est munie d’����canonique

de ΛAα �� ??�

� uα0���
	�quelconque de Uα0�
�����⊕
n

Lnα0,uα0
=

⊕
n

Hn
c (Muα0

)

compatible avec l’action de ΛPuα0
�Par la raison de poids comme dans 7.4.8, l’action

de ΛPuα0
����ΛAuα0

�En prenant un 
	� uα0 au-dessus d’un point à valeur

dans un ����on dispose alors d’un ��	& λ0 : T�
(Auα0
) → T�
(Puα0

)�
�� 7.5.4, avec ce 	&

⊕
n Hn

c (Muα0
)��� ΛAuα0

�libre. ���est alors vraie

pour n’importe quel 
	�de Uα0 et pour n’importe quel 	&�

�����est démontré essentiellement par la même méthode. On utilise la pro-
priété de liberté de la ���de la fibre Muα pour déduire la liberté du 	�	�
�Lα comme ΛAα ��La difficulté est de contrôler le bruit causé par les Kα′ avec
dim(Zα′) > dim(Zα)����par récurrence, ����pour ces α′ �Lα′����
��sur ΛAα′�Prenons un 
	� uα de Uα au-dessus d’un point à valeur dans un
�����Suα l’�
 Hensel �de S en uα�La construction de 7.6 s’applique à
Suα�On dispose donc d’����de ΛP,uα sur f!���Suα ����

(8.8.25) ΛP,uα � (f!��|Sα) → (f!��|Sα) �
Comme dans 7.6, celle-ci �������graduée de de ΛP,uα sur la ��de �	�
����	la partie de degré −1 s’écrit

T�
(Puα) ⊗ pHn(f!��)|Sα → pHn−1(f!��)|Sα �
����se��	
suivant la��	
de pHn(f!��) et pHn−1(f!��) par le support

(8.8.26)
⊕
α′∈A

T�
(Puα) ⊗Kn
α′ |Sα →

⊕
α′∈A

Kn−1
α′ |Sα �

�α′ �= α′′ �la flèche induite

T�
(Puα) ⊗Kn
α′ |Sα → Kn−1

α′′ |Sα
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est nulle �� T�
(Puα) ⊗ Kn
α′|Sα����successive de ��	�s de support

Zα′ ∩ Sα alors que Kn−1
α′′ |Sα����successive de ��	�s de support Zα′′ ∩

Sα�Ainsi, la flèche 8.8.26 �����des flèches

(8.8.27) T�
(Puα) ⊗Kn
α′ |Sα → Kn−1

α′ |Sα
la somme étant étendue tous les α′ ∈ A�L’action graduée de ΛP,uα sur

⊕
α′∈AKα′ |Sα

se décompose donc en une ��de des actions graduées de ΛP,uα sur ��Kα′|Sα�
Le 
	� uα est au-dessus d’un point u0

α à valeur dans un ������ 7.5.3,�
�������	


T�
(Puα) = T�
(Ruα) ⊕ T�
(Auα)

grâce à l’action de Gal(uα/u
0
α)�������donc ����de T�
(Auα) sur

f!��|Sα
T�
(Auα) � (f!��|Sα) → f!��|Sα[−1],

puis ����sur la ��des �	����
T�
(Auα) ⊗ pHn(f!��)|Sα → pHn−1(f!��)|Sα

laquelle se décompose en une ��des flèches

T�
(Auα) ⊗Kn
α′|Sα → Kn−1

α′ |Sα
pour α′ ∈ A�

������ 8.8.28. — ��	α′ �= α���	��m�le �� ����gradué Hm(Kα′,uα) �
�� ΛAuα �libre.

��. — � dim(Zα′) ≤ dim(Zα) avec α′ �= α��Kα′|Sα�	�����il n’y a
rien à démontrer. ������ dim(Zα′) > dim(Zα)��Uα′ ���������
�entre 	�	��s

ΛAα′ ⊗ Lα′ → Lα′

définie dans ??�����������
	� uα′ de Uα′ défini sur un ����la
fibre de Lα′ en uα′��� ΛAα′,uα′ ����	
���Lα′������	�	�
������ 7.4.11����
qu’	�un 	�	��Eα′ sur Uα′ et ���

Lα′ � ΛAα′ ⊗ Eα′

�� ΛAα′ 	���

Sur l’intersection Uα′ ∩ Sα ��encore cette factorisation. � � � yα′ � �le
���de Uα′ ∩ Sα et ȳα′���
	�au-dessus de yα′�
�����de
représentations de Gal(ȳα′/yα′)

Lα′,ȳα′ = ΛAα′,ȳα′
⊗Eα′,ȳα′ �

La flèche de ���
T�
(Puα) → T�
(Pȳα′ )
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���et identifie T�
(Puα) et le ���	de T�
(Pȳα′ ) des vecteurs Gal(ȳα′/yα′)�
��s. ����de �	�� T�
(P ) est polarisable dans le lemme intermédiaire
suivant.

������ 8.8.29. — ��	����
T�
(Auα) → T�
(Puα) �

l’application
T�
(Auα) → T�
(Aȳα′ )

qui s’en déduit �������	�un complément de T�
(Auα) dans T�
(Aȳα′ )

qui est Gal(ȳα′/yα′) ����

��. — La flèche de ��� T�
(Puα) → T�
(Pȳα′ ) est compatible avec la form

alternée de polarisation. N’importe quel ��	&T�
(Auα) → T�
(Puα) est com-

patible avec la  ���������T�
(Auα) → T�
(Pȳα′ ) qui s’en déduit 

��������T�
(Auα) → T�
(Aȳα′ )������� �de T�
(Auα) dans

T�
(Aȳα′ )���complément Gal(ȳα′/yα′) ����

�� 8.8.28����La 	
en ��8.8.29

T�
(Aȳα′ ) = T�
(Auα) ⊕ U

de représentations de Gal(ȳα′/yα′)�induit ���de représentations de Gal(ȳα′/yα′)

ΛAȳ
α′

= ΛAuα ⊗ Λ(U)

	�Λ(U) =
⊕

i ∧i(U)[i]�Ceci implique une factorisation en���de représentations
de Gal(ȳα′/yα′)

Lα′,ȳα′ = ΛAuα ⊗ Λ(U) ⊗ Eα′,ȳα′ �
Il existe donc ���

Lα′ |Uα′∩Sα = ΛAuα � E ′
α′

	�E ′
α′�Uα′ ∩ Sα ����	����
le �����avec ΛAuα commute avec

le ����de Uα′ ∩ Sα à Zα′ ∩ Sα et avec le foncteur fibre en uα0 �la �� 8.8.28
s’en déduit.

�����
�7.6.3

Em,n
2 = Hm( pHn(f∗��)uα) ⇒ Hm+n(Muα)

qui dégénère en E2 �� 7.6.4���������
de

H =
⊕
j

Hj(Muα)

�	�m�gradué est ⊕
n

Hm( pHn(f∗��)s0) �
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Cette �
est stable sous l’action de ΛAuα�Son action sur �m�gradué se déduit
de l’action de ΛAuα sur la �� ⊕

n

pHn(f∗��)|Sα

��de celle sur les Kα′ |Sα�Ce �m�gradué
⊕

n Hm( pHn(f∗��)s0) se décompose
donc en une ��de ΛAuα 	�� ⊕

α′
Hm(Kα′,uα)

��α′ �= α��	��
Hm(Kα′,uα)�� � � � ΛAuα � ��� 8.8.28��
�α′ = α��� Hm(Kα,uα) = 0 sauf pour m = − dim(Zα)���������

de H par des sous ΛAuα �s

0 ⊆ H ′ ⊆ H ′′ ⊆ H =
⊕
j

Hj(Muα)

tels que H ′�H/H ′′���� ΛAuα �s et tel que

H ′′/H ′ = Lα,uα �
�� 7.5.4����
H
����� ΛAuα ���������Lα,uα 
����
� ΛAuα �par une propriété particulière de � ΛAuα��
 ΛAuα���	����
���	��ΛAuα �������
����
�

0 → H ′′ → H → H/H ′′ → 0

���H�H/H ′′�������H ′′ 
�����

Notons aussi que ΛAuα����� ��de locale dimension finie ayant un socle de

dimension un. ������que le dual (ΛAuα )∗ de ΛAuα ���� ��	���
�� ΛAuα �����	��
�

0 → (H ′′/H ′)∗ → (H ′′)∗ → (H ′)∗ → 0

	� (H ′′)∗ et (H ′)∗��des ΛAuα �s libres. ���� (H ′′/H ′)∗��� ΛAuα �libre
����H ′′/H ′ 
����

������ 8.8.30. — La discussion de ce paragraphe s’étend mot pour mot au cas 	
�P a éventuellement des fibres non connexes. � g : P → S�������
S�����������S�� f : M → S����M��� k���
��� π0(P )�P��	
��	���Comme dans 8.8.14���	�����
� Π0������ Π0 → π0(P )�
��������	


f∗�� =
⊕
κ∈Π∗

0

(f∗��)κ

����� x ∈ Π0 � (x − κ(x))N agit trivialement sur (f∗��)κ pour un certain
entier N���� κ ∈ Π∗

0 �	�un ����Aκ de ����s Zα de S ⊗k k̄ tel
qu’��des 	
s en ��canonique

Kn
κ =

⊕
α∈Aκ

Kn
α
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	�Kn
κ = pHn((f∗��)κ) et Kn

κ est la ��des ���de Kn
κ de support Zα�

�� 7.4.8 s’applique à Zα �����	�un �	
�Uα de Zα au-dessus du
quel Kn

α���	��Lnα avec un décalage et la �		�P 0
α de P |Uα admet un

Abel �Aα après un ���radiciel qui fibre par fibre est le �
de Chevalley. La �
� 8.8.24 s’applique à Lnα 
���

⊕
n L

n
α������sur l’algèbre d’homologie de

Aα�

————————————————————————

7.3.2 �������de 8.8.24 et de la remarque 8.8.30�

��. — � κ ∈ Π∗
0 �α ∈ Aκ��Zα����������de S ⊗k k̄ correspon-

dant. Comme dans 7.4.8, 	�un �	
�de Uα de Zα tel que Kn
α�Uα ����

���	��Lnα avec un décalage et P 0�Uα ����admet un Abel �Aα après
un �����tel que fibre par fibre on trouve le �
de Chevalley. �� 8.8.24 et
en tenant compte de la remarque 8.8.30,

⊕
n L

n
α������sur l’algèbre ΛAα des

homologies de Aα��
�����	��son amplitude �
�
celle de ΛAα�

 2(d− δα)����������

amp(α) ≥ 2(d− δα)

���������

������ 8.8.31. — Notons les résultats de ce paragraphe restent inchangés si au lieu de
k��s P et M ��des Deligne-Mumford���

8.8.32. — � (κ, ρ•κ)�� ���
 	 � 
de G sur X ��� 1.8.2�
��un
π0(κ) ��� ρκ : Xρκ → X avec un point ∞ρκ au-dessus de ∞�������un
point ∞G du Out(G) ��� ρG et un point ∞H du Out(H) ��� ρH�

Avec la ��
	�
�����un����
ν̃ : ÃH → Ã

de la façon suivante. � aH ∈ A∞
H (k̄) d’image a ∈ A∞(k̄)�
 ��	��

� X̃aH� X̃a ne sont pas directement reliées mais �� � � ��entre leurs �
���s

X̃ρκ,aH → X̃ρκ,a �
�����������

(8.8.33) X̃ρκ,a

��

��




X̃ρκ,aH

��

�����
���

��
��

�� Xρκ × tD

��

������������

X
aH ��

a
�������������� cH,D

ν


�����������

cD
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avec deux parallélogrammes cartésiens. ������ ν détermine ��en pointillé
qu’on voulait construire.

Un k̄�� ãH = (aH , ∞̃) de ÃH consiste en un point aH ∈ A∞
H (k̄) plus un point

∞̃ dans X̃aH au-dessus de ∞�La donnée du point ∞ρκ de ρκ détermine alors

un point ∞̃ρκ = (∞̃,∞ρκ) de X̃ρκ,aH�Il revient au même se donner un point de

ÃH que de se donner un couple (aH , ∞̃ρκ) avec aH ∈ A∞
H (k̄) et ∞̃ρκ ∈ X̃ρκ,aH (k̄)

au-dessus de ∞�
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Mathématiques, Université Paris-Sud, 91405 Orsay, France. • E-mail : ngo@ias.edu et
Bao-Chau.Ngo@math.u-psud.fr


