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第十二章   张量积与外代数

§1 多重线性映射

12．1．1线性空间的一组基的对偶基的定义

定义12.1   对偶空间
设v是k上n维线性空间，
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是v的一组基，则线性函数
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为数域

被
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在此组基下的映射法则决定，即
[image: image5.wmf]12
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已给定。现设
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内全体线性函数组成的集合为
[image: image7.wmf]*
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，则在
[image: image8.wmf]*
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内定义加法与数乘如下：
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则
[image: image10.wmf]*
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关于上述加法、数乘组成
[image: image11.wmf]K

上的线性空间，称为
[image: image12.wmf]V

的对偶空间，记作
[image: image13.wmf](,)
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定义12.2   对偶基
假设同定义12.1，定义
[image: image14.wmf]V

内
[image: image15.wmf]n

个线性函数
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(由前面的知识，不难知
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知存在且是唯一的)，则
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构成
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的一组基，称这组基为
[image: image20.wmf]V

内
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则组基的对偶基。（事实上，我们很容易说明
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线性无关，再
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均可被
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线性表出。）

12．1．2    线性空间的多线性函数、多线性映射的定义（双线性函数的推广）

名词   笛卡尔乘积
设
[image: image25.wmf]12
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是
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个非空集合，定义一个新集合如下：
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这个新的集合称为集合
[image: image28.wmf]12
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的笛卡尔乘积。

定义12.3    多线性函数、多线性映射
设
[image: image29.wmf]1
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是域
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上的线性空间，由设
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是从笛卡尔乘积
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到
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的一个集合间的映射，满足如下条件：
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即映射
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对每个变元
[image: image37.wmf]ii
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来说都是线性的，则称
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是从
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到
[image: image40.wmf]W

的一个多线性映射。

当
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时，也称
[image: image42.wmf]f

是双线性映射。

如果
[image: image43.wmf]WK
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，则称
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为定义在集合
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上的多重线性函数。

当
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是定义在
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上的双线性函数。

§2线性空间的张量积

12．2．1    域
[image: image49.wmf]K

上的二线性空间的张量积的定义（归纳地有多个张量积的定义）

定义12.4   设
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是域
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上的线性空间。
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双线性映射

，如果对任意双线性映射
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上的任意线性空间），都有唯一的线性映射
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时的下图表交换：


[image: image56]
亦即
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的张量积，简记为
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，或更多的时候记作
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定理  域
[image: image62.wmf]K

上的二线性空间的张量积存在，并且在同构意义下是唯一的

证明  取
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得一组基
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线性空间，即
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（线性的定义
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上的加法和数乘）。

令
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是双线性映射。

对于任一双线性映射
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所以，
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，即上图可交换，
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的唯一性来源于图的可交换性，这就证明了
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是张量积。
下面说明张量积的唯一性。设
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记
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