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9.2.2   
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内多项式的因式分解
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定义9.13   设
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定理（高斯引理）两个本原多项式的乘积还是一个本原多项式。
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是两个本原多项式。为方便记，下面设
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[image: image42.wmf]()()

fxgx

是本原多项式。

由高斯定理，我们容易得到
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证明  充分性是显然的。下面来证必要性。

设
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作为高斯引理的又一应用，我们可得下面的重要结论（实际的证明过程与证明“因式唯一分解定理”相似，都是运用数学归纳法，详细书写见课本）

定理（
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内多项式的因式分解）设
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是
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其中
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且首项系数为正的不可约多项式。上述分解式除了因子的排列次序外，是唯一的。

这个定理从抽象的观点可以拓展为：

推论  唯一分解整环上的多项式环仍是唯一分解整环。

9.2.3   爱森斯坦判别法

爱森斯坦判别法是目前为止用来判断
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这里
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上式括号中各项均含有因子
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§3  实系数多项式根的分布
9.3.1  复系数多项式的根的绝对值的上界
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由该命题，我们可以估计一个是系数多项式的实根的分布范围为：
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9.3.2   斯图姆定理
名词   给定实数序列
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将其中等于零的项划掉，对剩下的序列从左至右依次观察，如果相邻两数异号，则成为一个变号；变号的总数称为该序列的变号数。

 又给定实系数多项式的序列
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定义9.14 （斯图姆序列）   现设
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（ii） 最后一个多项式
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证明  将斯图姆序列（2）中各个多项式的实根通通收集在一起，并按大小依次排列如下：
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9.3.3   斯图姆序列的构造方法

设
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我们可以证明下面的这个实习数多项式序列就是
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的一个斯图姆序列。

如果
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是一个有重根的实系数多项式序列，设其素因式标准分解式为
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这时我们仅需研究
[image: image235.wmf]1

()()()

r

fxpxpx

=

L

的实根分布就可以了。

§4  单变量有理函数域

9.4.1   域上的一元有理分式域的定义

设
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为一整环，命
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逐一验证“反身性”、“对称性”、“传递性”可知
[image: image241.wmf]:

为一等价关系。用
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表示与
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等价的元素的全体。现记
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的等价类的集合为
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，则
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中的元素。下面在
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上定义二元运算：
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可以验证：

（1）
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是良定义的，即与等价类代表元的选择无关；
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对加法构成交换群，
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对乘法也构成交换群，且加法和乘法满足分配律。

于是，
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构成域，称之为
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的分式域或商域，将
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中的元素
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记为
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中的元素的运算规则与通常的分式运算完全一致。

定义9.15  （域上的一元有理分式域） 若
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，并将其称之为域上的一元有理分式域，其元素形如
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9.4.2  有理分式的准素分解式

定义9.16 （准素分式）在
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内的一个分式
[image: image266.wmf]()()

k

qxpx

，如果其中
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是首一不可约多项式，而
[image: image268.wmf]deg()deg()

qxpx

<

，则称之为准素分式。

定理   
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内任意分式可分解为一个多项式和若干准素分式之和。

证明：设
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的素因子标准分解式为：



[image: image273.wmf]1

1

()()()

s

e

e

s

fxpxpx

=

L


则存在
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于是
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且不难得


将
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的方幂的
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线性组合：
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将其带入即得
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的准素分解式。
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2）
[image: image287.wmf]()

R

x

内的准素分式有下列两种类型：
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其中
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