第二学期第十七次课

第9章 一元多项式环

§1一元多项式环的基本理论

9.1.1    域上的一元多项式环的定义

定义9.1   设
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是一个数域，
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是一个不定元。下面的形式表达式
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（其中
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属于
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，且仅有有限个不是0）称为数域
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上的一个不定元
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的一元多项式。数域
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上一个不定元
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的多项式的全体记作
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下面定义
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内加法、乘法如下：
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则定义
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为
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乘法  设
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定义



[image: image18.wmf]2

012

()(),

fxgxccxcx

=+++

L


为
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和
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的乘积。

容易验证，上面定义的加法、乘法满足如下运算法则：

1） 加法有结合律；

2） 
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称为零多项式，满足
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3） 
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都有逆元
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使得
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4） 加法有交换律；

5） 乘法有结合律；

6） 
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称为（乘法的）幺元，使得
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7） 乘法有交换律；

8） 加法与乘法有分配律：
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定义9.2   
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连同上面定义的加法与乘法，称为数域 
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上的一元多项式环。
相应的系数，次数等概念在中学已教授。

9.1.2    整除、因式、重因式、最大公因式、不可约多项式的定义

定义9.3   给定
[image: image32.wmf](),()[],()0
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。若存在一
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整除
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，记作
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称为
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的因式，
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称为
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的倍式。若
[image: image42.wmf]()

fx

不能整除
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定义9.4    如果
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，
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不全为零多项式，设
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的一个公因式。如果
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还满足：（i）
[image: image53.wmf]()

dx

是首一多项式；（ii）对
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的任意公因式
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的最大公因式，记作
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定义9.5       设
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是
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内一多项式，
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内的因式仅有零次多项式及
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内的一个不可约多项式，否则称其为可约多项式。

定义9.6      对于
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内的一个多项式
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则称
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9.1.3   带余除法

设
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，则存在唯一的
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分别称为用
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证明  存在性    设
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如果
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（这里
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若
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则显然有
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唯一性  设
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比较两边的次数，即可知
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9.1.4   用辗转相除法求二多项式的最大公因子

给定
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不难得
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9.1.5  一元多项式环的理想、主理想的定义
定义9.7   设
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为
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的一个非空子集。如果下面条件满足：

（i） 若
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（ii） 若
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则称
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{0}和
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显然都是理想，称为平凡理想，其他理想称为非平凡理想。{0}又称为零理想。

定义9.8   对任意
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主理想的简单性质：
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命题  域上的一元多项式环是主理想整环，即设
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证明  在
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定义9.9     理想的交与和的定义
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我们很容易验证，若
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命题  域
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这个命题的直接推论如下：
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基于这个推论，我们可以得到两个重要的结论：

结论1   设
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9.1.6   域上的一元多项式环是唯一分解整环

根据上面结论2，的下面的引理：

设
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定理（因式分解为一定理）设
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内首相系数为1且两两不同的不可约多项式。而且，除了不可约多项式的排列次序外，上面的分解式是由
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证明  存在性   对
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