第二学期第十四次课

第8章 有理整数环

§1 有理整数环的基本概念

8.1.1    有理整数环的基本概念

全体整数所组成的集合中有两种运算：加法和乘法，而且它们满足下面运算法则：

1） 加法满足结合律；

2） 加法满足加换律；

3） 有一个数0，是对任意整数
[image: image1.wmf]a

，
[image: image2.wmf]0
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；

4） 对任意整数
[image: image3.wmf]a

，存在整数
[image: image4.wmf]b

，使
[image: image5.wmf]0
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；

5） 乘法满足结合律；

6） 有一个数1，是对任意整数
[image: image6.wmf]a

，
[image: image7.wmf]1
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7） 加法与乘法满足分配律：
[image: image8.wmf]()

abcabac

+=+

；

8） 乘法满足加换律；

9） 无零因子：如果
[image: image9.wmf]0,0
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，则
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。

我们把满足上述九条运算性质的代数系统称为有理整数环，并用
[image: image11.wmf]Z

代表它。

“整除”、“互素”、“倍数”、“因数”、“最大公因数”、“最小公倍数”等概念在小学和中学已介绍，在这里就不再赘述。

现在，我们从抽象的角度对“环”这一代数对象作一概述。

设
[image: image12.wmf]R

是一个非空集合。如果在
[image: image13.wmf]R

的元素之间定义了一种运算，称做加法，即对
[image: image14.wmf]R

中任意两元素
[image: image15.wmf],
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，都按某法则
[image: image16.wmf]f

对应于
[image: image17.wmf]R

内的一个唯一确定的元素，记作
[image: image18.wmf]ab

+

，且满足如下运算法则：

（i） 结合律：
[image: image19.wmf]()()
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；

（ii） 
[image: image20.wmf]R

中有一元素0，是对一切
[image: image21.wmf]0
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有

；

（iii） 对
[image: image22.wmf]R

中任一元素
[image: image23.wmf]a

，有
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；

（iv） 交换律：
[image: image25.wmf]abba
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。

又设
[image: image26.wmf]R

内另有一种运算称作乘法，即对
[image: image27.wmf]R

中任意两个元素
[image: image28.wmf],
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，都按某个法则
[image: image29.wmf]g

对应于
[image: image30.wmf]R

内一个唯一确定的元素，记作
[image: image31.wmf]ab

，且满足如下运算法则：

（v） 结合律：
[image: image32.wmf]()()
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；

（vi） 加法与乘法有两方面的分配律：
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则
[image: image34.wmf]R

成为一个环。

如果一个环
[image: image35.wmf]R

的乘法也满足交换律，则
[image: image36.wmf]R

称为交换环；

如果环
[image: image37.wmf]R

内存在一个元素
[image: image38.wmf]e

，使
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，则
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称为
[image: image41.wmf]R

的单位元素，
[image: image42.wmf]R

称为有幺元的环；

如果环
[image: image43.wmf]R

内存在两个非零元
[image: image44.wmf],
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，使
[image: image45.wmf]0
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，则
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（
[image: image47.wmf]b

）称为左（右）零因子，这时
[image: image48.wmf]R

称为有零因子环；

如果环
[image: image49.wmf]R

至少包含两个元素，可交换，有幺元，无零因子，则称
[image: image50.wmf]R

为一个整环；

如果
[image: image51.wmf]R

是一个整环，且对
[image: image52.wmf]R

内任一非零元素都有逆元，则
[image: image53.wmf]R

称为一个域。

8.1.2   整除性理论
命题（带余除法） 对任意
[image: image54.wmf],,0

Z
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，唯一的存在两个整数
[image: image55.wmf],

qr

，满足：
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证明  存在性   如果
[image: image57.wmf]0
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，考虑整数序列
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则
[image: image59.wmf]a

必落在该序列中的某两项之间，从而必存在
[image: image60.wmf]Z

q

Î

，使得
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qbaqb

£<+

。令
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，则有
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如果
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，我们有
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唯一性   设另外有
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使
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，则



[image: image68.wmf]bqrbqr

¢¢

+=+


进而得到
[image: image69.wmf]|||||

bqqrr

¢¢

-=-

|。如果
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，则等式的左端
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b

³

，但另一方面
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，即可知等式的右端
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。这个矛盾说明
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，从而
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。定理得证。

用辗转相除法求二整数的最大公因子

给定整数
[image: image76.wmf],,0
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且
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，则由
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得
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。所以
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。同理可证
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，故
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。

给定整数
[image: image83.wmf],,0
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，做带余除法，
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。若
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，则再做带余除法
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因为
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，所以经有限
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步后必有
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。这时，
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这种算法叫Euclid算法，也叫辗转相除法。

8.1.3    有理整数环的理想

定义8.1（理想的定义）   设
[image: image93.wmf]I

是
[image: image94.wmf]Z

的一个非空子集，且满足下列条件：

（i） 若
[image: image95.wmf],
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[image: image96.wmf]abI
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；

（ii） 若
[image: image97.wmf]aI
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，则对任意
[image: image98.wmf]Z
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有
[image: image99.wmf]abI
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，

则
[image: image100.wmf]I

称为
[image: image101.wmf]Z

的一个理想。

显然，单由0组成的子集{0}及
[image: image102.wmf]Z

自身都是理想，这两个理想称作平凡理想，{0}称为零理想。
[image: image103.wmf]Z

的其他理想称为非平凡理想。

定义8.2（主理想的定义）   任给
[image: image104.wmf]Z

a

Î

，定义
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则称
[image: image106.wmf]()

a

为由
[image: image107.wmf]a

生成的主理想。

显然，(0)={0},(1)= 
[image: image108.wmf]Z

为平凡理想，其他理想均为非平凡主理想。关于理想，我们有以下简单的性质：

1）
[image: image109.wmf]()()
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且
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2）
[image: image111.wmf]()()
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命题  有理整数环的理想都是主理想，即设
[image: image112.wmf]I

是
[image: image113.wmf]Z

的一个理想，则存在非负整数
[image: image114.wmf]a

，使
[image: image115.wmf]()
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证明  若
[image: image116.wmf]I

是零理想{0}，取
[image: image117.wmf]a

=0即可。现设
[image: image118.wmf]{0}
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，于是
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中必有非零之整数，现令
[image: image120.wmf]a

为
[image: image121.wmf]I

中的最小正整数，他显然存在且唯一。此时对任意
[image: image122.wmf]Z
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都有
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，于是
[image: image124.wmf]()

aI

Í

。反之，设
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为
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中任意整数，按带余除法，存在
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的最小性知
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定义8.3（主理想整环（PID）的定义）  设
[image: image135.wmf]R

为一交换环，如果
[image: image136.wmf]R

中的理想皆为主理想，则称
[image: image137.wmf]R

为主理想环。如果
[image: image138.wmf]R

同时又为整环（即环
[image: image139.wmf]R

至少包含两个元素，交换，有幺元，无零因子），则称
[image: image140.wmf]R

为主理想整环。

现在我们来看一下理想的性质：

给定
[image: image141.wmf]Z

的两个理想
[image: image142.wmf]12
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，则

1） 它们的交集
[image: image143.wmf]12
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也是
[image: image144.wmf]Z

的理想，称为此两理想的交；

2） 定义
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则
[image: image146.wmf]12
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也是
[image: image147.wmf]Z

的理想，称为
[image: image148.wmf]12
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的和。

我们不难得到关于理想的两个重要结论：

结论1   设
[image: image149.wmf],

ab

是两个非零整数，
[image: image150.wmf]m

是
[image: image151.wmf],
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的最小公倍数，则
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结论2   设
[image: image153.wmf],
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是两个不全为零的整数，则
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，其中
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作为结论2的推论，我们有一个重要的结果：

命题  设
[image: image156.wmf],

ab

是两个不全为零的整数，则下面命题互相等价：

（i）
[image: image157.wmf],
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互素，即
[image: image158.wmf](,)1
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；

（ii）有
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，使
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(iii)
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8.1.4   因子唯一分解定理

定义8.4（唯一分解整环的定义）设
[image: image162.wmf]R

为一整环（即环
[image: image163.wmf]R

至少包含两个元素，交换，有幺元，无零因子）。如果
[image: image164.wmf]R

满足下列两条件，则
[image: image165.wmf]R

叫做一个唯一（因子）分解整环（也叫高斯整环）：

1）
[image: image166.wmf]R

的每个非零非单位的元素
[image: image167.wmf]n

恒可以写成有限多个不可约元素的积
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；

2）上述分解在相伴意义下是唯一的，即若元素
[image: image169.wmf]n

有两种分解
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而且适当改变
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（或在抽象意义下
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）  
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在抽象代数课程中，我们将用（1）因子链条件（参见习题一第7题）和（2）整环
[image: image176.wmf]R

中的不可约元即为素元素（即下面的引理）来证明   定理  主理想整环是唯一分解整环。在这里，我们仅就有理整数环这一特殊情形给出证明，即有下面的定理：

定理（算术基本定理）  任一正整数
[image: image177.wmf]1
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都能表成若干素数的乘积
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为素数

并且若不计
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的排列次序，上述表法唯一。

先证明引理（有理整数环中的素因子即为不可约因子）设
[image: image181.wmf]p

是素数，且
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只有两个正因子1和
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故
[image: image197.wmf]|
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运用数学归纳法，就有若素数
[image: image198.wmf]p

整除
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，则
[image: image200.wmf]p

整除某个因子
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现在可以来证明定理本身了。

存在性    对
[image: image202.wmf]n

用数学归纳法。当
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故可设
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的正整数已经成立。
若
[image: image206.wmf]n

是素数，则
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即为所求的分解式；若
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为合数，则
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均可表成若干素数的乘积，当然
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也有这样的分解式。

唯一性    若又有
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由引理可知
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必整除某个
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，不失普遍性，可设
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又归纳假设，对
[image: image220.wmf]1
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成立分解式的唯一性，从而得到
[image: image221.wmf]n

的分解式的唯一性。又算术基本定理，每个
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的正整数
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都可以唯一的表成
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的形状，其中
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是素数，而
[image: image226.wmf]12
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是正整数，这叫做
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的素因子标准分解式。上面的定理又称为因子分解为一定理。
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