第一学期第三十次课

5.1.3线性空间上的对称双线性函数、二次型函数的定义
定义  若
[image: image1.wmf]f

为
[image: image2.wmf]V

上的双线性函数且
[image: image3.wmf](,)(,)

ff

abba

=

，则称
[image: image4.wmf]f

为
[image: image5.wmf]V

上的对称双线性函数。

命题  
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在任意一组基下的矩阵为对称矩阵，当且仅当
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在某一组基下的矩阵为对称矩阵。
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，设它们在此组基下的坐标所构成的列向量分别为
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在此组基下的矩阵记为
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为对称双线性函数，则由定义，
[image: image17.wmf](,)(,)

ff

abba

=

，于是
[image: image18.wmf]''

XAYYAX

=

，即有
[image: image19.wmf]'''

XAYXAY

=

，
[image: image20.wmf]f

双线性，则
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；反过来，若在任意一组基下的矩阵为对称矩阵，则
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若
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下的矩阵为对称矩阵，记为
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，第二个充分必要性得证。证毕。

定理  数域
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上的
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维线性空间
[image: image37.wmf]V

上的对称双线性函数的矩阵必合同于对角阵。

证明  对
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作归纳。
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维线性空间，若对称双线性函数
[image: image42.wmf]f

恒等于零，则命题成立。若
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不恒等于零，则存在
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对称，则
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非零矛盾。取该
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下的矩阵为
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取子空间
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视为其上的对称线性函数，则由归纳假设，存在一组基
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在此组基上的矩阵成对角形，于是易知
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下的矩阵成对角形。证毕。

定义  设
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内的一个对称双线性函数，我们定义
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上式称为二次型函数在
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下的解析表达式。由定义可见，对称双线性函数与二次型函数一一对应。

第五章 §2 二次型
5.2.1数域上的二次型的定义，二次型
[image: image79.wmf]f

对应的二次型函数
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的定义；二次型的矩阵和秩的定义
定义  设
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上的对称双线性函数
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分别为
[image: image86.wmf]a

和
[image: image87.wmf]b

在某组基
[image: image88.wmf]12

,,,

n

eee

L

下的坐标，
[image: image89.wmf](1,)

ijji

aaKijn

=Î"££

。取
[image: image90.wmf]ba

=

，则
[image: image91.wmf]11

(,)

nn

ijij

ij

faxx

aa

==

=

åå

，称
[image: image92.wmf]11

nn

ijij

ij

faxx

==

=

åå

为
[image: image93.wmf]K

上的一个
[image: image94.wmf]n

元二次型（即是一个二次齐次函数），其系数矩阵
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称为此二次型的矩阵，
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的秩
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称为此二次型的秩。而
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称为二次型函数。

定理  数域
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上的
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元二次型在可逆变数替换下可以化为只有平方项的标准形。

5.2.2二次型化为标准形的计算方法（配方法）
分两种情况进行讨论。

（1）、二次型种由某个变量平方项的系数不为零，例如
[image: image101.wmf]11

0

a

¹

，此时把二次型对
[image: image102.wmf]1

x

进行配方得


[image: image103.wmf]2

111121211

22

2

1

12

1112

22

1111

22

,

nn

nnijij

ij

nn

n

nijij

ij

faxaxxaxxaxx

a

a

axxxbxx

aa

==

==

=++++

éù

=++++

êú

ëû

åå

åå

L

L


作变数替换
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反解为
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写成矩阵形式
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经过变数替换，二次型化作
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然后再对上式右边的
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个变量继续进行计算。如果
[image: image109.wmf]11

0

a

=

，而某个
[image: image110.wmf]0

ii

a

¹

，则对
[image: image111.wmf]i

x

配方。

（2）、所有
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这就可以把二次型化为第一种情况。
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