第一学期第二十七次课
第四章 §4特征值与特征向量(续)
4.4.2关于特征向量与特征子空间的一些性质

命题  线性变换的属于不同特征值的特征向量线性无关。

证明  设
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上的线性变换，
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是两两不同的特征值，
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是属于特征子空间
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的特征向量，设
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，两边用
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作用（
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），于是得到方程组
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其中
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的方幂组成的矩阵为
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两两不同，于是此矩阵的行列式非零，矩阵非退化，于是方程组只有零解，即
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又由于特征向量非零，则
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线性无关。证毕。

推论  
[image: image17.wmf]n

维空间的具有
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个不同特征值的线性变换的矩阵相似于对角矩阵.

证明  取每个特征值的一个特征向量作为基即可。

推论  设
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的两两不同的特征值，则
[image: image21.wmf]1

i

t

i

V

l

=

å

为直和。

证明  只要证明零向量的表示法唯一即可。设
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，假若某个
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线性相关，与上述命题矛盾。证毕。

定理  
[image: image25.wmf]n

维空间线性变换的矩阵相似于对角矩阵的充分必要条件是该空间等于特征子空间的直和。

证明  必要性  设
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上的线性变换
[image: image27.wmf]A

在一组基
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下成对角形，即
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将
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中的不同的值分别记为
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，相应的基向量记为
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，易见，
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，只要证明
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即可。易见，“
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其中
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，两边用
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作用，得到
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用（1）乘以
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与（2）相减，得到
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两两不同，又属于不同特征值的特征向量线性无关，得
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充分性  若
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上的线性空间
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可以分解成为特征子空间的直和，记号同上，则
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分别取个个特征子空间的基合并为
[image: image53.wmf]V

的一组基，则在此组基下，
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的矩阵成对角形。证毕。

4.4.3线性变换的不变子空间
定义  设
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为线性空间
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上的线性变换，
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的一个子空间。如果
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下的像包含于
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的一个（
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）不变子空间。这时
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可以看作
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内的一个线性变换，称为
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在
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内的限制，记作
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命题  
[image: image71.wmf]n

维空间线性变换的矩阵相似于准对角矩阵的充分必要条件是该空间能分解为不变子空间的直和。

证明  必要性  记
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维线性空间为
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，若其上的线性变换
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在某组基
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下的矩阵为准对角形
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其中
[image: image77.wmf]i

r

等于
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的阶数，令
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不变子空间，且
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充分性  若
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，则取
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的基并为
[image: image85.wmf]V

的基，则在此组基下
[image: image86.wmf]A

的矩阵成准对角形。证毕。
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