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4.1.4线性空间的基变换，基的过渡矩阵
设V/K是n维线性空间，设
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是两组基，且
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将其写成矩阵形式
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定义4.11  我们称矩阵
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为从
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到
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的过渡矩阵。

命题4.6  设在n维线性空间V/K中给定一组基
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。T是K上一个n阶方阵。命
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则有
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是V/K的一组基，当且仅当T可逆。

证明：

若
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是线性空间V/K的一组基，则
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线性无关。

考察同构映射
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在下的坐

（标字打不上去，我不知道为什么）

构造方程
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，其中
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于是
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线性无关。
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构成了过渡矩阵的列向量，所以过渡矩阵可逆；

反过来，若过渡矩阵可逆，则构造方程
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两边用
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作用，得到
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证毕。

4.1.5向量的坐标变换公式；
[image: image26.wmf]n
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中的两组基的过渡矩阵
1、向量的坐标变换公式

设V/K有两组基为
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又设
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下的坐标为
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在
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下的坐标为
[image: image34.wmf]12

(,,,)

n

bbb

L

，即


[image: image35.wmf]1

2

12

(,,,)

n

n

b

b

b

ahhh

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

M

。

现在设两组基之间的过渡矩阵为T，即
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于是
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于是，由坐标的唯一性，可以知道
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，这就是坐标变换公式。

2、
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中两组基的过渡矩阵的求法

我们设
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中两组基分别为
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和


[image: image44.wmf]111121

221222

12

(,,,),

(,,,),

(,,,).

n

n

nnnnn

bbb

bbb

bbb

h

h

h

=

=

=

L

L

LLLLLLLL

L


而


[image: image45.wmf]1212

(,,,)(,,,).

nn

T

hhheee

=

LL


按定义，T的第i个列向量分别是
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下的坐标。

将
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看作列向量分别排成矩阵


[image: image50.wmf]11121

21222

12

n

n

nnnn

aaa

aaa

A

aaa

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMM

L

；


[image: image51.wmf]11121

21222

12

n

n

nnnn

bbb

bbb

B

bbb

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

L

L

MMM

L

，

则有
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将A和B拼成
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分块矩阵
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，利用初等行变换将左边矩阵A化为单位矩阵E，则右边出来的就是过渡矩阵T，示意如下：


[image: image55.wmf](

)

(

)

||

ABET

¾¾¾®

行初等

（“变换”两个字打不上去）

§2  子空间与商空间

4.2.1线性空间的子空间的定义

定义4.12  子空间

设V是数域K上的一个线性空间，M时V的一个非空子集。如果M关于V内的加法与数乘运算也组成数域K上的一个线性空间，则称为V的一个子空间。

命题4.7  设V是K上的线性空间，又设一个非空集合
[image: image56.wmf]WV
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，则
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是子空间当且仅当下述两条成立：

i）、
[image: image58.wmf]W

对减法?封闭；

ii）、
[image: image59.wmf]W

对于K中元素作数乘封闭。

证明：

    必要性由定义直接得出；

    充分性：

    各运算律在V中已有，所以W满足运算律的条件。

    只需要证明
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且对于任意
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    事实上，由于
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，W关于加法封闭。于是W是V的一个子空间。

    证毕。

事实上，W关于加法和数乘封闭也可以得出上述结论。

命题4.8  设W是V的一个有限维子空间，则W的任一组基可以扩充为V的一组基。

证明：

设
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若
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    若
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作归纳：

    设
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为W的一组基，取
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，易见，W’是V的一个子空间，且
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