第一学期第十七次课
第四章  线性空间与线性变换
§1  线性空间的基本概念

4.1.1线性空间的定义及例
1、线性空间的定义

定义4.1  线性空间

设V是一个非空集合，且V上有一个二元运算“+”
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，又设K为数域，V中的元素与K中的元素有运算数量乘法“
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且“+”与“
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”满足如下性质：

1、 加法交换律  
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2、 加法结合律  
[image: image7.wmf],,

V

abg

"Î

，有
[image: image8.wmf]()()

abgabg

++=++

；

3、 存在“零元”，即存在
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，使得
[image: image10.wmf],0

V

aaa

"Î+=

；

4、 存在负元，即
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，存在
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5、 “1律”  
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6、 数乘结合律  
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7、 分配律  
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8、 分配律  
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则称V为K上的一个线性空间，我们把线性空间中的元素称为向量。注意：线性空间依赖于“+”和“
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”的定义，不光与集合V有关。

2、零向量和负向量的唯一性，向量减法的定义，线性空间的加法和数乘运算与通常数的加、乘法类似的性质
命题4.1  零元素唯一，任意元素的负元素唯一。

证明：

    设
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与
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均是零元素，则由零元素的性质，有
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都是
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的负向量，则
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于是命题得证。由于负向量唯一，我们用
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代表
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的负向量。

    定义4.2  减法

    我们定义二元运算减法“-”如下：
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定义为
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    命题4.2  线性空间中的加法和数乘满足如下性质：

1、 加法满足消去律  
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2、 可移项  
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3、 可以消因子  
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4、 
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3、线性空间的例子

例4.1

令V表示在
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上可微的函数所构成的集合，令
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，V中加法的定义就是函数的加法，关于K的数乘就是实数遇函数的乘法，V构成K上的线性空间。

4.1.2线性空间中线性组合和线性表出的定义，向量组的线性相关与线性无关的定义以及等价表述，向量组的秩，向量组的线性等价；极大线性无关组
定义4.3  线性组合

给定V内一个向量组
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，又给定数域K内s个数
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，称
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为向量组
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的一个线性组合；

定义4.4  线性表出

给定V内一个向量组
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，设
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是V内的一个向量，如果存在K内s个数
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，则称向量
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可以被向量组
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线性表出。

定义4.5  向量组的线性相关与线性无关

给定V内一个向量组
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，如果对V内某一个向量
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，存在数域K内不全为零的数
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，使得
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，则称向量组
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线性相关；

若由方程
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必定推出
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，则称向量组
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线性无关。

命题4.3  设
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，则下述两条等价：

1）
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线性相关；

2）某个
[image: image63.wmf]i
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可被其余向量线性表示。

证明同向量空间。

定义4.6  线性等价

给定V内两个向量组
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      （Ⅰ），
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      （Ⅱ），

如果（Ⅰ）中任一向量都能被（Ⅱ）线性表示，反过来，（Ⅱ）中任一向量都能被（Ⅰ）线性表示，则称两向量组线性等价。

定义4.7  极大线性无关部分组

给定V内一个向量组
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，如果它有一个部分组
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满足如下条件：

（i）、
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线性无关；

（ii）、原向量组中任一向量都能被
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线性表示，

则称此部分组为原向量组的一个极大线性无关部分组。

由于在向量空间中我们证明的关于线性表示和线性等价的一些命题中并没有用到
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的一些特有的性质，于是那些命题在线性空间中依然成立。

定义4.8  向量组的秩

一个向量组的任一极大线性无关部分组中均包含相同数目的向量，其向量数目成为该向量组的秩。

例4.2  求证：向量组
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的秩等于2（其中
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证明：

方法一：

设
[image: image73.wmf]12

,

kk

Î

¡

，满足
[image: image74.wmf]12

12

0

xx

keke

ll

+=

，则
[image: image75.wmf]12

12

xx

keke

ll

=-

，假若
[image: image76.wmf]12

,

kk

不全为零，不妨设
[image: image77.wmf]1

0

k

¹

，则有
[image: image78.wmf]12

()

2

1

x

k

e

k

ll

-

=-

，而由于
[image: image79.wmf]12

ll

¹

，等号左边为严格单调函数，矛盾于等号右边为常数。于是
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所以
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线性无关，向量组的秩等于2。

证毕。

方法二：若在
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两端求导数，得
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以
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而
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于是
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证毕。
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