第一学期第十二次课
第三章 §1，§2  
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阶方阵的行列式
3.1.1平行四边形的有向面积和平行六面体的有向体积具有的三条性质

在解析几何中已证明，给定二维向量空间中的单位正交标架，设向量
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ab

的坐标分别为
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和
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，则由向量
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张成的平行四边形的有向面积为
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，这里记为；给定三维空间内右手单位正交标架，设向量
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的坐标分别为
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，则由向量
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张成的平行六面体的有向体积为
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我们引入如下记号：对于二阶方阵
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；对于三阶方阵
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[image: image16.wmf]222321232122

111213

323331333132

aaaaaa

Aaaa

aaaaaa

=-+

。

不难发现，
[image: image17.wmf]A

（有向面积与有向体积）满足以下三条性质：

（1）、如果
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的某行或某列换为两个向量的线性组合
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分别为把该行（列）换为
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所得的
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阶方阵；

（2）、如果
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不满秩，则
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（3）、当
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为单位矩阵时，
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3.1.2利用上述三条性质定义
[image: image28.wmf]n

阶方阵的行列式函数的det
定义  线性函数

若
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满足如下条件：对
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中任意向量
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(写成横排形式)以及K中任意数k，
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则称
[image: image38.wmf]f

为
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上的一个行线性函数。

设
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满足如下条件

对
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中任意向量
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（写成竖排形式）以及K中任意数k，
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则称
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为
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上的一个列线性函数。

同样地，行（列）线性函数的定义还可以写作
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容易证明它们与上面定义的等价性。

定义  反对称线性函数

记号如上，若列线性函数f满足
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则称f为列反对称函数。

定理  设
[image: image54.wmf]:()
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为列线性函数，则下述四条等价：

i）、
[image: image55.wmf]f

反对称；

ii）、
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iv）、若M不满秩，则
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证明    i）
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ii）  若
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反对称，则
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于是
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ii）
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iii）  若
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列线性，则
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iii）
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iv）  若
[image: image68.wmf]11

(,,,,,,)(,,,,,,)

ijnijn

fkf

aaaaaaaa

=

LLLLLL

，则由已知，不满秩矩阵必有一个列向量可以被其他列向量线性表出。若记M的列向量为
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iv）
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ii） 矩阵
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则有
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定义  函数
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被称为一个行列式函数，当且仅当
[image: image83.wmf]f

满足下列3条性质：

1、
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列线性；

2、
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反对称；

3、
[image: image86.wmf]()1
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2.3.3行列式函数的存在性与唯一性

引理  设
[image: image87.wmf]f

和
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为烈现行反对称函数，
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。则若经过相同的初等列变换化为
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证明  由初等变换的可逆性，只需证“
[image: image93.wmf]Þ

”。只需分别对三类基本初等列变换进行证明。

定理  行列式函数存在且唯一。

证明  首先证明若行列式函数存在，则唯一。设
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是行列式函数，若A不满秩，则
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；若A满秩，则
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可以经过初等列变换化为
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再证明行列式函数的存在性。定义函数det如下：设
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设在集合
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内函数
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定义
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用记号
[image: image114.wmf]A

来代表
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下面要证明上述定义的函数
[image: image118.wmf]det()
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是行列式函数，从而说明了行列式函数的存在性。

对
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作归纳，可分别证明
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是列线性函数和
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命题  行列式函数是行线性函数。

证明  对
[image: image124.wmf]n

作归纳。

3.2.4行列式的六条性质
命题  行列式函数满足以下六条性质：

1、
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   类似地，对行向量，有
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3、若A的某列（行）为两列（行）之和，则
[image: image128.wmf]A

为两个相应的行列式之和；

4、A不满秩，则
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，特别地，A有两行（列）相等，则
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；

5、将A的一行（列）的若干倍加到B的另一行（列）上去，行列式值不变；

6、两行（列）互换，行列式反号。
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