第一学期第十次课

2.5.2可逆矩阵，方阵的逆矩阵

1、可逆矩阵，方阵的逆矩阵的定义

定义  设A是属于K上的一个n阶方阵，如果存在属于K上的n阶方阵B，使
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则称B是A的一个逆矩阵，此时A称为可逆矩阵。

2、群和环的定义
定义  设A是一个非空集合。任意一个由
[image: image2.wmf]AA

´

到A的映射就成为定义在A上的代数运算。

定义  设G是一个非空集合。如果在G上定义了一个代数运算（二元运算），称为乘法，记作
[image: image3.wmf]ab
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，而且它适合以下条件，那么
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就成为一个群：

1、 乘法满足结合律

对于G中的任意元素a,b,c有  
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2、 存在单位元素
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，对于任意
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，满足  
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3、 对于任意
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，存在
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，使得  
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关于群的性质，我们有如下命题：

命题  对于任意
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，同样有
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证明  对于
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，存在
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，使得
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两端右乘
[image: image18.wmf]b

，得到
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命题  对于任意
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，同样有
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证明  
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命题  单位元素唯一

证明  假设存在
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，均是单位元素，则
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命题  对于任意
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，存在唯一
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，使得  
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，于是元素
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就称为
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的逆元素，记为
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证明  设存在
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，满足条件，则
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易知，
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命题  对于G中的任意元素a,b，方程
[image: image34.wmf]axb
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有唯一解。

定义  一个群G称为一个交换群（Abelian Group），若定义在上面的代数运算
[image: image35.wmf]*

满足交换律，即对于任意
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，都有
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定义  设L是一个非空集合，在L上定义了两个代数运算，一个叫加法，记为a+b，一个叫乘法，记为ab。如果具有性质：

（1）、L关于加法成为一个交换群；

（2）、乘法满足结合律，即


[image: image38.wmf],,

abcL

"Î

，有
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（3）、乘法关于加法满足分配律，即
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那么L就称为一个环。

命题  数域
[image: image42.wmf]K

上的
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阶可逆矩阵的全体关于矩阵的乘法构成群，称为
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上的一般线性群，记为GL
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；数域
[image: image46.wmf]K

上的
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阶方阵的全体关于矩阵的加、乘法构成环，称为
[image: image48.wmf]K

上的全矩阵环，记为M
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证明  按定义逐项验证即可。其中GL
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(

K

n

中乘法的单位元是n阶单位矩阵，而M
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中加法的单位元是n阶零方阵。

命题  
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证明   
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，由逆矩阵的唯一性可知，命题成立。

命题  假设n阶可逆方阵A的逆矩阵是B，则
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B

是
[image: image55.wmf]'

A

的逆矩阵。

证明  只需要证明
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即可。

事实上，
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于是命题得证。

命题  矩阵可逆当且仅当满秩；

证明  必要性  若n阶方阵A可逆，则存在n阶方阵B，使得
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，于是有
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充分性  若n阶方阵满秩，则A可以表为初等矩阵的乘积，即存在初等矩阵
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，使得
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。只需要证明初等矩阵是可逆的。事实上，
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[image: image66.wmf]1111

11

nn

APPP

----

-

=

L

。证毕。

2.5.3用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵，矩阵方程
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和
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的解法（
[image: image69.wmf]A

为可逆阵）

1、 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

如果A可逆，则A满秩。于是A可以经过初等行变换化为对角形，即
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于是，对单位矩阵做与把A化为标准形相同的初等行变换（由矩阵乘法和初等变换的等价性可以知道这是可行的）就可以得到A的逆矩阵，不妨把可逆矩阵A和单位矩阵E并在一起，得到
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，对A进行初等行变换，将其化为对角形，即得到
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同样地，将可逆矩阵和单位矩阵拼成如下形状


[image: image74.wmf]A

E

æö

ç÷

èø

，

进行初等列变换，同样可以得到
[image: image75.wmf]1
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2、关于矩阵方程
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的解法（其中
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a、关于矩阵方程
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矩阵，X和B是
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矩阵。

由关于群性质，可以知道
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，于是将A和B并排拼成一个矩阵
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b、关于矩阵方程
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矩阵，X和B是
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矩阵。   同样地，我们将A和B拼为
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例  设
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证明  存在
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和
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初等矩阵，使得
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 记
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于是
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