第一学期第七次课

第二章 §3线性方程组的理论课题

3.1.1齐次线性方程组的基础解系
对于齐次线性方程组
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则上述方程组即为
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（其中0为零向量）。将（*）的解视为
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维向量，则所有解向量构成
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中的一个向量组，记为
[image: image8.wmf]S

。

命题  
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中的元素（解向量）的线性组合仍属于
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（仍是解）。

证明  只需要证明S关于加法与数乘封闭。设
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定义（线性方程组基础解系） 齐次线性方程组（*）的一组解向量
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如果满足如下条件：

（1） 
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线性无关；

（2） 方程组（*）的任一解向量都可被
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线性表出，

那么，就称
[image: image24.wmf]12

,,,

s

hhh

L

是齐次线性方程组（*）的一个基础解系。

定理  数域上的齐次线性方程组的基础解系中的向量个数等于变元个数减去系数矩阵的秩；

证明  记线性方程组为
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设
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的秩为
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为其极大线性无关部分组，则
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皆可被
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线性表出， 即

存在
[image: image34.wmf](1,1)

ij

kKinrjr

Î££-££

，使得


[image: image35.wmf]11111221

,

rrr

kkk

aaaa

+

-=+++

L


 
[image: image36.wmf]22112222

,

rrr

kkk

aaaa

+

-=+++

L



[image: image37.wmf]LL



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image38.wmf]LL



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image39.wmf]LL



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image40.wmf]LL



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image41.wmf]LL


         
[image: image42.wmf],

2

2

1

1

r

r

r

n

r

n

r

n

n

k

k

k

a

a

a

a

-

-

-

+

+

+

=

-

L


即
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只需要证明
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是解向量组的一个极大线性无关部分组即可。易见，向量组
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线性无关。只需要再证明
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能线性表出任意一个
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即可。为此，需要证明引理：

引理  设
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线性无关，
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线性表出，则表示法唯一。

证明  设
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两式相减，得到
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由于
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线性无关，故各
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的表示法唯一。引理证毕。

现在回到定理的证明。设
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，则由引理，它可以被线性无关的向量组
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唯一地线性表示，于是由（1）、（2）两式可知
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是解向量组的一个极大线性无关部分组。再由矩阵的秩的定义可知命题成立。证毕。

基础解系的求法
我们只要找到齐次线性方程组的
[image: image77.wmf]nr

-

各自有未知量，就可以获得它的基础解系。具体地说，我们先通过初等行变换把系数矩阵化为阶梯形，那么阶梯形的非零行数就是系数矩阵的秩。把每一个非零行最左端的未知量保留在方程组的左端，其余
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个解向量，这
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个解向量构成了方程组的基础解系。

例  求数域
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上的齐次线性方程组
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的一个基础解系。

解  用初等行变换把系数矩阵化为阶梯形：
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个向量。写出阶梯形矩阵所对应的方程组
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移项，得
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（1）、取
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解毕。

非齐次线性方程组的解的结构
设给定一个一般线性方程组
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于是其系数矩阵和增广矩阵分别为
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定理  (数域K上线性方程组有解的判别定理)   对于数域K上的线性方程组（*），若r
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证明  写出线性方程组的向量形式，
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其中
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线性表出即可证明方程组无解。事实上，若
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线性等价，则两个向量组的秩相等，矛盾于向量组
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线性表出，方程组无解得证。
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的极大线性无关部分组。于是
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线性表出，即线性方程组有解。

任取线性方程组的一个解向量，记为
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详言之，记导出方程组的基础解系为
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为无穷集合，故方程组（*）有无穷多解。
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