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概率统计 B
第四 + 章 期中复习
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本节目录

1 随机事件与概率
古典概型
概率定义
条件概率
全概公式和逆概公式

2 随机变量

3 随机变量数据特征

4 随机向量
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样本空间与事件

样本空间：随机试验的可能结果组成的集合。比如掷骰子的结果是
Ω = (ω1, ω2, · · · , ω6); 而观察某个路口一段时间内走过的车辆个数
的所有可能的结果就是全部非负整数 Ω = {1, 2, · · · ,n · · · , }.
事件：样本空间的子集合。
事件关系与运算：集合论描述

1 包含关系: A ⊂ B, 事件 B 发生则事件 A 一定发生。
2 运算：交，并，差。韦恩图表示
3 对立事件：Ā = Ω− A.
4 两个事件互补相容：A ∩ B = ϕ.
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常用事件运算公式

集合分解
A = A + AB
A = AB + AB

De-Morgan 律
∪n

i=1Aj = ∩n
i=1Aj

∩n
i=1Aj = ∪n

i=1Aj
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等概完备事件组

定义 称一个事件组 A1,A2, . . . ,An 为一个 等概完备事件组，如果
它具有下列三条性质：
(1). A1,A2, . . . ,An 发生的机会相同（等可能性）；
(2). 在任一次试验中，A1,A2, . . . ,An 至少有一个发生（也就是所谓“除

此之外，不可能有别的结果”）（完备性）；
(3). 在任一次试验中，A1,A2, . . . ,An 至多有一个发生（也就是所谓“它

们是互相排斥的”）（互不相容性）。

等概完备事件组也称“等概基本事件组”，其中任一事件
Ai(i = 1, 2, . . . , n) 称为基本事件。
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古典概型

若 A1,A2, . . . ,An 是一个等概基本事件组，事件 B 由其中的 m 个
基本事件所构成，则

P(B) =
m
n .

古典概型就是用等概基本事件组和上述公式来计算事件概率的模
型。
从而概率的计算转化为排列组合问题。
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σ 代数

设 Ω 为一个非空集合，叫做基本事件空间。
Ω 的一些子集组成的集合 F 叫做 σ 代数，如果

(1).Ω ∈ F

(2).若A ∈ F ,则Ac = Ω− A ∈ F

(3).若An ∈ F (n = 1, 2, . . . ),则 ∪∞
n=1 An ∈ F

事件是 F 中的集合。

原著：陈家鼎、刘婉如、汪仁官 制作：李东风，邓明华概率统计 B 第四 + 章 期中复习 2022 春季学期 8 / 62



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

概率空间定义

F 上有定义的函数 P = P(·) 叫做概率测度 (简称概率), 若
(1). P(A) ≥ 0 (∀A ∈ F ).
(2). P(Ω) = 1.
(3). 若 An ∈ F (n = 1, 2, . . . ) 且两两不相交, 则

P
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P(An)

(可列可加性)
(Ω,F ,P) 称之为概率空间
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可列样本空间概率确定

定理： 若样本空间 Ω 可列，不妨记为 Ω = {ω1, ω2, · · · , ωn, · · · },
只要找到非负数列 pi, 满足

+∞∑
i=1

pi = 1

使得基本事件的概率 P(ωi) = pi, 那么 (Ω,F ,P) 定义了一个概率空
间。
特别地：如果 Ω 有限，|Ω| = n, n 个和为 1 的数 p1, · · · , pn 定义了
一个概率空间。

原著：陈家鼎、刘婉如、汪仁官 制作：李东风，邓明华概率统计 B 第四 + 章 期中复习 2022 春季学期 10 / 62



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

概率的性质

1. P(∅) = 0

2. 若 A ∈ F 则 P(Ac) = 1− P(A)

3. 若 A1, . . . ,An 都属于 F 且两两不相交，则

P
( n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai) (有限可加性)

4. 若 A ⊂ B, A,B ∈ F , 则 P(A) ≤ P(B) 且

P(B\A) = P(B)− P(A)
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概率的性质

5. 若 An ⊂ An+1,An ∈ F (n = 1, 2, . . . )，则

P
( ∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→∞
P(An) (单调上升事件的概率极限)

6 若 An ⊃ An+1,An ∈ F (n = 1, 2, . . . )，则

P
( ∞⋂

n=1

An

)
= lim

n→∞
P(An) (单调下降事件的概率极限)
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条件概率

定义： 设有概率空间 (Ω,F ,P), 若 A ∈ F 是 Ω 下的随机事件，
P(A) > 0，对任意 B ∈ F , 定义 A 发生的前提下 B 发生的 条件概
率, 记作 P(B|A) 为

P(B|A) =
P(AB)

P(A)

容易验证：条件概率定义了以 B 为样本空间的概率空间。
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乘法公式

由条件概率的定义，有

P(AB) = P(A)P(B|A),P(AB) = P(B)P(A|B)

乘法公式可以推广到 n 个事件上

P(A1A2 · · ·An)

= P(An|A1A2 · · ·An−1)P(A1A2 · · ·An−1)

= P(An|A1A2 · · ·An−1)× · · · × P(A3|A1A2)× P(A2|A1)P(A1)
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独立性

定义： 称两个随机事件 A,B 是相互独立的, 如果

P(AB) = P(A)P(B)

定义中不要求 P(A) > 0 或 P(B) > 0。
在 P(A) > 0, 则可以考虑条件概率 P(B|A)，于是独立性等价于

P(B|A) = P(A)

即事件的条件概率等于事件的无条件概率，因此两个事件独立。
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多个事件相互独立

定义： 称 A1,A2, . . . ,An 是相互独立的，如果对任意整数
k(2 ≤ k ≤ n) 以及从 1, 2, . . . , n 中任意取出的 k 个 i1, i2, . . . , ik 都满
足

P(Ai1Ai2 . . .Aik) = P(Ai1)P(Ai2) . . .P(Aik)

其中一个要求是

P(A1A2 . . .An) = P(A1)P(A2) . . .P(An)
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两两独立但不相互独立的例子

例子： 三个事件两两独立不能保证三个事件独立的例子。
均匀正四面体，四面涂红色、黄色、蓝色、红黄蓝混杂，投掷一次，
考察底面出现的颜色。
设 A =“红色出现”，B =“黄色出现”，C =“蓝色出现”。
基本事件：Ai =“第 i 面在底面”, i = 1, 2, 3, 4, 构成等概基本事件
组。
A = A1 ∪ A4, B = A2 ∪ A4, C = A3 ∪ A4。
P(A) = P(B) = P(C) = 1

2。
AB = AC = BC = A4，P(AB) = P(AC) = P(BC) = 1

4 , 按定义
A,B 相互独立，A,C 相互独立，B,C 相互独立。
但 ABC = A4, P(ABC) = 1

4 ̸= P(A)P(B)P(C)。
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全概公式

定理（全概公式） 如果事件组 A1,A2, . . . ,An 满足：
(1). A1,A2, . . . ,An 互不相容，且 P(Ai) > 0(i = 1, 2, . . . , n)。
(2). A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An = U(完备性)，
则对任一事件 B 皆有

P(B) =

n∑
i=1

P(Ai)P(B|Ai).

满足条件（1）和（2）的事件组 A1,A2, . . . ,An 称为完备事件组。
更一般的全概公式中的完备事件组可以包含可数个事件。
运用全概公式关键在于求完备事件组。
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逆概公式

若有多个基本事件是完备事件组，则观测到一个结果后，可以逆推
原来到底是哪一个事件。
定理（逆概公式） 设 A1,A2, . . . ,An 为一完备事件组，则对任一
事件 B(P(B) ̸= 0) 有

P(Aj|B) =
P(Aj)P(B|Aj)∑n
i=1 P(Ai)P(B|Ai)

(6.6)

逆概公式也称为贝叶斯（Bayes）公式，是决策分析的基础。
逆概公式是全概公式的引申。
例子：疾病检测；收发报；模式识别（数据特征和类型）
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本节目录

1 随机事件与概率

2 随机变量
随机变量定义
离散型随机变量
分布函数
随机变量函数的分布

3 随机变量数据特征

4 随机向量
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随机变量的定义

给定概率空间 (Ω,F ,P), 随机变量是样本空间 Ω 上的函数

X : Ω → R

满足
∀x, {ω : X(ω) ≤ x} ∈ F

相应的，其概率定义为

P(X ≤ x) = P({ω : X(ω) ≤ x})

随机变量将样本空间统计对应到实数空间上。
随机变量将样本空间上的 σ 代数对应到实数轴上左开右闭区间组成
的 σ 代数（Borel 集）。
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离散型随机变量

离散型随机变量取值范围是有限个值或可数个值，设 X 可取的值
为 x1, x2, . . . , xk, . . .。
随机变量作为古典概型、独立试验序列概型等的推广，用取值作为
基本事件。由前面的定理，分布由基本事件的概率确定。
离散型随机变量 X 的每个取值的概率可列表如下

X x1 x2 · · · xk · · ·
p p1 p2 · · · pk · · ·

称为 X 的概率分布表（或者概率质量函数）。
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常用离散型随机变量

两点分布或者 Bernoulli(p);
二项分布；
Poisson 分布；
超几何分布；
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连续型随机变量与概率密度函数

定义： 对于随机变量 X 称为连续型随机变量，如果存在非负可积
函数 p(x)(−∞ < x < ∞)，使对任意 a, b(a < b) 都有

P(a < X ≤ b) =
∫ b

a
p(x)dx

称 p(x) 为 X 的概率密度函数（probability density funcition,
PDF），简称概率密度或密度。
由随机变量的定义，全空间上概率为 1，可得：密度函数非负，且∫ +∞

−∞
p(x)dx = 1

原著：陈家鼎、刘婉如、汪仁官 制作：李东风，邓明华概率统计 B 第四 + 章 期中复习 2022 春季学期 24 / 62



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

连续型随机变量单点概率为零

连续型随机变量至少在一个区间内可以取到任意实数值，所以取每
个值的概率应该等于零。
对正整数 n,

{X = a} ⊂
{

a − 1

n < X < a +
1

n

}
P(X = a) ≤P

(
a − 1

n < X < a +
1

n

)
=

∫ a+ 1
n

a− 1
n

p(x)dx → 0 (n → ∞)

所以

P(X = a) =0
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常用连续分布
均匀分布
指数分布 Exp(λ)

p(x;λ) = λe−λx, x ≥ 0

正态分布 N(µ, σ2)

f(x;µ, σ2) =
1√
2πσ

exp{−(x − µ)2

2σ2
}

贝塔分布 Beta(α, β)

f(x;α, β) = Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1− x)β−1, 0 ≤ x ≤ 1.

伽马分布 Gamma(α, β)

f(x;α, β) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x ≥ 0
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分布函数

由随机变量的定义，对任意 x, {ω|X(ω) ≤ x} ∈ F 是事件，故可以
取到概率。
定义： 设 X 是一个随机变量，称函数

F(x) = P(X ≤ x) (−∞ < x < ∞) (4.1)

为 X 的分布函数 (distribution function, 或 cumulative distribution
function, CDF)。
任何一个随机变量都有分布函数。
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分布函数的性质

(1). 0 ≤ F(x) ≤ 1 (−∞ < x < ∞);
(2). F(x) 是 x 的单调递增函数；
(3). limx→−∞ F(x) = 0, limx→∞ F(x) = 1;
(4). F(x) 是 x 右连续函数;
(5). P(a < X ≤ b) = F(b)− F(a)。
(6). 若 X 为连续型，则 P(a < X < b) = F(b)− F(a)。
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连续型随机变量的分布函数

设 X 是连续型随机变量，有密度 p(x), 分布函数 F(x)，则

F(x) = P(X ≤ x) =
∫ x

−∞
p(t)dt

F(x) 是 p(x) 的可变上限的定积分，也是 p(x) 的一个原函数。
(1) F(x) 是 x ∈ (−∞,∞) 的连续函数;
(2) 对于 p(x) 的连续点 x0 而言有

F′(x0) = p(x0)

(注意密度函数可以修改单个点的函数值而仍为原随机变量密度)
若 p(x) 只有至多有限个间断点，则对非间断点的 x

p(x) = F′(x)
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离散型随机变量的函数

若 X 是离散型随机变量，取值 x1, x2, . . . , xk, . . . ,
P(xk) = pk(k = 1, 2, . . . ),
则 Y = f(X) 取值 f(x1), f(x2), . . . , f(xk), . . . , 若各 f(xk), k = 1, 2, . . .
互不相同则

P(Y = f(xk)) = pk (*)

(*) 即为 Y 的概率分布。
若 f(xk), k = 1, 2, . . . 有重复值，设所有互不相等的值为 y1, y2, . . . ,
则

P(Y = yk) =
∑

f(xj)=yk

pj, k = 1, 2, . . .
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求连续型随机变量函数的密度的一般方法
若 Y = f(X), 如果 y = f(x) 是一一映射函数 (不妨设为严格单调上
升函数)，若反函数为 x = g(y), 那么

FY(y) = P(Y = f(X) ≤ y)
= P(X = g(Y) ≤ g(y)) = FX(g(y))

求导得到
qY(y) = pX(g(y))g′(y)

上述过程用到了如下定理：
定理（习题七 16 题） 如果 X 的分布函数 F(x) 具有连续的导函
数 F′(x)，则 X 为连续随机变量，且 F′(x) 是 X 的密度函数。
定理（习题七 17 题） 如果 X 的分布函数 F(x) 连续, 在除去有限
个点之外的区间上 F′(x) 存在且连续，那么

f(x) =
{

Fx F′(x)存在时
0 F′(x)不存在时

X 为连续随机变量，且 f(x) 是 X 的密度函数。
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一般情况

定理： 设 X 有密度函数 f(x), D ⊂ R, Y = g(X), P(Y ∈ D) = 1.
如果存在函数 hi(y) 使得

(1) 对 y ∈ D, {Y = y} =
⋃n

i=1{X = hi(y)},
(2) 每个 hi(y) 是 D 到其值域 Di 的可逆映射, 有连续的导数,
(3) 值域 D1,D2, · · · ,Dn 互不相交,
则 Y 有密度函数

fY(y) =
{∑n

i=1 f(hi(y))|h′i(y)|, y ∈ D,

0, y ∈ D.
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本节目录

1 随机事件与概率

2 随机变量

3 随机变量数据特征
期望
方差
切比雪夫不等式

4 随机向量

原著：陈家鼎、刘婉如、汪仁官 制作：李东风，邓明华概率统计 B 第四 + 章 期中复习 2022 春季学期 33 / 62



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

离散随机变量的期望

定义： 设离散型随机变量 X 的概率分布为

P(X = xk) = pk, k = 1, 2, . . .

如果
∑

k |xk|pk 收敛，则称 ∑
k

xkpk

为随机变量 X 的期望（或 数学期望），记作 EX 或 E(X)。
EX 是随机变量取值的加权平均，按照概率的频率定义，这更符合
多次重复观测后随机变量的平均表现。也叫做 X 的均值, 或 X 的分
布的均值。
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常用离散分布的期望

两点分布 X ∼ Ber(p), EX = p.
二项分布 X ∼ B(n, p), EX = np.
泊松分布 X ∼ Poisson(λ), EX = λ.
超几何分布 X ∼ HyperGeo(N,M,n), EX = nM

N
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连续型随机变量的期望

定义： 设连续型随机变量的密度为 p(x)，如果积分
∫ +∞
−∞ |x|p(x)dx

收敛，则称 ∫ ∞

−∞
xp(x)dx (2.1)

为 X 的期望（或均值），记作 EX(或 E(X))。
解释：连续型随机变量的 p(x) 是一个比例系数（权重），不是概率。
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常用连续型随机变量的期望

均匀分布 X ∼ U(a, b), EX = a+b
2 .

指数分布 X ∼ Exp(λ), EX = 1/λ.
正态分布 X ∼ N(µ, σ2), EX = µ.
伽马分布 X ∼ Gamma(α, β), EX = α

β .
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随机变量函数的期望公式

对 X ∼ p(x), Y = f(X),

E[f(X)] =

∫ ∞

−∞
f(x)p(x)dx

(要求右边绝对收敛)
若 P(X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . ,

E[f(X)] =
∑

i
f(xi)pi

(要求右边的级数绝对收敛)
这样的公式免去了求 Y = f(X) 的分布的过程。
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期望的简单性质

对常数 c, k, b 和随机变量 X, 有
(1). E(c) = c;
(2). E(kX) = kE(X);
(3). E(X + b) = E(X) + b;
(4). E(kX + b) = kE(X) + b.
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离散随机变量的方差

定义： 设离散型随机变量的概率分布为

P(X = xk) = pk, k = 1, 2, . . .

则称 ∑
k
[xk − E(X)]2pk

为 X 的方差（要求级数求和收敛），记作 D(X) 或 Var(X)。
为了方差存在，期望 E(X) 必须先存在；
方差总是非负的：
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连续随机变量的方差

定义： 设连续型随机变量 X 的密度是 p(x)，则称∫ ∞

−∞
[x − E(X)]2p(x)dx

为 X 的方差（要求积分收敛），记作 D(X) 或 Var(X)。
为了方差存在，期望 E(X) 必须先存在；
方差总是非负的：

D(X) ≥ 0
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常用离散分布的方差

两点分布 X ∼ Ber(p), Var(X) = p(1− p);
二项分布 X ∼ B(n, p), Var(X) = np(1− p);
泊松分布 X ∼ Poisson(λ), Var(X) = λ.

原著：陈家鼎、刘婉如、汪仁官 制作：李东风，邓明华概率统计 B 第四 + 章 期中复习 2022 春季学期 42 / 62



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

常用离散分布的方差

均匀分布 X ∼ U(a, b), Var(X) = (b − a)2/12;
指数分布 X ∼ Exp(λ), Var(X) = 1/λ2;
正态分布 X ∼ N(µ, σ2), Var(X) = σ2;
伽马分布 X ∼ Gamma(α, β), Var(X) = α/β2
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方差的简单性质

当 k, b, c 为常数时
(1). D(c) = 0;
(2). D(kX) = k2D(X);
(3). D(X + b) = D(X);
(4). D(kX + b) = k2D(X).
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切比雪夫不等式
定理： 设随机变量 X 存在均值 E(X) 与方差 D(X)，则有

P (|X − E(X)| ≥ ε) ≤ D(X)

ε2
(ε > 0) (5.1)

在切比雪夫不等式中取 ε = k
√

D(X), 则

P(|X − E(X)| ≥ k
√

D(X)) ≤ 1

k2

其中
√

D(X) 叫做 X 的标准差。
特别地，k = 3 时

P(|X − E(X)| ≥ 3
√

D(X)) ≤ 1

9

对比正态分布，这个比例是小于千分之三，也说明切比雪夫不等式
给的比较松散。
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本节目录

1 随机事件与概率

2 随机变量

3 随机变量数据特征

4 随机向量
二维随机变量
随机变量的独立性
随机向量函数的分布
随机向量的数字特征
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二维离散型随机向量

定义： 如果二维随机向量 ξ = (X,Y) 可能取的值只有有限个或可
数个，则称 ξ 为离散型随机向量。
若 ξ = (X,Y) 是离散型，则两个分量 X,Y 都是离散型；反之亦然。
设 X 的取值范围是 {xi, i = 1, 2, . . . }, Y 的取值范围是
{yj, j = 1, 2, . . . }, 则 (X,Y) 的取值范围是
{(xi, yj) : i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . } (其中有些组合可能是不可能事
件)。
二维随机变量 ξ = (X,Y) 的概率分布：

P((X,Y) = (xi, yj)) = pij, i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . (1.1)

也称为 (X,Y) 的联合分布。
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二维离散随机变量

二维概率分布表也可以排列成
X \ Y y1 y2 · · · yj · · ·

x1 p11 p12 · · · p1j · · · p1·
x2 p21 p22 · · · p2j · · · p1·
...

...
...

...
...

...
...

xi pi1 pi2 · · · pij · · · pi·
...

...
...

...
...

...
...

... p·1 p·2 · · · p·j · · ·
...

多项分布 (X1,X2, · · · ,Xs) ∼ Multinomial(n;α1, α2, · · · , αs)

p(n1,n2, · · · ,ns) =
n!

n1!n2! · · · ns!
αn1
1 αn2

2 · · ·αns
s

其中 n1 + n2 + · · ·+ ns = n.
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联合分布与边缘分布
二维随机变量 (X,Y) 的分布也称为联合分布，分量 X 的概率分布
称为 (X,Y) 的关于 X 的边缘分布；分量 Y 的概率分布称为 (X,Y)
的关于 Y 的边缘分布。
设

P((X,Y) = (xi, yj)) = pij (i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . )

则

P(X = xi) =
∑

j
P(X = xi,Y = yj) (全概公式)

=
∑

j
p((X,Y) = (xi, yj))

=
∑

j
pij (这是 X 的边缘分布)

P(Y = yj) =
∑

i
pij (这是 Y 的边缘分布)

多项分布的边缘分布是二项分布。
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二维连续型随机变量的密度
定义： 对于二维随机向量 ξ = (X,Y), 如果存在非负函数
p(x, y)(−∞ < x < ∞,−∞ < y < ∞), 使对任意 a < b, c < d 及
D = {(x, y) : a < x < b, c < y < d} 有

P((X,Y) ∈ D) =

∫∫
D

p(x, y)dxdy

则称随机向量 ξ = (X,Y) 为连续型的，并称 p(x, y) 为 ξ 的分布密
度，也称 p(x, y) 为 (X,Y) 的联合分布密度 (简称联合密度)。
用微元法，二维随机变量在 [x, x + dx]× [y, y + dy] 上的概率为
p(x, y)dxdy, 其中 dx, dy 为无穷小微元。
连续型随机向量属于更一般的平面子集 D 的概率为

P((X,Y) ∈ D) =

∫∫
D

p(x, y)dxdy

但集合 D 的要求涉及到勒贝格积分，这里不做讨论。一般的开集、
并集及其有限运算都符合条件。
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连续型二维分布的边缘分布

定义： 对于随机向量 (X,Y), 作为其分量的随机变量 X（或 Y）的
密度函数 pX(x) (或 pY(y))，称为 (X,Y) 的关于 X（或 Y）的边缘
分布密度。
连续型二维随机向量的分量一定是连续型随机变量。
定理 1.1 若 (X,Y) 的联合密度是 p(x, y), 则

p1(x) =
∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

p2(y) =
∫ ∞

−∞
p(x, y)dx

分别是 X,Y 的分布密度。

原著：陈家鼎、刘婉如、汪仁官 制作：李东风，邓明华概率统计 B 第四 + 章 期中复习 2022 春季学期 51 / 62



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

随机变量的独立性

随机变量的独立性，就是关于随机变量的事件的独立性。
定义： 设 X,Y 是两个随机变量，如果对任意 a < b, c < d，事件
{a < X < b} 与事件 {c < Y < d} 相互独立，则称 X 与 Y 是相互
独立的，简称独立。
定理： 设连续型随机变量 X,Y 分别有分布密度 pX(x), pY(y), 则
X 与 Y 相互独立的充分必要条件是：二元函数

pX(x)pY(y)

是随机向量 (X,Y) 的联合密度。
定理： 设 X 可能取的值是 x1, x2, . . . (有限个或可列个), Y 可能取
的值是 y1, y2, . . . (有限个或可列个), 则 X 与 Y 相互独立的充分必
要条件是：对一切 i, j 成立

P(X = xi,Y = yj) = P(X = xi) · P(Y = yj)
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二维正态分布

二维正态分布是最常见最重要的多维分布。
定义： 称 ξ = (X,Y) 服从二维正态分布，如果其密度联合密度为

p(x, y)

=
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
·[(

x − µ1

σ1

)2

− 2ρ(x − µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(
y − µ2

σ2

)2
]}

其中 µ1, µ2, σ1 > 0, σ2 > 0,−1 < ρ < 1 是 5 个参数。
p(x, y) 称为二维正态密度。
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二维正态分布的性质

二维正态分布的边缘分布是正态分布。若
(X,Y) ∼ N(µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ), 那么 X ∼ N(µ1, σ

2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2);

性质 若 (X,Y) 服从二维正态分布（参数为 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ），则 X
与 Y 相互独立 ⇐⇒ ρ = 0。
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二维随机变量的分布函数

定义： 设 (X,Y) 是二维随机变量，称函数

F(x, y) = P(X ≤ x,Y ≤ y)

为它的分布函数或联合分布函数。

若 ξ = (X,Y) 的分布函数有二阶连续偏导数，则 ∂2F(x,y)
∂x∂y 就是 ξ 的

分布密度。
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单个随机变量函数
设 (X,Y) 联合密度为 p(x, y), Z = f(X,Y)，
(1) 求 Z 的分布函数

P(f(X,Y) ≤ z)
(2) 对 p(x, y) 积分

P(f(X,Y) ≤ z) =
∫∫

f(x,y)≤z

p(x, y)dxdy

并进行积分变换，最终化为

FZ(z) =
∫ z

−∞
pZ(u)du

的形式，或 FZ(z) 可导的形式。
随机变量和的分布。若 (X,Y) 的密度函数为 p(x, y), 那么和
Z = X + Y 的概率密度为卷积∫ +∞

−∞
p(x, z − x)dx
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随机变量变换公式
定理： 设 (X,Y) 有联合密度 p(x, y), 且区域 A(可以是全平面) 满足
P((X,Y) ∈ A) = 1。又函数 f(x, y), g(x, y) 满足：
(1) 对任意实数 u, v，方程组 {

f(x, y) = u
g(x, y) = v

(2.4)

在 A 中至多有一个解 x = x(u, v), y = y(u, v);
(2) f, g 在 A 中有连续偏导数；
(3) 雅可比行列式 ∂(f,g)

∂(x,y) 在 A 中处处不等于 0。
设 U = f(X,Y),V = g(X,Y)，

G = {(u, v) :方程组 (2.4) 在 A 中有解}

则

q(u, v) =
{

p(x(u, v), y(u, v))
∣∣∣ ∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ 当(u, v) ∈ G
0 当(u, v) /∈ G

是 (U,V) 的联合密度。
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随机变量函数的均值公式

设随机向量 (X,Y) 有密度 p(x, y), 对随机变量函数 Z = f(X,Y)，有

E(Z) = E[f(X,Y)] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)p(x, y)dxdy

要求绝对可积，即
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ |f(x, y)|p(x, y)dxdy 存在

容易验证，这和先求出 Z = f(X,Y) 的密度，然后按照密度的定义
给出期望定义是一致的。即若 Z = f(X,Y) 的密度函数为 qZ(z),

E(Z) =
∫ +∞

−∞
zqZ(z)dz

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)p(x, y)dxdy
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随机变量的均值与方差

设 (X,Y) 的联合密度为 p(x, y)，分量的边缘密度为 pX(x) 和
pY(y)，则

E(X) =

∫ +∞

−∞
xpX(x)dx

E(Y) =

∫ +∞

−∞
ypY(y)dy

D(X) =

∫ +∞

−∞
[x − E(X)]2pX(x)dx

D(Y) =

∫ +∞

−∞
[y − E(Y)]2pY(y)dy
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由随机向量函数的期望公式 (3.1) 又有

E(X) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xp(x, y)dxdy

E(Y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
yp(x, y)dxdy

D(X) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
[x − E(X)]2p(x, y)dxdy

D(Y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
[y − E(Y)]2p(x, y)dxdy
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协方差

定义： 称向量 (E(X),E(Y)) 为随机向量 (X,Y) 的均值，称数值
E{[X − E(X)][Y − E(Y)]} 为 X,Y 的协方差, 记为 Cov(X,Y) 或
σXY。
容易验证

Cov(X,Y) = σXY

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
[x − E(X)][y − E(Y)]p(x, y)dxdy

D(X), D(Y) 也可以记成 σXX, σYY。
当 X,Y 相互独立时 Cov(X,Y) = 0。
若 Cov(X,Y) = 0，则称 X,Y 不相关 。
独立必不相关；不相关不一定独立。
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相关系数

定义： 称

σXY√
σXX

√
σYY

为 X,Y 的相关系数 （要求分母不等于 0），记作 ρXY 或 ρ。即

ρXY =
σXY√

σXX
√
σYY

对二元正态分布，参数 ρ 是两个分量的相关系数。
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联合密度与边缘密度

定义： 对于 n 维随机向量 ξ = (X1,X2, . . . ,Xn), 如果存在非负函
数 p(x1, x2, . . . , xn)，使对于任意 n 维长方体

D =
{
(x1, x2, . . . , xn) : a1 < x1 < b1, a2 < x2 < b2, . . . ,

an < xn < bn
}

均成立

P(ξ ∈ D) =

∫∫
D

· · ·
∫

p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (4.1)

则称 ξ = (X1,X2, . . . ,Xn) 是连续型的，并称 p(x1, x2, . . . , xn) 为 ξ
的分布密度，或称联合分布密度（简称联合密度）。
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n 维正态分布

定义： 称随机向量 ξ = (X1,X2, . . . ,Xn) 服从 n 维正态分布 (也称
ξ 是 n 维正态随机向量), 如果它有分布密度

p(x1, x2, . . . , xn)

=
1

(2π)
n
2 |Σ|

1
2

exp
{
− 1

2
(x − µ)TΣ−1(x − µ)

}
其中 x = (x1, x2, . . . , xn)T, µ = (µ1, µ2, . . . , µn) 是非随机的常数向
量，Σ = (σij)n×n 是 n 阶正定常数矩阵。
记 ξ ∼ N(µ,Σ)。
高维正态分布生成：给定独立同分布 X1, · · · ,Xn ∼ N(0, 1), 设有 n
维可逆矩阵 B, 定义 Y = BX + µ, 其中 Σ = BBT.
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独立性

定义： 设 X1,X2, . . . ,Xn 是 n 个随机变量，如果对任意
ai < bi(i = 1, 2, . . . , n), 事件 {a1 < X1 < b1}, {a2 < X2 < b2}, . . .,
{an < Xn < bn} 相互独立，则称 X1,X2, . . . ,Xn 是相互独立的。
定理： 设 X1,X2, . . . ,Xn 的分布密度分别是 p1(x1), p2(x2), . . .,
pn(xn), 则 X1,X2, . . . ,Xn 相互独立的充分必要条件是

p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn)

是 (X1,X2, . . . ,Xn) 的联合分布密度。
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习题讲解（续）

֍צ

ޕ X,Y سдحϥӪӎд䩟ӎд߹ݼ

P (X = k) = p(1− p)k, k = 0, 1, 2, · · · ,
Ն࢙䩟min(X,Y ) ф X − Y ૠԚݼ߹䦚

ڲڋҴ䩭ϢЙ۰࢙ min(X,Y ) ф X − Y 䦚цӊ࠶มଛдࢉІϡٿ min(X,Y )䩟ϢЙϩ

P (min(X,Y ) = k) = P (X = k, Y > k) + P (X > k, Y = k) + P (X = k, Y = k)

ԷЅ
P (X = k, Y > k) = P (X > k, Y = k) = p(1− p)k × (1− p)k+1 = p(1− p)2k+1,

P (X = k, Y = k) = p2(1− p)2k

ӹױ

P (min(X,Y ) = k) = 2p(1− p)2k+1 + p2(1− p)2k = p(1− p)2k[p+ 2(1− p)] = p(1− p)2k(2− p)

Էҋ䩟ϢЙڲڋ X − Y ϡࢉมଛд࠶䩟P (X − Y = k) ԷЅϤϣડԛϢЙНйޕ k ≥ 0䦚

P (X − Y = k) =
∞∑
n=0

P (Y = n,X = n+ k)

=

∞∑
n=0

p(1− p)np(1− p)n+k

=
p2(1− p)k

1− (1− p)2
=

p(1− p)k

2− p

зњ䩟ϢЙڲڋڲڋ min(X,Y ) ф X − Y ϡׁ࠾д࠶៲ّ䦚ϤϣડԛϢЙ࣊Ѽޕ k ≥ 0䦚

P (min(X,Y ) = n,X−Y = k) = P (Y = n,X = n+k) = p(1−p)n×p(1−p)n+k = p(1−p)2n(2−p)×p(1− p)k

2− p

ӹױ min(X,Y ) ф X − Y ૠԚݼ߹䦚
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