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一种带约束的多态类型系统1 

郑红军2   张乃孝3 

 ( 北京大学 ) 

摘要 本文讨论了一种带约束的多态类型系统，引入了约束类型。约束与全

称量化的结合使得参数化多态函数的应用更安全，同时也为重载的表示和实现

提供了一个新的途径，提高了类型表示的抽象度。本文讨论的类型系统具有两

个不同层次的类型结构，约束的引入与消去是不同层次上的操作。最后，本文

给出了类型检查算法 Wτ，并证明了此算法中约束的可满足性是可判定的。 

关键词 多态 约束类型   类型系统    类型检查 

1  引言  

 多态是有力且灵活的描述机制，许多程序设计语言(如 ML, Ada)都提供了

定义多态函数的能力。多态函数具有一定的开放性，是一种抽象的过程，可以

应用于不同类型的数据。考虑用于比较整数和字符的的‘≤ ’函数，它们类型是 

  ≤ : Int × Int → Bool  ;    ≤ : Char × Char → Bool  («1) 

现欲将 ‘≤ ’定义为比较两个同类型序列的多态函数，在现有的 ML类型系统中，

其类型一般表示为： 

  ≤ : ∀α . seq[α] × seq[α] → Bool          («2) 

(«2)中的‘≤ ’是一种参数化多态(parametric polymorphism)函数[1]，seq[α]表示元素

类型为α的序列，类型变量α的全称量化可能会使此函数被应用于无法比较的

序列，从而导致程序运行错误。问题在于，对类型变量α无约束的全称量化使

得此函数可应用的类型范围过宽，这样就降低了程序的安全性。因此，有必要

标识出这类参数化多态函数可能应用的类型范围，以达到安全性与灵活性的统

一[11]。那么，哪些序列可以用‘≤ ’来比较呢？确切地说，是那些序列中的元素

可用‘≤ ’比较的序列： 

   ≤ : seq[Char] × seq[Char] → Bool   ， 

   ≤ : seq[Int] × seq[Int] → Bool    ，  («3) 

   ≤ : seq[seq[Char]] × seq[seq[Char]] → Bool ， 

      . . .   . . . 

 («1)显示出‘≤ ’在 Int 和 Char 上的重载，重载是一类特殊的多态(ad-hoc 

polymorphism)形式。重载函数对于不同类型的操作数具有不同的函数体，执行
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不同的代码；而参数化多态函数对于不同类型的操作数只有一个函数体，执行

同一段的代码[1]。Int 和 Char 上‘≤ ’的重载使得(«2)所示的参数化多态函数变为

(«3)中的重载函数，以至于不能以一般的参数化多态形式统一地给出这些函数

的类型，如果象(«3)中那样将所有这些重载函数的类型都显式地表示出来又过

于繁琐，也不可能。 

 Jones 在[12]中给出的资格类型(qualified types)可用于标识参数化多态函数的

应用类型范围和表示类似于(«3)的重载函数。资格类型的形式为：∀α . π(α) ⇒ 

T (α)意为满足谓词π(α)的所有类型 T (α)。本文所讨论的约束类型是资格类型的

一种具体形式：π(α)为 T (α)的约束。通过约束与全称量化的结合，(«3)中所有

‘≤ ’重载函数的类型可以统一地表示为： 

  ≤ : ∀α . ( ≤ : α × α → Bool) . seq[α ] × seq[α] → Bool  («4) 

意为满足约束≤ : α × α → Bool的所有函数≤ : seq[α] × seq[α] → Bool，换句话说，

(«2)所示的序列比较函数的应用条件为：必须在α类型上提供‘≤ ’运算，否则不

可应用。约束与全称量化的结合弥补了参数化多态表示的类型范围过宽，而简

单的重载表示的类型范围又可能过窄的不足。 

 关于约束类型方面的研究，可查的文献不多，但也有一些有益的研究成果。

Jones[12]在研究 Haskell 语言的基础上，讨论了使多态λ-演算和 ML 类型系统支

持资格类型的一般方法；Smith[7]将这种带约束的多态机制称为受限的多态

(bounded polymorphism)，重点讨论了在 Damas/Milner 类型系统[6]中扩充入约束类

型后，如何保持原有类型系统的性质；Palsberg 在[13]中以λ-演算为工具，在无

全称量化的条件下，研究了面向对象语言中具有子类型关系的约束类型及其表

达能力。 

 我们在研究语言的抽象与封装机制 Garment[9][10]中根据需要引入了约束

类型，讨论了约束在语言和程序不同层次上的引入和消去，设计了带约束类型

的类型检查算法，并且解决了约束的可满足性判定问题。为清晰起见，本文以

Exp 语言[5]为对象，抽象地介绍了上述工作。 

2  Exp 语言  

 考虑λ-提升[8]后的 Exp程序, 它由一组函数定义和程序体(一个待求值的表

达式)组成。Exp 程序的结构可以抽象地表示为： 

    f1  x1  . . .  xn1   =  e1   ;  

    f2  x1  . . .  xn2   =  e2   ; 

       . . .  . . .  

    fm  x1  . . .  xnm  =  em  ; 

    e0     (程序体) 

表达式 ei (0 ≤ i ≤ m)不含λ-抽象，也就是没有局部函数定义；函数的定义部分的

各函数允许相互递归，也允许函数的重载定义。给定一组标识符(f , y , a , ≤ , 

1 , . . . )，表达式 e 由如下的语法生成： 



- 3 - 

   e ::=  x | x (e1 , . . . , en)  | let x=e1 in e2      |    if e1 then e2 

else e3 

在此，x 为标识符(包含常量)；x(e1 , . . . , en)表示函数 x 的应用；let-表达式表示

局部标识符 x 在其作用域 e2内的值为 e1；if -表达式即为一般的条件表达式。 

 上述程序结构显示出函数的定义与函数的使用是分离的。我们约定，函数

定义部分允许定义多态函数，函数体 e1 , . . . , em中表达式的类型可以带类型变

量，故函数 f1 , . . . , fm的类型亦可象(«4)中那样含类型变量；程序体 e0中的每

个表达式具有唯一确定的类型(不含类型变量)，因此 e0中表达式的类型是单态

的。ML 中典型的多态 let 表达式[3][6]，如： 

   let  f = λx . x  in  ( . . . f (1) . . . f (true) . . . ) 

以这种程序结构可描述为 

   f x = x  ; ( . . . f (1) . . . f (true) . . . ) 

Exp 中的多态是函数定义级别上的多态，与 ML 中的多态具有同样的表达能力。

下面将首先讨论函数定义部分的类型结构，然后给出程序体部分的类型结构。

这两部分构成了 Exp 的类型系统。 

3  函数定义部分的类型结构  

 函数定义部分的类型分为三类： 

 � 数据类型  γ  ::=  α  |  Tid  |  χ [γ1  , ... , γj ]  |  γ1 × ... × γn → γ 

 其中，α为类型变量；Tid 为不含类型变量的类型常量，包括语言中的初等

类型(Int , Real , Bool , Char 等)及为某类型引入的新名字；χ为类型符，其中的

γ1  , ... , γj为χ的类型参数，如(«2)中的 seq[α]。 

 � 约束类型  ρ  ::=  (x : γ) . ρ   |   γ   (x : γ)称为一个约束。 

 � 量化类型  σ  ::=  ∀α . σ     |   ρ   (α为σ中的全称量化类型变量) 

 不失一般性，我们有时将σ写成∀ α . C . γ的形式，其中，α 为σ中全称量化

类型变量α1 , . . . , αn的简写，C 表示σ的约束部分(x1 : γ1 , . . . , xn : γn )，γ称为σ的

体。若没有量化的类型变量或约束，∀ α 和 C 这两部分均可缺省。 

 类型系统的作用不仅在于所能表示出的类型，也在于它所能表示的类型间

的关系。上述三类类型中的函数构造符‘→’、笛卡尔乘积‘×’、全称量词‘∀’以及

约束 (constraint)表示了类型间的关系，这种能力蕴涵着某种在类型上的计算能

力。一个类型系统可以用于证明表达式 e : σ，表示 e 的类型为σ。一般来说，e : σ

依赖于 e 中标识符的类型，标识符的类型收集于一个类型假设集合中。一个类

型假设集合 A 是由形为 x : σ的类型假设构成的有限集合，有时也称该集合为类

型环境[4]。 

 如果 A 中存在一个关于 x 的类型假设，或 A 中某个类型假设的一个约束为

x : γ，则说 x 出现于 A。假设σ = ∀α1 , . . . , α n . ρ，β是ρ中的类型变量，如果β ∉ 

{α1 , . . . , α n }，则说β在σ中是自由的。free(σ)表示由出现于σ中的自由类型变量

构成的集合，A \ x 表示除去 A 中所有关于 x 的类型假设。类型规则中 A├e : σ
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表示由类型假设集合 A 可以得出 e 具有类型σ。一种简单的情况是： 

   [Ide]  A├x : σ  if  x : σ ∈ A 

 函数定义部分所定义的函数由函数构造符‘→’表示其类型，对于函数定义 

     ƒ  x1 , . . . , xn   =  e 

‘→’的引入规则为： 

   [→Intro]   
A x C

A C
n n 

n 

∪ − ∀
− ∀ × × →
{ : , . . . , : }| : . .
| : . . ( . . . )

1 1

1

  

 

      x    e    
 f           

γ γ α γ
α γ γ γ

   

其中，x1 , . . . , xn不出现于 A，A∪{ x1 : γ1 , . . . , xn : γn}├ e : ∀ α . C . γ隐含着对函

数体 e 的类型推理过程，具体的类型推理规则及算法参见文献[7][12]。在此，

我们仅考虑与约束类型相关的类型规则。 

 [→Intro]中类型变量 α 及全称量词‘∀’的引入体现了 Exp 类型。系统的参数

化多态性，‘∀’的引入规则为： 

   [∀-Intro]  
A 

A 
| :

| : .
−

− ∀
 e  

 e   
σ
α σ

      

 [→Intro]中约束 C 限定了函数 f 的应用类型范围，如 («4)。约束的引入规则

是： 

   [Cons-Intro] 
A x 
A x 
∪ −

−
{ : } | :

| : ( : ).
   e  

 e    
γ ρ

γ ρ
     ( x :ο σ ∈ A ) 

 类型环境 A 中可能有多个关于同一标识符 x 的类型假设，如 («1)、(«3)中

的‘≤ ’，这种情况即为 x 在 A 中重载，表示为 x :ο σ。实际上，x :ο σ中的σ反映了

x 之重载的一般结构。如果 x :ο σ ∈ A，则 A 中就可能含有多个关于 x 的类型假

设( x : σ1 , . . . , x :σn )，这些类型假设满足： 

   (a)  σ ≥A σ i ，1 ≤ i ≤ n     (b)  σ i两两非重叠(nonoverlapping) 

条件(a)中的σ ≥A σ i表示在类型环境 A 中σ i是σ的一个实例，≥A关系包含了[6]

中的实例关系(instance relation)；条件(b)可以确保由类型σ i确定(重载的) x 是唯

一的，这是实现重载的必要条件。≥A关系和类型重叠的具体定义如下：     

定义(σ ≥A γ ) 设σ =∀α1 , . . . , α n .C.γ ’, 且α1 , . . . , α n中无重名,如果存在一个替

换  [γ1 /α1 , . . . , γn /αn ] 使得 

    (a) A├C[γ1 /α1 , . . . , γn /αn ]，并且 (b) γ ’[γ1 /α1 , . . . , γn /αn ]＝γ  

  则说σ ≥A γ 。条件(a)表示 C[γ1 /α1 , . . . , γn /αn ]中的所有约束在 A 中是可满足

的。 

定义(ρ ≥A σ ’) 如果对于任意γ都满足：若σ' ≥A γ ,则σ ≥A γ ，则说σ ≥Aσ'。  

定义(约束的可满足性)  一个约束(x : γ)在 A 中是可满足的，当且仅当 

    (a)  (x : γ) ∈ A， 或者 (b)  ∃σ ’. (x : σ ’) ∈ A 且σ ’ ≥A γ . 

定义(重叠)  设σ = ∀ α . C . γ与σ ’ = ∀ β . C ’. γ’，且 free( γ )∩free( γ ’)=φ. 如果

γ和γ ’可合一，则说σ与σ ’是重叠的。其中的 free( γ )∩free( γ ’)=φ可通过
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具有等价关系性质的α-变换[4]实现。 

    下面引入文献[5]中关于合一算法的定理，此算法将是类型检查算法的核心

部分，此定理的证明参见文献[5]。 

定理（合一算法) 存在一个以类型表达式γ1 和γ2 为参数的算法ℜ , 若ℜ 成功，

就可以得到的γ1 和γ2 的最一般合一 U，满足： 

 (a) γ1 U = γ2 U，即 U 合一γ1 和γ2 . 

 (b) 如果 H 是γ1 和γ2 的另一个合一替换，则存在一个替换 S，满足 H=SU . 

例 1：对于 A 中 x :ο ∀α .α × Int → α的两个类型假设： 

    x : ∀α .(∗  : α × α → α) . α × Int → α     x : Real × Int → Real 

 α × Int → α与 Real × Int → Real在替换[Real /α ]下可合一，那么 x 的这两

个类型就是重叠的。我们称这种情况为重载函数类型假设的。 

例 2：对于类型环境 A1中‘≤ ’的如下重载： 

 ≤ : Char × Char → Bool      ，    ≤ : Int × Int → Bool 

 ≤ : ∀α . (≤ : α × α → Bool ) . seq[α] × seq[α] → Bool 

 ≤ : ∀α , β . (≤ : α × α → Bool , ≤ : β × β → Bool) . (α × β ) × (α × β ) → Bool 

 即有≤ :ο ∀α .α × α → Bool ∈ A，表示对其所有的实例都接受两个同一类

型的参数，返回一个 Bool类型的值。 

例 3：如果在例 2 的 A1中定义函数 

       f x = x ≤ x 

 那么，可由下面对函数体 x ≤ x 的类型推理过程得到函数 f 的类型： 

  A1∪{≤ : α × α → Bool , x : α } ├ ≤ : α × α → Bool   [Ide] 

  A1∪{≤ : α × α → Bool , x : α } ├ x : α      [Ide] 

  A1∪{≤ : α × α → Bool , x : α } ├ x ≤ x : Bool    [→E] 

  A1∪{≤ : α × α → Bool } ├ f : α → Bool     [→Intro] 

  ≤ :ο ∀α . α × α → Bool ∈ A1        [Ide] 

  A1 ├ f : (≤ : α × α → Bool ). α → Bool      [Cons-Intro] 

  A1 ├ f : ∀α . ( ≤ : α × α → Bool ). α → Bool    [∀-Intro] 

  推理过程中用到的[→E]规则为 

    [→E]  

A x
A e A e

A x e e

n

n n

n

            
                

          

  

 

 

| : ( . . . )
| : , . . . , | :

| ( , . . . , ) :

− × × →
− −

−

γ γ γ
γ γ

γ

1

1 1

1
 

 上面的推理过程显示出了约束在类型推理过程中引入的方法。在 Exp 程序

的函数定义部分说明函数的类型时，可以不通过类型推理引入约束，一般是根

据[Cons-Intro]规则从语用角度引入的，用于标识函数应用的类型范围。例 3 中

的约束表明：函数 f : α → Bool只能应用于具有≤ : α × α → Bool运算的那些类型

α上。 
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4  对约束类型和重载的限制  

 Exp 程序的函数定义部分允许定义重载函数，这些重载函数定义所产生的

类型假设要加入类型环境 A 中，由于约束的存在及重载实现上的限制，我们要

求加入到 A 中的类型假设必须满足 

 (1) 加入此假设于 A 中不会产生重载函数类型假设的重叠。 

 (2)  对于类型假设 x :∀ α .C. γ，要求 C 中的每个约束 h : γ ’至少含有一个类

型变量，并且至少有一个出现于γ中。如果不满足，就可以通过检查 A

中关于 h 的所有类型假设来判断此约束是否可满足。例如，类型假设 

     x : ∀α . (∗  : α × α → α) . Real × Int → Real 

 中，α只在约束∗  : α × α → α中出现。如果 A 中关于‘∗’有如下形式的重

载: 

    ∗  : Int × Int → Int   ，  ∗  : Real × Real → Real 

 就可以通过将α分别替换为 Int 和 Real 消去此约束，于是，只需将类型

假设 x : Real × Int → Real加入 A 中；如果 A 中关于‘∗’的一个类型假设与

x 的约束∗  : α × α → α不可合一或 A 中没有关于‘∗’的类型假设，那么，

上面 x 的类型假设就不能加入 A 中。显然，约束∗  : α × α → α对于类型

环境 A 是多余的。 

 (3) 此假设的加入不会产生类型假设的循环序列。类型假设的一个循环序列

具有如下形式： 

   x0 : ∀ α .(x1 : γ0). ρ0  , x1 : ∀ α .(x2 : γ1). ρ1 , . . . , xn-1 : ∀ α .(x0 : γn-1). ρn-1   

 其中，n>1, xi可以重名。n=1 的情况是下面的条件(4)。 

 (4) 如果待加入的是递归约束类型假设 x : ∀ α . (x : γ ’ , . . . ) . γ，如(«4)式，

要求γ ’不是γ的替换实例，即：不存在替换 S，使得γ S = γ ’。不满足这个

条件的递归约束类型假设在 A 中是没有意义的，因为无法判定约束 x : γ'

在 A 中是否可满足，具体证明见下面的命题。 

命题 类型环境 A 满足上面的条件（1〕，若 x : ∀ α .(x : γ'，. . .).γ∈ A, 且 γ'是γ

的一个替换实例，则无法判定约束 x : γ'在 A 中的可满足性。 

证明：   不失一般性，首先对 γ'施行α－变换[4], 使得 free( γ )∩free( γ ’)=φ。

根据约束可满足性的定义，只能通过下面的三个途径来判定约束 x : γ'

在 A 中的可满足性： 

    <1>  x : γ'∈A: 由于γ'是γ的一个替换实例，即存在一个替换 S，使得γS＝γ'。

因 free( γ )∩free( γ ’)=φ，所以，替换 S 可作为γ'和γ的合一替换，满足γS

＝ γ'S ， 即 ： γ' 与 γ 可 合 一 。 根 据 重 叠 的 定 义 可 得 ， 类 型 假 设

x : ∀ α .(x : γ'，. . .).γ与 x : γ'重叠。因 x : ∀ α .(x : γ'，. . .).γ∈ A, 且 A 满足上

面的条件（1〕，所以 x : γ'不可能在 A 中，故 x : γ'∉A。 

    <2>  x : ∀ β .C.γ''∈ A,且∀ β .C.γ''≥Aγ': 由≥A 关系的定义及α－变换可得，γ'

与γ''可合一。因γ'是γ的一个替换实例，故γ与γ''也可合一。于是，由类型

假设的重叠和此命题的条件可得，类型假设 x : ∀ β .C.γ''不可能在 A 中。 
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    <3> 由<1>和<2>可以看出，A 中能够用于判定约束 x : γ'可满足性的类型假

设只有此递归约束类型假设 x : ∀ α .(x : γ'， . . .).γ 本 身 ： 判 定

∀ α .(x : γ'，. . .).γ 与γ' 间是否有≥A关系。这样就又回到了判定约束 x : γ'

的可满足性问题。 

     <1>， <2>和<3>表明：若 γ'是 γ的一个替换实例，则无法判定类型假设

 x : ∀ α .(x : γ'，. . .).γ 中的约束 x : γ'在 A 中的可满足性。  

 为叙述方便，我们称上面的四个条件为 TA(Type Assumptions)条件。只有满

足 TA 条件的类型假设才允许加入类型环境 A 中，称这种类型环境满足 TA 条

件。TA 条件是对函数类型中引入约束和重载函数定义的限制，条件(3)和(4)是

判定约束可满足性的必要条件。约束类型的引入提高了类型表示的抽象度和语

言的简明性，但增加了类型检查的负担，因为要判定 TA 条件。形式地，可将

上述 TA 条件定义为函数 TA（A，x : σ）：Bool,并可作为 TA 条件中的判定算法。

其中：A 为类型环境，x : σ为欲加入 A 的一个类型假设。 

     TA（A，x : σ）＝nonoverlapping（A，x : σ） and 

                        nonredundant （A，x : σ）and 

                      nonrecursive  （A，x : σ） 

     nonoverlapping（A，x : σ）= ∀ x : σ’∈ A.R(σ’,σ) = fail 

     nonredundant （A，x : σ）= let ∀ α .C.γ =σ  in 

                               ∀ h :γ' ∈ C,tvar(γ ') ∩ tvar{γ } ≠ {}                   

    其中 tvar(γ )为类型γ 中类型变量构成的集合，由第 3 节中γ 的定义可得: 

     tvar(α)={α} 

     tvar(Tid)={} 

     tvar(x[γ1 ,. . . ,γj])=tvar(γ1 ) ∪. . .∪ tvar(γj ) 

     tvar(γ1 × . . . ×γn → γ)=tvar(γ1 ) ∪. . .∪ tvar(γ n) 

   nonrecursive(A, x:σ) = 

         let  ∀ α .C.γ = σ  in 

             ∀y:γ' ∈ C. if y=x then noninstance(A, x:σ) 

                  else  x∉ dependant(A,y) 

    dependant(A, y) = 

          let{y: ∀ α .C.γ} ∪ B=extract(A,y) in 

             dependantc (C, A) ∪ dependanta (B, A) 

    extract(A,y)={x:σ | x:σ ∈ A and x=y} 

    dependantc(C,A)= if c={} then {} else  
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                   let {x:γ} ∪ C'=C in {x} dependant(A,x) ∪ dependantc(C',A) 

    dependanta(B,A)=if B={} then {} else 

                   let {z: α .C.γ} ∪ B'=B in  

                   dependantc(C,A) ∪ dependanta(B',A) 

    noninstance(A,x:σ)=let ∀ α .(x:γ' ).C.γ =σ  in  

            R(γ,γ' )=fail. 

5  程序体部分的类型结构  

 程序体部分表达式的类型均为基类型，即为不含类型变量的类型，我们以

τ来表示，其具体形式如下： 

  τ  ::=  Tid  | χ [τ1 , . . . ,τn ]   |  τ1 × . . . ×τn → τ 

其中的 Tid 和χ与在γ中的 Tid 和χ含义相同。程序体部分的类型规则如下： 

   [Var]  A├x : τ  (x : τ ∈ A) 

   [If]   
A Bool

A 
| : , | : , | :

| :
− − −

−
 e      A  e      A  e  

 if e  then e  else e  
1 2 3

1 2 3

τ τ
τ

 

   [Let]  A e A x x e
A let x e in e

             
      

| : , \ { : } | :
| :

− ∪ −
− =

1 1 1 2 2

1 2 2

τ τ τ
τ

  

 提升后 Exp 程序的结构使其程序体内无函数定义，只有函数应用，对应的

类型规则为： 

   [→Elim]  

A C
A 
AU 

A e U

n 

n n 

n 

| : . .( . . . )
| : , . . . , | :

|
| ( , . . . , ) :

− ∀ × × →
− −

−
−

 x         
 e         A  e        

 CU
 x       e   

 α γ γ γ
τ τ

γ

1

1 1

1
 

其中，U = ℜ ( γ1 × . . . ×γn  , τ1 × . . . ×τn ) 。由[→Elim]规则可以看出，由于程序

体中表达式的类型均为基类型，在程序体中必须消去全称量词‘∀’并以基类型

实例化类型变量，其规则为： 

   [∀-Elim]  
A 

A 
| : .

| : [ / ]
− ∀

−
 e  

 e  
α σ

σ τ α
 

 函数定义中引入的约束在程序体中必须是可满足的，约束的可满足就意味

着约束的可消去，在类型环境 A 中无法消去不可满足的约束。[→Elim]规则中

的 AU├CU 表明在程序体中不能应用带有不可消去约束的函数，在应用函数前

要检查约束的可满足性以消去这些约束，约束的消去规则是： 

   [Cons-Elim] 
A e x A x

A e
                 

     
| : ( : ) . , | :

| :
− −

−
τ ρ τ

ρ
  

例 4：以例 2 的类型环境 A1为基础，假设类型环境 

    B = A1 ∪ { f : ∀α . ( ≤ : α × α → Bool ) . α → Bool  ,  p : seq[Int] } 

 那么，对于程序体中 f 的应用 f ( p )有： 
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   B├ f : ∀α . (≤ : α ×α → Bool ) . α → Bool     [Ide] 

   B├ f : (≤ : seq[Int] × seq[Int] → Bool ) . seq[Int] → Bool  [∀-Elim] 

   B├ ≤ : ∀α . (≤ : α × α → Bool ) . seq[α] × seq[α] → Bool  [Ide] 

   B├ ≤ : (≤ : Int × Int → Bool ) . seq[Int] × seq[Int] → Bool  [∀-Elim] 

   B├ ≤ : Int × Int → Bool         [Var] 

   B├ ≤ : seq[Int] × seq[Int] → Bool       [Cons-Elim] 

   B├ f : seq[Int] → Bool         [Cons-Elim] 

   B├ p : seq[Int]           [Var] 

   B├ f (p) : Bool           [→Elim] 

6  类型检查算法 Wτ  

 设 Rule(P)是与程序 P 中表达式相关的类型规则构成的集合，它限定了 P

中各表达式类型间的关系。在此关系下，类型检查与类型推理的含义是： 

  类型检查：给定一个类型σ和表达式 e，判定是否有 e:σ  Rule| ( )=
A

P  

  类型推理：给定一个表达式 e, 证明 ∃ =σ σ. : | ( )e Rule P
A

   

 类型检查与类型推理的本质差别在于前者是判定已知的类型σ是否满足

Rule(P)，后者是根据现有的类型环境计算出满足 Rule(P)的一个类型σ。在类型

推理与类型检查之间由σ中已知信息从少到多形成一个连续谱，其中间状态可

以视之为部分类型推理，若σ中的信息全部已知(σ是基类型)，则类型推理就转

化为类型检查。 

 下面给出对 Exp 程序体的类型检查算法 Wτ(A , e)，Wτ以类型环境 A 和程序

体中的表达式 e 为输入，返回 e 的类型τ 。由第 5 节的类型规则，以 [2]中的方

式可得 Wτ的具体算法 Wτ(A , e)如下： 

 1. e is  “ x ” 

   if x is overloaded in A then fail 

      else if x : τ ∈ A then τ. 

 2. e is  “ x(e1 , . . . , en ) ” 

   let τ1 = Wτ(A , e1) , τ2 = Wτ(A , e2) , . . . , τn = Wτ(A , en) in 

      if x : ∀α1 , . . . , α m .C. γ1 × . . . ×γn → γ ∈ A then  

     let U=ℜ (τ1 × . . . ×τn , γ1 × . . . ×γn ) in 

         if satisfiable(CU , AU ) then γU   

        else fail 

       else fail. 

 3. e is  “ if e1 then e2 else e3 ” 

   let τ = Wτ (A , e1),τ1 = Wτ(A , e2) , τ2 = Wτ(A , e3)  in  

      if τ = Bool and τ1 =τ2 then τ1   

    else fail . 

 4. e is  “ let x = e1 in e2 ” 
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   let τ1 = Wτ(A , e1) in Wτ(A \ x ∪{x : τ1} , e2). 

 Wτ中，若算法ℜ 失败，则 Wτ失败；在此，等价采用名等价原则；Wτ中的

函数 satisfiable 以约束集合 Con 和类型环境 Ass 为输入，用于判断约束的可满

足性。由约束的可满足性定义，satisfiable 的算法如下： 

 satisfiable (Con , Ass) = 

    for all x : τ ∈ Con  do 

      if x : τ ∉ Ass then  

     if x : ∀ α .Con’. γ ∈ Ass and U = ℜ (τ , γ ) then 

       return ( satisfiable (Con’U , AssU )) 

     else return (false) 

      else return ( true ) . 

 文献 [7][12]给出的类型推理算法中，约束的可满足性是不可判定的。可以

证明，算法 Wτ中约束的可满足性是可判定的。 

命题 (约束可满足性的判定) 

 给定一个类型假设集合 Ass 和约束集合 Con，若 Ass 满足 TA 条件，则算

法 satisfiable 一定能停机。即：约束集合 Con 中的约束在类型环境 Ass 下

的可满足性是可判定的。 

证明：分别讨论调用 satisfiable 的二种情形： 

      <1> 算法 Wτ中的情形 3 以 satisfiable(CSU , ASU )形式调用 satisfiable 函

数，其中的替换 S 和 U 使得 Con 中的类型均为基类型，A 中与 C 相

关的类型在 Ass 中也都是基类型。考虑 Con 中的一个约束 x : τ ，由

于 Ass 和 Con 都是有限集合，且τ为基类型，所以，只需通过 x : τ与

Ass中的类型假设有限次的匹配即可判定 x : τ是否在 Ass 中，如果 x : τ 

∈ Ass，则说明 Ass 满足此约束，返回结果 true；如果 x : τ ∉ Ass，则

是下面的情况(2)。 

  <2>假设 Ass 中有 x : ∀ α .Con’. γ，且 U=ℜ (τ , γ )成功，算法 satisfiable 中

将以 satisfiable (Con’U , AssU )递归调用 satisfiable 函数，否则返回结

果 false。下面的四个事实保证了上述递归调用不会形成死递归。 

 ²  Con’和 Ass 是有限集合； 

 ²  Con’U 中的类型均为基类型； 

 ²  Ass 中与 Con’相关的类型在 AssU 中也都是基类型； 

 ²  AssU 满足 TA 条件； 

<1>、<2>表明：算法 satisfiable 一定能停机。即：约束集合 Con 中的约束

在 类型环境 Ass 下的可满足性是可判定的。        

定理（算法 Wτ的可靠性） 若 Wτ（A，e）= τ ,则有 A├e：τ 。                                                  

证明：对 e 的语法结构归纳：     

      (1) e is “x” 
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         算法 Wτ 若成功，即为： 

                 if(x:τ)∈A then τ 

         由类型规则[Var]: 

                 A├x : τ  (x : τ ∈A) 

         显然，Wτ 成功的条件与类型规则[Var]的施用条件一致，故有： 

                 若 Wτ（A，x）＝ τ ，则有 A├e : τ 

      (2) e is “x(e1,. . . , en)" 

         算法 Wτ中, τ1＝Wτ(A,e1 ), . . . , τn＝Wτ(A,en )  

         由归纳假设即有 A├e1 : τ1 ,  . . . ,  A├en : τn             （PRE1〕 

         算法 Wτ 中若有  

                x : ∀α1, . . . ,  αm.C.γ1 × . . . ×γn → γ ∈ A   

         成立，则由归纳假设    

                A├x : ∀α1, . . . , αm.C.γ1 × . . . ×γn → γ              （PRE2〕 

         算法 Wτ 中，令 U=R(τ1,. . . , τn ,γ1 × . . . ×γn ), 若 R 成功，则 U 即为关

于类 

         型变量α1,. . . , αm 的替换，于是即可籍此及 PRE2，并由类型规则

[∀-Elim] 

            可得      

                A├ e : CU.(γ1 × . . . ×γn )U→ γU          

         算法 Wτ 中,satisfiable(CU,AU)用于判断约束 CU 是否可满足，若 

         satisfiable 成功，由归纳假设即有：   

                      AU├ CU                    （PRE3） 

         由（PRE1），（PRE2），（PRE3）及[→Elim] 规则即可得：      

                     A├x(e1,. . . , en) : γU 

     (3) e is "if e1 then e2 else e3 "        

         算法 Wτ 中令  τ = Wτ（A, e1），τ1=Wτ（A, e2）τ2=Wτ（A,e3） ， 故由  

         归纳假设即有：     

              A├ e1:τ  , A├ e2:τ1 ,  A├ e3:τ2    

         若 Wτ 成功，则必有 τ=Bool, τ1=τ2由此及类型规则[If] ， 即有   

              A├ if e1 then e2 else e3 : τ1 

       (4) e is "let x= e1 in e2 " 

         算法 Wτ若成功，则将返回 Wτ(A\x ∪{x:τ1}, e2 ) ，其中 τ1=Wτ (A, e1 ) 

于 

         是即有：   

              A├ e1: τ1    
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              A\x ∪{x: τ1} ├ e2: τ2   

         由类型规则[Let]  

              A├ let x: e1 in e2: τ2 .  

         证毕。 

    显然，算法  Wτ不具有完备性。如：由类型规则[∀-Intro]和[Cons-Intro]引入

的关于表达式的新的类型假设，即无法由 Wτ 算法得出，其不具有完备性的根

本原因在于  Wτ是关于程序体部分（层次）的类型检查算法而非函数定义层次

上的类型检查算法，而这两个层次的类型结构构成了 Exp 语言的类型系统，因

此说算法 Wτ 对于 Exp 类型系统来说是不完备的，若能使 Wτ亦具有函数定义

层次上的类型推理能力，将可能会使 Wτ具有完备性。这也是需进一步研究的

问题。 

7  结语  

 本文以 Exp 语言为例，引入了约束类型,讨论了一种带约束的多态类型系

统。约束与全称量化的结合使得参数化多态函数的应用更安全，同时也为重载

的表示和实现提供了一个新的途径  — 多态重载[12]，提高了类型表示的抽象

度。函数定义部分的类型符χ在本文中只提供了一个序列类型符 seq，实际上，

容易在 Exp 语言中引入数据抽象机制(如[1]中的 Fun)，这样就可以根据程序的

需要定义类型符[3]。函数定义与函数应用分离的 Exp 程序结构以及 Exp 类型系

统的两个不同层次为分离语言的定义与语言的应用提供了研究模型，也就是将

语言的开发与程序的开发分离，旨在提高语言本身的简明性，降低程序设计的

复杂度，这种两个不同层次的类型结构正是语言与程序不同层次的体现。我们

将数据抽象思想与上述分离的思想相结合，提出了语言的一种抽象与封装机制

Garment[9][10]。本文讨论的类型系统可望对 Garment 的设计与实现有一定的指

导意义。关于子类型约束的引入以及本文给出的多态类型系统在 Garment 中的

进一步应用是需进一步研究的问题。 
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A Polymorphic Type System with Constraints 

Zheng Hongjun   Zhang Naixiao 

( Peking University ) 

Abstract  This paper concentrates on a polymorphic type system with constraints based 

on constrained types. By incorporating constraints into unviversal quantification, the system 

can make applications of parametrically polymorphic function more safe. Constrained types 

provide a new way for expressing and implementing overloading. The incoporating can 

improve the expressiveness of types. There are two layers with different type structures in 

the type system given in this paper. Introduction and elimination of constraints are in the 

different levels. It is proved that the satisfiability of constraints in Wτ , which is a type 

checking algorithm proposed in the paper, is decidable. 
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