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随机变量模型与数据

随机变量是刻画随机结果及随机结果的取值分布情况的数学模型。

在实际问题中，假定某个随机结果的模型为随机变量 X，需要求 X

的分布（分布函数、分布密度或概率函数），至少要求其数字特征

（期望、方差等）。

还可能需要回答 X 的有关问题。

这些需要数据的支持。
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例 1.1

钢铁厂一天生产了 10000 根 16Mn 型钢筋。强度小于 52kg/mm2 的

算次品。

如何求这批产品的次品率 p？

检验所有 10000 根不可能：时间、费用、或破坏。

概率统计模型：设随机取一根，结果用随机变量 X 表示：

X =

1 是次品

0 不是次品

P (X = 1) =p

抽取少量样品来估计 p。
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例 1.2

灯泡厂生产灯泡，寿命是随机的。求一批灯泡的平均寿命和寿命的

分布情况。

不能全部检验：破坏性。

设随机抽取一只灯泡的寿命为随机变量 X。设 X ∼ Exp(λ)。求 λ

可以回答平均寿命以及寿命分布问题。
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随机抽样法

从要研究的对象的全体中抽取一小部分来进行观察和研究，从而对

整体进行推断。

重要意义：普查方法经常不可行，因为人力、物力、时间限制，或

破坏性试验。

例 1.1（续） 从 10000 根中抽取 50 根，对这 50 根进行检验。用
50 根的次品率作为所有全体的次品率的估计。

为什么这样是科学的？

随机抽样法包括：

I 如何抽样，抽多少，怎样抽取；

I 得到抽样结果（一批数据）后如何进行数据分析，进行统计推断。
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. . . . . .

总体

把所研究的对象的全体称为总体。

把总体中每一个基本单位称为个体。

主要关心每个个体的某一特性值（即数量指标，如钢筋的强度、灯

泡的寿命）机器在总体中的分布情况（如钢筋强度在 50kg/mm2 到

60kg/mm2 之间的在 10000 根钢筋中所占的比例，灯泡寿命在 1000
小时到 2000 小时之间的占全天生产的灯泡的比例）。

要考察总体中个体特性值的分布规律，可以将个体特性值看成一个

随机变量 X，代表从总体中随机抽取一个个体的特性值，其概率分

布就可以体现总体中个体特性值的分布规律。

因为只关心总体的某个特性值，所以把总体认作是其特性值的随机

变量 X。
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样本

在一个总体（如 10000 根钢筋，或 10000 根钢筋的强度）X 中，抽
取 n 个个体 X1, X2, . . . , Xn, 这 n 个个体 X1, X2, . . . , Xn 称为总体

X 的一个容量为 n 的 样本 (或叫子样)，也称 n 为样本量。

由于 X1, X2, . . . , Xn 是从总体 X 随机抽取出来的可能结果，可以

看成是 n 个随机变量。

在一次抽取之后，又可以看成是 n 个具体的数值，称为样本值, 在
使用这个意义时记为小写的 x1, x2, . . . , xn。

有时大小写也会混用。
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. . . . . .

样本的代表性

样本值应该对总体具有代表性。

如果样本 X1, X2, . . . , Xn 是相互独立的而且与总体 X 具有相同的

概率分布，则称其为简单随机样本。

有放回逐次随机抽样法可以得到简单随机样本。当总体个数很大时，

无放回地逐次随机抽样也可以认为是得到简单随机样本。

对总体 X 进行多次独立的重复观测，可以认为是得到简单随机样

本。
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. . . . . .

总体与样本的数学模型

总体就是一个随机变量 X，我们关心其分布。

样本就是 n 个相互独立且与 X 有相同概率分布的随机变量

X1, X2, . . . , Xn。

每一次具体抽样，所得的样本的值就是这 n 个随机变量的值（样本

值），用 x1, x2, . . . , xn 表示。

定义 1.1 称随机变量 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的容量为 n 的

(简单随机) 样本，如果 X1, X2, . . . , Xn 相互独立，而且每个 Xi 与

X 有相同的概率分布。这时，若 X 有分布密度 p(x)，则称

X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 p(x) 的样本。

定理 1.1 若 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 p(x) 的样本，则

(X1, X2, . . . , Xn) 有联合密度

p(x1)p(x2) . . . p(xn).
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. . . . . .

经验分布函数

描述随机变量分布，可以用分布函数、密度函数或概率函数。

给定样本值 x1, x2, . . . , xn，如何估计分布函数 F (x)？

注意到

F (x) = P (X ≤ x)

联系概率的频率含义以及简单随机样本可以看成是独立重复试验结

果，用 x1, x2, . . . , xn 中小于等于 x 的比例估计概率 F (x)。

定义 2.1 设 x1, x2, . . . , xn 是 X 的样本，称 x 的函数

Fn(x) =
νn
n

为 X 的经验分布函数，其中 νn 表示 x1, x2, . . . , xn 中小于等于 x

的个数。
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次序统计量

将样本值 x1, x2, . . . , xn 从小到大排列后记为

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n)

x(i) 叫做样本的第 i 个次序统计量 (i = 1, 2, . . . , n)。
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. . . . . .

经验分布函数的阶梯函数表示

经验分布函数是一个阶梯函数：

若 x(1), x(2), . . . , x(n) 两两不同，易见

Fn(x) =


0 x < x(1)

k
n x(k) ≤ x < x(k+1) (k = 1, 2, . . . , n− 1)

1 x ≥ x(n)

这是仅在每个 x(i) 处向上跳跃
1
n 的阶梯函数，每一段在左端点连

续，右端点不连续。

如果某个 x(j) 有 m 个相同的样本值，则 Fn(x) 在 x(j) 处向上跳跃
m
n。
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. . . . . .

经验分布函数的 (强) 相合性
根据大数定律和强大数定律，对固定的 x，只要 n 相当大，Fn(x)

与 F (x) 很接近。

给定 x 后可以定义新的随机变量

Yi =

1 Xi ≤ x

0 Xi > x
(i = 1, 2, . . . , n)

则

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Yi

Y1, Y2, . . . , Yn 相互独立同 b(1, F (x)) 二点分布, E(Yi) = F (x)

(i = 1, 2, . . . , n)。有

P

(
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Yi = F (x)

)
= 1
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. . . . . .

经验分布函数的一致强相合性

对所有 x，当 n→ ∞ 时，Fn(x) 一致地逼近 F (x):

定理 (Glivenko-Cantelli) 设

Dn = sup
x

|Fn(x)− F (x)|

则

P
(

lim
n→∞

Dn = 0
)
= 1
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. . . . . .

分位数估计

当 F (x) 严格单调上升且连续时，反函数 F−1(p) (p ∈ (0, 1)) 为分
位数函数。

一般地，F (x) 的 p 分位数为满足

P (X ≤ xp) ≥ p, P (X ≥ xp) ≥ 1− p

的数 xp。

对样本值 x1, x2, . . . , xn，从小到大排列为次序统计量

x(1), x(2), . . . , x(n), 令

r = [pn] + 1

用 x(r) 估计 xp。

当 F (x) = p 至多有一个根时，xp 存在唯一，

P
(

lim
n→∞

x(r) = xp

)
= 1
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. . . . . .

例如，n = 5，则 x(1), x(2), . . . , x(5) 代表的 p 范围如下图：
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. . . . . .

例 2.1

例 2.1 自动装罐头的净重随机，额定 345 克。

从生产线随机抽取 10 个罐头：

344, 336, 345, 342, 340, 338, 344, 343, 344, 343

要求估计分布函数 F (x) 和中位数。

解 可以认为是简单随机样本。用经验分布函数 Fn(x) 估计 F (x)。
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. . . . . .

样本值从小到大排列得

336, 338, 340, 342, 343, 343, 344, 344, 344, 345

经验分布函数为

Fn(x) =



0 x < 336

1
10 336 ≤ x < 338 (跳跃 1

10)
2
10 338 ≤ x < 340 (跳跃 1

10)
3
10 340 ≤ x < 342 (跳跃 1

10)
4
10 342 ≤ x < 343 (跳跃 1

10)
6
10 343 ≤ x < 344 (跳跃 2

10)
9
10 344 ≤ x < 345 (跳跃 3

10)

1 x ≥ 345 (跳跃 1
10)
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. . . . . .

经验分布函数图：

中位数估计：用次序统计量中间一个（奇数个时）或中间两个的平

均（偶数个时），或者直接用 x[0.5n]+1。即

(x(5) + x(6))/2 = (343+ 343)/2 = 343, 或 x([0.5×10]+1) = x(6) = 343。
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. . . . . .

分布密度估计

对于连续型总体（随机变量），分布函数不如分布密度直观。高维

时分布函数更不实用。

分布密度估计有直方图法、核估计法、最近邻估计法等。
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. . . . . .

直方图法

直方图法用阶梯函数估计密度函数。

把样本 x1, x2, . . . , xn 从小到大排列为次序统计量

x(1), x(2), . . . , x(n) 后，把数轴分成 m 个小区间，在每个小区间中用

落入小区间的样本点个数

n
· 1

小区间长度

估计该小区间的密度值 p(x)。
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. . . . . .

直方图估计的理论依据

设 x1, x2, . . . , xn 为来自密度为 p(x) 的总体的样本。

用 Rn(a, b) 表示落入区间 (a, b] 的样本点个数。

若 (a, b] 很短，可认为 x ∈ (a, b] 时 p(x) 近似为常数，于是

P (a < X ≤ b) =

∫ b

a
p(x)dx ≈ p(x)(b− a)

用频率 Rn(a, b)/n 估计概率 P (a < X ≤ b)，有

Rn(a, b)

n
≈p(x)(b− a)

p(x) ≈Rn(a, b)

n
· 1

b− a
, x ∈ (a, b]
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. . . . . .

直方图法

为了估计密度函数 p(x)，设

t0 < t1 < · · · < tm

是 m+ 1 个实数，通常假定 ti − ti−1 ≡ h > 0 (i = 1, 2, . . . ,m)。

令

pn(x) =


Rn(ti−1,ti)

n
1
h 当x ∈ (ti−1, ti], (i = 1, 2, . . . ,m)

0 当x ≤ t0 或x > tm

用 pn(x) 作为 p(x) 的估计，这就是直方图估计法。
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. . . . . .

在第 i 个小区间 (ti−1, ti] 用

pn(x) =
Rn(ti−1, ti)

n

1

h

估计 p(x)，其图像是以底边为 h、高为 pn(x) 的矩形，面积为

pn(x) · h =
Rn(ti−1, ti)

n

≈P (ti−1 < X ≤ ti) =

∫ ti

ti−1

p(x)dx

≈p(x) · h
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. . . . . .

作直方图步骤

步骤一、对样本值 x1, x2, . . . , xn 进行分组。找到最小值 x(1) 和最

大值 x(n)。

取 a 比 x(1) 略小，b 比 x(n) 略大，取适当分组数 m 把区间 (a, b]

m 等分，分点为

ti = a+ i
b− a

m
(i = 0, 1, . . . ,m)

记每组的区间长度为

h =
b− a

m
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. . . . . .

m 的取法：n 小的时候 m 也较小，n 很大时 m 可以随之增大也可

以不再增大。应尽可能使得多数小区间中包含有样本的值。一般取

a, b,m 使得各分点的小数位数比观测值的小数位数多一位，这样不

会有样本值落在小区间端点上。

m 的建议公式之一：

m ≈ 1 + 3.322 lgn

m 的建议取法二：

n m

< 50 5 ∼ 6

50 ∼ 100 6 ∼ 10

100 ∼ 250 7 ∼ 12

> 250 10 ∼ 20
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. . . . . .

步骤二、决定了分点后，用唱票的方法数出样本值落入第 i 组

(ti−1, ti] 中的个数，记为 νi(i = 1, 2, . . . ,m)。

计算样本值落入各组的频率

fi =
νn
n

(i = 1, 2, . . . ,m)

步骤三、做直方图。画坐标系，x 轴范围为 (a, b)，y 轴范围为

[0,max
i
fi]。

对 i = 1, 2, . . . ,m，以 x 轴的区间 [ti−1, ti] 为底，以 fi/h 为高做矩

形框。这一系列矩形叫做直方图。

每个竖着的长方形的面积，近似代表 X 取值落入“底边”的概率。

某区间上 p(x) 下的面积为 X 落入该区间的概率，直方图用频率估

计概率，从而估计 p(x)。（示意图）
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例 2.2

例 2.2 n = 120。

x(1) = 0.64, x(n) = 0.95, x(n) − x(1) = 0.31。

把距离 0.31 略增大为 0.32 就容易分解因数。可取 m = 16,
h = 0.02，a = x(1) − 0.005 = 0.635, b = x(n) + 0.005 = 0.955，各分

点千分位都有 0.005，没有样本点落在区间端点上。

算出各区间端点，用唱票法统计出 ni, n = 1, 2, . . . , n。

作图。
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. . . . . .

直方图估计的相合性

若密度函数 p(x) 在 (−∞,∞) 上一致连续，对某个 δ > 0，∫ ∞

−∞
|x|δp(x)dx

收敛，又小区间长度 hn 满足

lim
n→∞

hn =0

hn ≥ (lnn)2
n

则有

P

(
lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|pn(x)− p(x)|
)

= 1.

(一致强相合)
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Rosenblatt 估计
为了估计 p(x)，若 p(x) 连续，可根据

p(x) ≈ F (x+ h)− F (x− h)

2h

其中 F (x) 可以用经验分布函数 Fn(x) 估计。有

p̂n(x) =
1

2h
[Fn(x+ h)− Fn(x− h)] , x ∈ (−∞,∞)

这叫做 Rosenblatt 密度估计。
注意到

Fn(x+ h)− Fn(x− h) =
Rn(x− h, x+ h)

n

p̂n(x) =
Rn(x− h, x+ h)

n

1

2h

所以 Rosenblatt 估计和直方图估计类似。
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但是，直方图估计中小区间 (ti−1, ti] 是固定的，而这里的小区间

(x− h, x+ h] 随自变量 x 而变化。

记

K0(x) =
1

2
I[−1,1](x)

则

K0

(
x− xi
h

)
=
1

2
I[x−h,x+h](xi)

Rn(x− h, x+ h) =2

n∑
i=1

K0

(
x− xi
h

)

p̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K0

(
x− xi
h

)
K0(·) 叫做一个“核函数”，p̂n(x) · 2h 是 x 邻域内的样本值百分比。
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核密度估计

Rosenblatt 估计采用了 x 邻域 [x− h, x+ h] 内的样本点数，x 邻域

内样本点越多，密度估计越大。

推广：采纳样本点时，不一刀切，而是离 x 越近的样本点加权越

大。

定义 2.2 设 K(x) 是非负函数且
∫∞
−∞K(x)dx = 1, 则称 K(x) 是核

函数。此时称

p̃n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− xi
h

)
为 p(x) 的核估计。

核函数一般选为偶函数，且在正半轴单调下降（类似于正态分布曲

线）。
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常用核函数

K0(x) =
1

2
I[−1,1](x)

K1(x) =
(
1− |x|3

)3
I[−1,1](x)

K2(x) =ϕ(x) =
1√
2π

exp
{
−x

2

2

}
K3(x) =

1

π (1 + x2)

K4(x) =
1

2π

(sin x
2

x
2

)2

演示。
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核估计的相合性

当 n 无限增大且 h = hn 无限减小时，核估计 p̃(x) 与密度 p(x) 无

限接近。

若 p(x) 在 (−∞,∞) 上一致连续，且

lim
n→∞

hn =0

∞∑
n=1

exp
{
−rnh2n

}
<∞ (∀r > 0)

又核函数 K(x) 为有界变差函数，则

P

(
lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|p̃n(x)− p(x)| = 0

)
= 1.

(一致强相合)
在核函数和 h 选取合适时核估计比直方图估计精度更高。
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最近邻估计

核估计是 x 附近的样本点越多则密度估计值越大。

最近邻估计是固定 x 附近需要有的样本点数，令邻域区间长度可

变。

取自然数 K(n)（n 为样本量），令

an(x) =min {t : t > 0, Rn(x− t, x+ t) ≥ K(n)}

p∗n(x) =
K(n)

n

1

2an(x)

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第五章 统计估值 2017 春季学期 37 / 110



. . . . . .

最近邻估计的相合性

适当条件下 n→ ∞ 时 p∗n(x) 与 p(x) 可以任意接近。

若 p(x) 在 (−∞,∞) 上一致连续，且

lim
n→∞

K(n)

n
=0 lim

n→∞

K(n)

lnn =∞

则

P

(
lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|p∗n(x)− p(x)| = 0

)
= 1.

(一致强相合)
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本节目录..
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参数方法与非参数方法

经验分布函数、直方图估计、核密度估计、最近邻密度估计都不需

要假定总体来自那一种分布，称为非参数统计方法。

但是，直接估计一个函数需要的信息量很大。

如果已知总体分布类型，只是分布参数未知，则可以只估计分布参

数，然后总体分布就知道了。这种方法叫做参数统计方法。

例如，设产品指标服从正态分布 N(µ, σ2)，但 µ, σ2 未知，就可以

由样本估计 µ, σ2，代入密度函数中作为分布密度估计。

又如，产品寿命常服从威布尔分布或对数正态分布，可以从样本中

估计分布参数后得到总体分布的估计。
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参数估计问题

设总体 X 的密度函数或概率函数为 p(x; θ1, θ2, . . . , θm)，其中

θ1, θ2, . . . , θm 是未知参数。

若 X 的样本值为

x1, x2, . . . , xn

问：如何估计参数 θ1, θ2, . . . , θm?

估计方法有很多，常用的有最大似然估计法和矩估计法。
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似然函数

给定样本值 x1, x2, . . . , xn 后，令

Ln(x1, x2, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm)

=

n∏
i=1

p(xi; θ1, θ2, . . . , θm)

把样本值 x1, x2, . . . , xn 看作常数，这

样 Ln(x1, x2, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm) 是参数 θ1, θ2, . . . , θm 的函数，

叫做样本 x1, x2, . . . , xn 的似然函数。

似然函数如果看成自变量 x1, x2, . . . , xn 的函数，实际是样本

(X1, X2, . . . , Xn) 看成随机变量时的联合密度函数。
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最大似然估计

定义 3.1 如果 Ln(x1, x2, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm) 在 (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m)

达到最大值，则称 (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m) 为参数 (θ1, θ2, . . . , θm) 的最大似

然估计 (MLE)。
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最大似然估计直观解释例子

例 假设两个人一同出去打猎，两人只允许开一枪。

甲击中概率为 0.9，乙击中概率为 0.2。

二人返回时，带回一头猎物。

众人会认为是谁的开枪？
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两人射击结果用随机变量 X 表示：

X =

1 击中

0 未击中

P (X = 1) 可能为 {0.9, 0.2} 两种取值（对应甲开枪和乙开枪）。

在甲开枪的情况下，得到已发生的“命中”结果可能性大于乙开枪

的情况下，得到已发生的“命中”结果可能性。

所以推测是甲开的枪。

在结果（样本值）给定时，似然函数代表参数取不同值时，观测到

已发生的结果的可能性大小。
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最大似然估计直观解释例子 II

假定一个盒子里有许多黑球和白球，比例 3:1，但不知道黑球多还
是白球多。

则随机抽取一个球，得到黑球的概率或者是 1
4 , 或者是 3

4。

如果有放回地从盒子里抽 3 个球，则黑球数目服从二项分布：

P (X = x) =Cx
3 p

x(1− p)3−x, x = 0, 1, 2, 3

(p =
1

4
,
3

4
为抽到黑球的概率)

根据抽取到的黑球数判断到底是黑球多还是白球多。

直观看，如果 x = 0, 1，则猜白球多；如果 x = 2, 3，则猜黑球多。
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样本值固定后，取不同参数值的似然函数大小代表该种参数下观测

到已发生的情况的可能性大小。

我们取使得已发生的情况出现的可能性最大的参数作为估计值。

分别计算 p = 1
4 ,

3
4 的似然函数值：

x 0 1 2 3
p = 1

4 时 P (X = x) 的值 27
64

27
64

9
64

1
64

p = 3
4 时 P (X = x) 的值 1

64
9
64

27
64

27
64

于是 x = 0, 1 时应取 p̂ = 1
4（猜白球多）, x = 2, 3 时应取 p̂ = 3

4

（猜黑球多）。
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最大似然估计求法

把似然函数简记为 Ln。Ln 与 lnLn 同时达到最大值，可以求 lnLn

的最大值点。

当 lnLn 的一阶偏导数存在时，最大值点处一阶偏导数都等于零：

∂ lnLn
∂θ1

= 0

∂ lnLn
∂θ2

= 0

· · · · · ·
∂ lnLn
∂θm

= 0

(3.1)

这个关于参数 (θ1, θ2, . . . , θm) 的方程组叫做似然方程组。

注意一阶偏导存在条件下似然方程组成立，但似然方程组的解不能

保证为最大值点。
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最大似然估计的优良性

在相当一般的条件下：

相合性：n 充分大时最大似然估计结果与参数真值之间可以无限接

近。

有效性：一定意义下没有比最大似然估计更精确的估计。

渐近正态性：n 充分大时最大似然估计近似服从正态分布。
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指数分布参数的最大似然估计

密度

p(x;λ) = λe−λx, x > 0, λ > 0

样本 x1, x2, . . . , xn 的似然函数和对数似然函数

Ln(x1, x2, . . . , xn;λ) =λ
n exp

{
−λ

n∑
1

xi

}

lnLn =n lnλ− λ

n∑
1

xi

似然方程

d lnLn

dλ
=
n

λ
−

n∑
1

xi = 0

λ̂ =
n∑n
1 xi

=
1

x̄
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例 3.1

例 3.1 一直某种电子设备的使用寿命服从指数分布 Exp(λ)。今随
机抽取 18 太，测得寿命数据如下（单位：小时）：

16, 29, 50, 68, 100, 130, 140

270, 280, 240, 410, 450, 520, 620

190, 210, 800, 1100

求 λ 的估计。

解 用最大似然估计。x̄ = 318，

λ̂ =
1

318
≈ 0.03144

是 λ 的估计值。
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正态分布参数的最大似然估计

N(µ, σ2) 的密度函数为 (记 δ = σ2)

p(x;µ, δ) =
1√
2πδ

exp
{
− 1

2δ
(x− µ)2

}
样本 x1, x2, . . . , xn 的似然函数与对数似然函数为

Ln(x1, x2, . . . , xn; µ, δ)

=(2π)−
n
2 δ−

n
2 exp

{
− 1

2δ

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
lnLn

=− n

2
ln(2π)− n

2
ln δ − 1

2δ

n∑
i=1

(xi − µ)2
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似然方程组为
∂ lnLn

∂µ
=
1

δ

n∑
i=1

(xi − µ) = 0

∂ lnLn

∂δ
=− n

2δ
+

1

2δ2

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

解得

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄

δ̂ =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

(µ̂, δ̂) 确实是 lnLn 的最大值点，所以是 (µ, σ2) 的最大似然估计。
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威布尔分布参数的最大似然估计

Weibull(m, η) 分布密度为

p(x;m, η) =
m

ηm
xm−1 exp

{
−
(
x

η

)m}
,

x > 0; m > 0, η > 0

似然函数和对数似然函数分别为

Ln(x1, x2, . . . , xn;m, η)

=mnη−mn

(
n∏

i=1

xi

)m−1

exp
{
− 1

ηm

n∑
i=1

xmi

}
lnLn

=n lnm− nm ln η + (m− 1)

n∑
i=1

lnxi −
1

ηm

n∑
i=1

xmi
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似然方程组为

∂ lnLn

∂m
=
n

m
− n ln η +

n∑
i=1

lnxi

− 1

ηm

n∑
i=1

xmi lnxi +
ln η
ηm

n∑
i=1

xmi = 0 (3.2a)

∂ lnLn

∂η
=− nm

η
+

m

ηm+1

n∑
i=1

xmi = 0 (3.2b)

由 (3.2b) 得

η =

(
1

n

n∑
i=1

xmi

) 1
m

(3.3)
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代入 (3.2a) 可得

1

m
+

1

n

n∑
i=1

lnxi −
∑n

i=1 x
m
i lnxi∑n

i=1 x
m
i

= 0 (3.4)

当 n ≥ 2, x1, x2, . . . , xn 不完全相等时，方程 (3.4) 恰有一个根 m̂，

代回 (3.3) 中得

η̂ =

(
1

n

n∑
i=1

xm̂i

) 1
m̂

可以证明 (m̂, η̂) 是似然方程组的解，也是对数似然函数的最大值

点，所以是参数 (m, η) 的最大似然估计。

方程 (3.4) 一定有唯一解且方程左边是 m 的严格单调减函数，可以

用二分法求解 (计算机数值算法求解)。
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例 3.2

例 3.2 轴承的寿命一般服从威布尔分布。n = 20 的样本数据如下

(单位：小时)：

153, 223, 313, 373, 378, 385, 424,

232, 452, 452, 547, 561, 634, 699,

759, 859, 1000, 1132, 1152, 1466

估计形状参数 m 和刻度参数 η。

解 用最大似然估计法，解方程 (3.4) 得 m 的最大似然估计

m̂ = 1.9。再利用 (3.5) 可得 η 的最大似然估计 η̂ = 685。
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均匀分布参数的最大似然估计

参数似然函数不可导时，可以具体研究似然函数求最大值点。

均匀分布 U(a, b) 的密度函数为

p(x; a, b) =
1

b− a
I[a,b](x)

(a < b 是未知参数)

似然函数

Ln =
1

(b− a)n

n∏
i=1

I[a,b](xi)

=


1

(b−a)n 当x(1) ≥ a且x(n) ≤ b

0 其它
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似然函数最大，首先要求不为零，即 a ≤ x(1), b ≥ x(n)。在此条件

下 b− a 最小，应取 a 最大, b 最小，所以

â =x(1) b̂ =x(n)
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. . . . . .

数字特征的估计

直接估计分布函数、分布密度、概率函数要求数据很多，参数最大

似然估计有时比较复杂。

如果只是需要估计期望、方差等数字特征，则比较容易。
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. . . . . .

期望的点估计

例 1.1 中钢筋次品率估计可以看成是二点分布总体 X 的期望 E(X)

的估计问题。

一般地，对总体 X 的样本 x1, x2, . . . , xn，估计 E(X) 可以用样本

平均值

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

这个估计是好的，而且样本量 n 越大，估计越精确。
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统计量和抽样分布

把样本 X1, X2, . . . , Xn 看成随机变量，样本平均值

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

也是随机变量。

若函数 ψ(x1, x2, . . . , xn) 是不依赖于未知参数的函数，样本的函数

Y = ψ(X1, X2, . . . , Xn) 叫做样本统计量。

统计量是随机变量，其分布叫做抽样分布。

比如 X̄ 是统计量。
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. . . . . .

样本平均值的无偏性

虽然用 X̄ 估计 E(X) 有时比 E(X) 大，有时比 E(X) 小，但平均

来说是等于 E(X) 的：

定理 4.1 设 E(X) 存在，则

E(X̄) = E(X)

证

E(X̄) =E

[
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

]
=
1

n
E (X1 +X2 + · · ·+Xn)

=
1

n
[E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn)]

=
1

n
· nE(X) = E(X)

称这样的估计为无偏估计。
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. . . . . .

有效性

记

X̄n =
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

按常理，X̄2 应该比 X̄1 更好。

在无偏的条件下，

D(X̄n) =E
[
X̄n − E(X̄n)

]2
= E

[
X̄n − E(X)

]2
代表了估计误差大小。D(X̄n) 越小则估计约精确。

抽样分布方差越小，称统计量越有效。
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. . . . . .

定理 4.2 设 X 的期望、方差都存在，则

D(X̄n) =
D(X)

n

证

D(X̄n) =D

[
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

]
=

1

n2
D (X1 +X2 + · · ·+Xn)

=
1

n2
[D(X1) +D(X2) + · · ·+D(Xn)]

=
1

n2
[nD(X)] =

D(X)

n

定理说明样本量越大，估计越精确。
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. . . . . .

说明

为什么 n 越大，估计越精确？

利用切比雪夫不等式：

P
{∣∣X̄ − E(X̄)

∣∣ < ε
}
≥ 1− D(X̄)

ε2

其中 E(X̄) = E(X), D(X̄) = D(X)
n , 有

P
{∣∣X̄ − E(X)

∣∣ < ε
}
≥ 1− D(X)

nε2
(4.1)

从而

lim
n→∞

P
{∣∣X̄ − E(X)

∣∣ < ε
}
= 1 (4.2)

即 n 充分大时可以有充分大把握保证
∣∣X̄ − E(X)

∣∣ < ε，即

X̄ ≈ E(X)。
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关于估计的优良性

估计的优良性包括无偏性、有效性、相合性等。

设 X 的分布密度为 p(x; θ)，其中 θ = (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ Θ, Θ 是 m

维空间 Rm 中的某个集合。（当 X 为离散型时可做类似讨论）。

设 g(θ) 是参数 θ 的函数，X1, X2, . . . , Xn 是 X 的样本。

定义 4.1 称样本的函数 φ(X1, X2, . . . , Xn) 为 g(θ) 的估计量。

估计量是统计量，只要给定样本值就可以计算出数值，计算不能依

赖于参数 θ。

如何选择估计量？
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. . . . . .

无偏性

由于 X1, X2, . . . , Xn 的联合密度与 θ 有关，所以φ(X1, X2, . . . , Xn)

的期望与 θ 有关，为此显式地记为

Eθ [φ(X1, X2, . . . , Xn)]

定义 4.2 称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的无偏估计，若

Eθ [φ(X1, X2, . . . , Xn)] = g(θ) (∀θ ∈ Θ)
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. . . . . .

有效性

定义 4.3 若 φ1(X1, X2, . . . , Xn) 和 φ2(X1, X2, . . . , Xn) 都是 g(θ)

的估计量，满足

Eθ [φ1(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)]2

≤Eθ [φ2(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)]2 (∀θ ∈ Θ)

且存在 θ0 使上式中小于号成立，则称 φ1 比 φ2 有效。

比如，X̄k 和 X̄k−1 都是 E(X) 的无偏估计，但 X̄k 比 X̄k−1 有效

（设 D(X) > 0）。
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最小方差无偏估计

定义 4.4 如果 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的无偏估计量，而且对于

g(θ) 的任一无偏估计量 ψ(X1, X2, . . . , Xn) 都有

D (φ(X1, X2, . . . , Xn)) ≤ D (ψ(X1, X2, . . . , Xn)) (∀θ ∈ Θ)

则称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 为 g(θ) 的最小方差无偏估计量。
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相合性

定义 称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的相合估计，若对任意 ε > 0，

lim
n→∞

P (|φ(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)| > ε) = 0.

定义 称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的强相合估计，若

P
(

lim
n→∞

|φ(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)| = 0
)
= 1.
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方差的点估计

设 X1, X2, . . . , Xn 为 X 的样本，为估计 D(X)，使用

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

称为样本方差。

显然，如果所有样本值都相等，样本值波动最小，S2 = 0。样本值

之间差异越大，S2 越大。

为什么除以 n− 1 而不是除以 n？
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. . . . . .

样本方差的无偏性

定理 4.3 设 X 的方差存在，则

E(S2) = D(X)

证

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =

n∑
i=1

(
X2

i − 2X̄ ·Xi + X̄2
)

=
n∑

i=1

X2
i − 2X̄ ·

n∑
i=1

Xi + nX̄2

=

n∑
i=1

X2
i − 2X̄ · nX̄ + nX̄2

=

n∑
i=1

X2
i − nX̄2 (4.3)
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. . . . . .

..
于是

E(S2) =E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2]

=
1

n− 1
E

[
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

]

=
1

n− 1

n∑
i=1

E(X2
i )−

n

n− 1
E
(
X̄2
)

=
n

n− 1

[
E
(
X2
)
− E

(
X̄2
)]

其中

E
(
X2
)
=D(X) + [E(X)]2

E
(
X̄2
)
=D

(
X̄2
)
+
[
E
(
X̄
)]2

=
D(X)

n
+ [E(X)]2

所以

E(S2) =
n

n− 1

[
D(X)− 1

n
D(X)

]
= D(X)
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. . . . . .

S2 是 D(X) 的无偏估计。如果用

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
n− 1

n
S2

估计 D(X)，则

E

[
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

]
=
n− 1

n
E(S2) =

n− 1

n
D(X) < D(X)

但是，如果知道了所有总体的值 x1, x2, . . . , xN，则应该使用
1
N 来

计算总体方差。

注：知道所有总体时，可以认为分布为所有总体值上的离散均匀分

布，这时 E(X) = X̄, D(X) = 1
N

∑N
i=1(xi − x̄)2。
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. . . . . .

矩估计法

如果总体参数可以从各阶矩表示，则估计了各阶矩后可以估计参

数。

设随机变量 X 的分布密度是 p(x; θ1, θ2, . . . , θm)，νk 是 X 的 k 阶

矩 (k = 1, 2, . . . )，νk 是 θ1, θ2, . . . , θm 的函数：

νk = E
(
Xk
)
= gk(θ1, θ2, . . . , θm)
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设 ν1, ν2, . . . , νm 已知，如果从方程组

g1(θ1, θ2, . . . , θm) =ν1

g2(θ1, θ2, . . . , θm) =ν2

· · · · · · · · · · · ·

gm(θ1, θ2, . . . , θm) =νm

可以求出 

θ1 = f1(ν1, ν2, . . . , νm)

θ2 = f2(ν1, ν2, . . . , νm)

· · · · · · · · · · · ·

θm = fm(ν1, ν2, . . . , νm)
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. . . . . .

设 x1, x2, . . . , xn 是 X 的样本值，用

ν̂k =
1

n

n∑
i=1

xki (k = 1, 2, . . . ,m)

来估计 νk；

用

θ̂k = fk(ν̂1, ν̂2, . . . , ν̂m)

估计 θk(k = 1, 2, . . . ,m)。

这种估计未知参数的方法叫做矩估计法。
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例 4.2

例 4.2 设 X ∼ N(µ, σ2)，x1, x2, . . . , xn 是样本，求 µ, σ2 的矩估

计。

ν1 =E(X) = µ

ν2 =E(X2) = σ2 + µ2

反解得  µ =ν1

σ2 =ν2 − ν21
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. . . . . .

估计 ν1, ν2 为

ν̂1 =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄

ν̂2 =
1

n

n∑
i=1

x2i

估计 µ, σ2 为

µ̂ =ν̂1 = x̄

σ̂2 =ν̂2 − ν̂21 =
1

n

[
n∑

i=1

x2i − nx̄2

]

=
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

与最大似然估计相同。

其它分布不一定。样本量较大时，最大似然估计一般更精确。
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例 4.3

例 4.3 X ∼ U(0, θ)，θ 为未知参数。

最大似然估计 θ̂ = x(n)。

因为 ν1 = E(X) = θ
2，所以 θ 矩估计为

θ̃ =2ν̂1 = 2x̄ =
2

n

n∑
i=1

xi

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第五章 统计估值 2017 春季学期 82 / 110
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例 4.4
例 4.4 台风可以引起内陆降雨。以下 n = 36 个观测值为 24 小时
降雨量实际观测数据：

31.00, 2.82, 3.95, 4.02, 9.50, 4.50, 11.40,

10.71, 6.31, 4.95, 5.64, 5.51, 13.40, 9.72,

6.47, 10.16, 4.21, 11.60, 4.75, 6.85, 6.25,

3.42, 11.80, 0.80, 3.69, 3.10, 22.22, 7.43,

5.00, 4.58, 4.46, 8.00, 3.73, 3.50, 6.20, 0.67

降雨量一般服从伽玛分布。密度为

p(x;α, β) =


βα

Γ(α)x
α−1e−βx, x > 0

0, x ≤ 0
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. . . . . .

用矩法估计 α, β。

ν1 =
α

β

ν2 =
α(α+ 1)

β2

ν̂1 = 7.29, ν̂2 = 85.59。

解方程组 
α

β
=7.29

α(α+ 1)

β2
=85.59

得 α̂ = 1.64, β̂ = 0.22。
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. . . . . .

置信区间

前面找到了期望 E(X) 和方差 D(X) 的估计量，这种估计量又称为

点估计，因为它们是用一个数值来估计未知的参数或数字特征的。

我们有时还希望了解估计的准确程度，这时应该用一个可能取值的

范围（区间）来估计未知参数和数字特征。

将讨论正态总体的区间估计：

(1) 已知方差，对 E(X) 进行区间估计；

(2) 未知方差，对 E(X) 进行区间估计；

(3) 方差 D(X) 的区间估计在下一节讨论。
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. . . . . .

方差已知时期望的置信区间

设总体 X 服从 N(µ, σ2) 分布。

则 X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi 也是正态分布随机变量，分布为

X̄ ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
. = N

(
E(X),

D(X)

n

)
(参见 P144 习题十四第 9 题及 P422 附录二定理 5 的系)。

于是

η =
X̄ − E(X)√

D(X)
n

∼ N(0, 1)
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. . . . . .

根据正态分布的经验规则，

P (|η| ≤ 1.96) = 0.95

即

P

(
|X̄ − E(X)| ≤ 1.96

√
D(X)

n

)
= 0.95 (5.1)

从 (5.1) 式看出，有 95% 的把握保证

|E(X)− X̄| ≤ 1.96

√
D(X)

n

即

X̄ − 1.96

√
D(X)

n
≤ E(X) ≤ X̄ + 1.96

√
D(X)

n
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. . . . . .

即随机区间 [
X̄ − 1.96

√
D(X)

n
, X̄ + 1.96

√
D(X)

n

]
(5.2)

以很大的概率包含 E(X)。

这样的区间叫做置信区间。

称这样的置信区间的置信水平或置信度为 0.95。
如果做 100 次抽样（每次抽 n 个样品），则从平均的意义讲，算出

的 x̄ 值有 95 次，使得区间 (5.2) 包含真值 µ。(演示)
注意：在计算出置信区间后，我们不能说 E(X) 属于这个区间的概

率是 95%。因为一个计算出来的区间或者包含 E(X), 或者不包含
E(X)。

样本量 n 越大，置信区间越短。

置信度越高，计算的置信区间越长。
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例 5.1

例 5.1 滚珠直径 X 服从正态分布。随机抽取 n = 6 个，测量值

（单位: mm）：

14.70, 15.21, 14.90, 14.91, 15.32, 15.32

估计直径的平均值。

如果知道 X 的方差为 0.05, 求平均直径的置信区间。
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. . . . . .

解

x̄ =
1

6
(14.70 + 15.21 + 14.90 + 14.91 + 15.32 + 15.32)

=15.06(mm)

为 E(X) 的估计。

为计算 E(X) = µ 的置信区间，计算半径

1.96

√
D(X)

n
= 1.96×

√
0.05

6
= 0.18

E(X) 的置信区间为

[15.06− 0.18, 15.06 + 0.18] = [14.88, 15.24]
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. . . . . .

非正态分布的情形

如果 X 不是服从正态分布，根据中心极限定理，当 n 充分大时

η =
X̄ − E(X)√

D(X)
n

近似服从标准正态分布。

所以 E(X) 的置信度为 95% 的置信区间仍可用公式[
X̄ − 1.96

√
D(X)

n
, X̄ + 1.96

√
D(X)

n

]

计算。
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. . . . . .

方差未知时均值的置信区间

如果 D(X) 未知时求 E(X) 的置信区间，想到的是用样本方差 S2

代替 (5.2) 中的 D(X)。

但是，这时

T =
X̄ − E(X)√

S2

n

不再服从标准正态分布，不能利用正态分布经验规则。

需要推导 T 的分布。
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. . . . . .

t 分布

当总体 X ∼ N(µ, σ2)，X1, X2, . . . , Xn 是 X 的样本的时候，可以

证明 T 的分布密度为

pn−1(t) =
Γ
(
n
2

)√
(n− 1)πΓ

(
n−1
2

) (1 + t2

n− 1

)−n
2

(5.4)

T 的分布只依赖于样本量 n 而与总体参数 µ, σ2 无关。

定义 5.1 如果随机变量 Y 的分布密度为

pn(t) =
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
n
2

)
·
√
nπ

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

(5.6)

则称 Y 服从 n 个自由度的 t 分布，记为 Y ∼ t(n)。

统计量 T 服从 t(n− 1) 分布。
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. . . . . .

t(n) 密度为偶函数，形状与标准正态分布类似，但两个尾部比正态
分布厚。

可以证明

lim
n→∞

pn(t) = ϕ(t), t ∈ (−∞,∞)
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. . . . . .

可以找到 λ > 0 使得 ∫ λ

−λ
pn−1(t)dt = 0.95

即

P (|T | ≤ λ) =0.95

P

(
X̄ − λ

√
S2

n
≤ E(X) ≤ X̄ + λ

√
S2

n

)
=0.95

于是 E(X) 的置信度为 95% 的置信区间为[
X̄ − λ

√
S2

n
, X̄ + λ

√
S2

n

]

λ 叫做 t 分布双侧 0.05 临界值，在 P432 附表 2 中列有不同自由度
和不同置信度的对应值。
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. . . . . .

例 5.2

例 5.2 用某仪器间接测量温度，重复测量 5 次，得到的结果如下
（单位：◦C）

1250, 1265, 1245, 1260, 1275

假设仪器没有系统偏差，求真值的范围。

解 用 µ 表示温度真值，X 表示测量值。X 通常服从正态分布。有

n = 5 的样本。
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. . . . . .

µ 的置信区间为 [
x̄− λ

√
S2

n
, x̄+ λ

√
S2

n

]

计算得 x̄ = 1259, S2 = 570
4 ，自由度为 n− 1 = 4，查 t 分布临界值

表 (α = 0.05) 得 λ = 2.776，半径为

λ

√
S2

n
= 2.776×

√
570

4× 5
≈ 14.8

置信区间为

[1259− 14.8, 1259 + 14.8] = [1244.2, 1273.8]
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. . . . . .

例 5.3

例 5.3 对飞机的飞行速度进行 15 次独立试验，测得飞机的最大飞
行速度 (m · s−1) 如下：

422.2, 418.7, 425.6, 420.3, 425.8

423.1, 431.5, 428.2, 438.3, 434.0

412.3, 417.2, 413.5, 441.3, 423.7

根据长期经验，可以认为最大飞行速度服从正态分布。求最大飞行

速度期望的置信区间。
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. . . . . .

解 用 X 表示最大飞行速度。D(X) 未知，求 E(X) 的置信区间。

这里 x̄ = 425.047, S2 = 1006.34
14 。

自由度 n− 1 = 14，查表得 λ = 2.145。

半径

λ

√
S2

n
= 2.145

√
1006.34

14× 15
= 4.696

置信区间为

[425.047− 4.696, 425.047 + 4.696] = [420.35, 429.74]
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. . . . . .

方差未知时求期望置信区间的步骤

由样本值 x1, x2, . . . , xn 计算出 x̄, S2。

查 t 分布临界值表，自由度为 n− 1，α 为 1− 置信度，得临界值
λ。

计算半径

d = λ

√
S2

n

得到 E(X) 的置信度为 1− α 的置信区间为

[x̄− d, x̄+ d]
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本节目录..
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...6 方差的置信区间

...7 寻求置信区间和置信限的一般方法
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. . . . . .

方差的置信区间

希望对方差 D(X) 给出区间估计。方差本身也是一个重要指标。

例 6.1 某自动车床加工零件，抽查 16 个零件，测得长度如下（单
位: mm）：

12.15, 12.12, 12.01, 12.08, 12.09, 12.16

12.03, 12.01, 12.06, 12.13, 12.07, 12.11

12.08, 12.01, 12.03, 12.06

估计方差。x̄ = 12.075, S2 = 0.00244。

如何给出方差的区间估计？
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. . . . . .

正态分布总体方差的置信区间

设总体 X ∼ N(µ, σ2)，X1, X2, . . . , Xn 是 X 的样本。由样本值

x1, x2, . . . , xn 给出 σ2 的置信区间。

已知 S2 是 σ2 的无偏估计，但不知道 S2 与 σ 的具体偏离情况。

来求 S2

σ2 的分布。

可以证明 η = (n−1)S2

σ2 的分布密度为

p(u) =


1

2
n−1
2 Γ(n−1

2 )
u

n−3
2 e−

u
2 u > 0

0 u ≤ 0

(6.1)

n ≥ 3 时图形手绘示意。
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. . . . . .

卡方分布

η 的分布叫做卡方分布，是一种特殊的伽玛分布。

定义 6.1 如果随机变量 Y 的分布密度函数为

kn(u) =


1

2
n
2 Γ(n

2 )
u

n
2
−1e−

u
2 u > 0

0 u ≤ 0

则称 Y 服从 n 个自由度的卡方分布，记作 Y ∼ χ2(n)。

易见 χ2(n) 分布是 Gamma
(
n
2 ,

1
2

)
分布。

η = (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1)。
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. . . . . .

正态分布总体方差置信区间（续）

η 分布已知，可以取 λ1, λ2 (0 < λ1 < λ2)，使得

P (λ1 ≤ η ≤ λ2) = 0.95 (6.2)

一般选 ∫ λ1

0
p(u)du =0.025 (6.3)∫ ∞

λ2

p(u)du =0.025 (6.4)

λ1 和 λ2 可以从 P433 的附表 3 查到（附表三给出的是卡方分布的
右侧分位数）。
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. . . . . .

查出 λ1, λ2 后，以 95% 把握保证如下不等式：

λ1 ≤
(n− 1)S2

σ2
≤ λ2

即

(n− 1)S2

λ2
≤ σ2 ≤ (n− 1)S2

λ1

即 ∑n
i=1(Xi − X̄)2

λ2
≤ σ2 ≤

∑n
i=1(Xi − X̄)2

λ1

这就是 σ2 的置信度为 0.95 的置信区间。

为了得到标准差 σ 的置信区间，只要把 σ2 的置信区间端点开平方

根。
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. . . . . .

例 6.1（续） 这里

n∑
n=1

(xi − x̄)2 = 0.0366

n = 16, 查 15 个自由度的卡方分布临界值得 λ1 = 6.26, λ2 = 27.5，[∑n
i=1(xi − x̄)2

λ2
,

∑n
i=1(xi − x̄)2

λ1

]
=

[
0.0366

27.5
,
0.0366

6.26

]
=[0.0013, 0.0058]

σ 的置信区间为 [0.036, 0.076]。
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. . . . . .

寻求置信区间和置信限的一般方法

概念：置信区间；置信水平（置信度）；置信系数。单侧的置信限。

方法：枢轴量方法；统计量方法；假设检验接受域方法。
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