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假设检验的问题

估计是统计学的一个重要问题，本章讨论另一个重要问题：“假设

检验”。

本节用一些例子给出假设检验的典型问题。

例 1.1 某厂有一批产品，共 200 件，须经检验合格才能出厂。按
国家标准，次品率不得超过 1%，今在其中抽取 5 件，发现这 5 件
中含有次品。

问这批产品能否出厂？

直观看不能出厂，但理由何在？

设这批产品的次品率为 p。

问题化为：如何根据抽样的结果来判断不等式“p ≤ 0.01”是否成

立？
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例 1.2

例 1.2 用某仪器间接测量温度，重复 5 次，所得数据如下：

1250, 1265, 1245, 1260, 1275

而用别的精确办法测得温度为 1277(可以看作温度的真值)。

试问此仪器间接的温度有无系统偏差？

用 X 表示这个仪器测得的数值，X 是随机变量。

得到的 5 个数据值是 X 的一个样本。

问题化为：如何判断等式“E(X) = 1277”成立与否？
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例 1.3

例 1.3 某工厂近 5 年来发生了 63 次事故，这些事故在工作日的分
布如下：

星期 一 二 三 四 五 六

次数 9 10 11 8 13 12

问：事故发生是否与星期几有关？

用 X 表示这样的随机变量：若事故发生在星期 i，则 X = i。

X 的可能取值集合为 {1, 2, . . . , 6}（星期日是该厂厂休日）。

问题化为：如何判断

P (X = i) ≡ 1

6
(i = 1, 2, . . . , 6)

是否成立？
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例 1.4

例 1.4 在针织品的漂白工艺过程中，要考察温度对针织品的断裂强
力（主要质量指标）的影响。

为了比较 70◦C 与 80◦C 的影响有无差别，在这两个温度下，分别
重复做了 8 次试验，得数据如下（单位：千克力）

70◦C时的强力：20.5, 18.8, 19.8, 20.9,

21.5, 19.5, 21.0, 21.2

80◦C时的强力：17.7, 20.3, 20.0, 18.8,

19.0, 20.1, 20.2, 19.1

从试验数据看，两种温度下的强度有无区别？
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用 X 表示 70◦C 下的强力，Y 表示 80◦C 下的强力，问题变成：

如何判断等式

E(X) = E(Y )

成立与否？

还可以进一步问等式

D(X) = D(Y )

成立与否？
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例 1.5
比较新型吹风机与原吹风机。原吹风机是成功，但面临竞争压力。

新型吹风机成本减少了 15%，如果产品可靠性也不比原产品差则可
以上市取代原产品。

否则不采纳新产品，因为产品有 1 年保质期，保质期内损坏需要免
费更换。

公司进行了可靠性试验，将新产品和原产品各取 250 件在模拟一年
使用的条件下进行试验。

发现新产品中有 11 个失效，而原产品中有 20 个失效。
问：新产品的可靠性是否不比原产品的差？

用 p1 表示新产品的失效率，p2 表示原产品的失效率。

问题化为：判断

p1 ≤ p2
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例 1.6

怎样根据一个随机变量的样本值，判断该随机变量是否服从正态分

布 N(µ, σ2)?

更一般地，如何根据样本的特性去判断随机变量是否以给定的函数

F (x) 为其分布函数？
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假设检验问题

例 1.1—例 1.6 代表了一类广泛的统计学问题。

共同点是要从样本值出发去判断一个“看法”是否成立。

例 1.1 的“看法”是“次品率 p ≤ 0.01”；

例 1.2 的看法是“E(X) = 1277”；

例 1.3 的看法是“P (X = i) ≡ 1
6 (i = 1, 2, . . . , 6)”；

例 1.4 的看法是“E(X) = E(Y )”；

例 1.5 的看法是“p1 ≤ p2”；

例 1.6 的看法是“X 的分布函数是 F (x)”。
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“看法”又叫“假设”。这些例子就是所谓假设检验问题。

本章介绍一些常用的检验方法，判断所关心的“假设”是否成立。

例 1.1、例 1.2 和例 1.3 中的“假设”都是关于一个随机变量的参数
的判断，这叫做一个总体的参数检验问题。

例 1.6 也是一个总体的检验问题，但不是参数检验，而是概率分布
的检验问题。

例 1.4 和例 1.5 的“假设”是关于两个随机变量的判断，叫做二总
体的检验问题。
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假设检验的思想

假设检验的思想是“带概率的反证法”。

以例 1.1 为例说明。

要检验假设“p ≤ 0.01”。

在假设成立的条件下进行分析。如果假设成立，则总体中至多有 2
件次品。

任抽取 5 件产品，先来求这 5 件中“无次品”的概率。
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用古典概型：

P (无次品) =


C5

198

C5
200

当 200 件中有 2 件次品时
C5

199

C5
200

当 200 件中有 1 件次品时
C5

200

C5
200

当 200 件中没有次品时

≥C5
198

C5
200

=
198× 197× · · · × 194

200× 199× · · · × 196
≥ 0.95

于是

P (任取的 5 件中有次品) ≤1− 0.95 = 0.05
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计算说明：如果次品率真的 ≤ 0.01，那么抽取 5 件样品，出现次品
的机会是很少的，平均在 100 次抽样中，出现不到 5 次。

如果 p ≤ 0.01 成立，则在一次抽样中，人们实际上很少遇见出现次

品的情况。

现在的实际情况是遇到了次品，这是“不合理”的。

产生这种不合理现象的根源在于假设 p ≤ 0.01；

因此假设“p ≤ 0.01”是不能接受的。

所以按照国家标准，这批产品不能出厂。
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概率性质的反证法

（1）反证法的思想。为了检验一个假设（如“p ≤ 0.01”），先假定

这个假设是成立的，如果实际从样本中观察到的情况在这个假设下

是不合理的，就认为原来的假设是不正确的，拒绝原来的假设。

如果样本没有不合理现象，就不能拒绝原来的假设。

（2）这不是纯粹的反证法。这里的“不合理”，不是形式逻辑中绝
对的矛盾，而是认为小概率事件在一次观察中基本不可能发生。

但原假设成立的情况下小概率还是有可能发生的，一旦出现这种情

况，我们拒绝原假设就是错误的。

所以在观察到小概率事件后拒绝原假设是有可能犯错的，只不过这

种可能性比较小而且可以控制。

在原假设下概率小到什么程度算是“小概率事件”？通常取界限为

0.05，有时也取为 0.01 或 0.10。
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本章内容

§2 先讲一个正态总体的检验问题。

§3 介绍假设检验的一般概念和数学描述，如功效、p 值等。

§4 讲两个正态总体的检验问题。

§5 介绍比率的假设检验（一个总体和两个总体）。

§6 为概率分布的检验。
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一个正态总体的假设检验

设总体 X ∼ N(µ, σ2), 关于一个正态总体有四种假设检验问题：

已知方差 σ2, 检验假设 H0 : µ = µ0;

未知方差 σ2, 检验假设 H0 : µ = µ0;

未知期望 µ，检验假设 H0 : σ
2 = σ2

0;

未知期望 µ，检验假设 H0 : σ
2 ≤ σ2

0。
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已知方差检验均值

例 2.1 某车间生产铜丝，主要质量指标是折断力大小。
用 X 表示该车间生产的铜丝的折断力。

由以往经验，可以认为 X 服从正态分布，期望为 570 千克力，标
准差是 8 千克力。
换了一批原料后，认为方差不会有什么变化，但需要检验折断力是

否和原来一样。

即：已知方差 σ2 = 82, 检验假设

H0 : µ = 570

抽取了 10 个样品，测得折断力值为（单位：千克力）：

578, 572, 570, 568, 572, 570, 570, 570, 572, 596, 584

如何检验 H0?
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用概率性质的反证法。考虑在 H0 成立的假设下，观测到的样本是

否有不合理现象。

在 H0 下，X ∼ N(570, 82)。

设 X 的一个样本为 X1, X2, . . . , Xn（看成随机变量），则

X̄ =
1

10

10∑
i=1

Xi ∼ N(570, 8
2

10
) U =

X̄ − 570√
82/10

∼ N(0, 1)

(正态分布的线性组合仍服从正态分布)

由正态分布的经验规则，P (|U | > 1.96) = 0.05 所以在 H0 成立时

{|U | > 1.96} 是一个小概率事件。

计算得 x̄ = 575.2, u = 2.05，说明小概率事件发生了，认为是不合

理的，故此拒绝 H0，习惯上说“折断力的大小和原来有显著差

异”。
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例 2.2
例 2.2 根据历史经验和资料分析，某砖瓦厂所生产的砖的“抗断强
度”X 服从正态分布，方差 σ2 = 1.21。

从一批产品中抽取 n = 6 的样本，测得抗断强度（单位：

kg · cm−2）：32.56, 29.66, 31.64, 30.00, 31.87, 31.03

问：这批砖的平均抗断强度可否认为是 32.80?
解 待检验的假设是 H0 : µ = 32.50。

计算统计量 U :

U =
x̄− µ0√
σ2/n

=
31.13− 32.50√

1.21/6
= −3.05

于是 |U | = 3.05 > 1.96，小概率事件发生。拒绝 H0，这批砖的平均

抗断强度不能认为是 32.50 (或称这批砖的平均抗断强度与 32.50有
显著差异)。
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检验水平

以 H0 下计算的概率小于 0.05 作为拒绝 H0 的标准，这样 α = 0.05

叫做检验水平。

有些问题中需要把检验水平取得更小一些，如取 α = 0.01。这时查

表得 H0 下

P (|U | > 2.58) = 0.01

在例 2.1 中，U = 2.05，不超过 2.58，在 0.01 水平下“小概率事
件”没有发生，假设 H0 与数据是相容的，简称 H0 是相容的。

这与 α = 0.05 时结论不同，可见检验的结果与水平 α 的选择有关。

检验水平 α 的直观意义：把 H0 成立时概率不超过 α 的事件当作一

次观察时不会发生的“小概率事件”。
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第一类错误

对于一般的 α（无论如何可以假设 α < 0.5），取临界值λ 使得

P (|U | > λ) = α

从样本中计算统计量 U 的值，当 |U | > λ 时就拒绝 H0。

这样下结论不能绝对不犯错误（但是从部分（样本）推断整体（总

体）本来就不能保证绝对正确，管中窥豹和盲人摸象是典型例子）。

即使 H0 成立，仍有 α 的概率我们会拒绝 H0，这种错误叫做第一

类错误，检验水平 α 是犯第一类错误的概率的上界。
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第二类错误

那么，是不是第一类错误越小越好？

不是。比如，我们取临界值 λ 接近于无穷大，这时 α 几乎等于零。

但是，这样检验相当于不论 H0 成立与否都不拒绝 H0，于是当 H0

不成立时一定会犯错误。

当 H0 不成立时，如果按照检验规则，数据与 H0 相容，不能拒绝

H0，就犯了第二类错误。

用 β 表示第二类错误的概率。

两类错误概率越小越好，但两者互相矛盾。

经典的统计假设检验做法是固定第一类错误概率的水平 α，然后尽

可能设法减小第二类错误概率，如设计更好的检验方案，增大样本

量。
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未知方差时期望的检验

设总体为 N(µ, σ2), µ 和 σ2 都未知，检验 H0 : µ = µ0(µ0 已知)。

例如，例 1.2，测量值 X 服从正态分布，µ 和 σ2 都未知，

µ0 = 1277，检验 H0 : µ = 1277。

如果 σ2 已知，检验使用的统计量为

U =
X̄ − µ0√

σ2/n

在 σ2 未知时，在 U 的公式中用 σ2 的估计量 S2 (样本方差) 代替
σ2 得到

T =
X̄ − µ0√
S2/n

由 §5.5(P151) 知 H0 成立时 T ∼ t(n− 1) 分布。
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对例 1.2，n = 5，查自由度为 4 的 t 分布表得

P (|T | > 2.776) = 0.05

计算得 x̄ = 1259, S2 = 142.5，T = −3.37, |T | > 2.776，小概率事

件发生，所以拒绝 H0，认为间接测温的平均值不等于精确测量值，

即间接测温有系统误差。
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正态总体方差未知时关于期望的检验步骤

(1) 提出带检验的假设 H0 : µ = µ0(µ0 已知)。

(2) 根据样本值 x1, x2, . . . , xn 计算统计量

T =
X̄ − µ0√

S2

n

的值。

(3) 对于检验水平 α，自由度 n− 1，查 t 分布临界值表（附表 2），得
临界值 λ。

(4) 若 |T | > λ，拒绝 H0；否则 H0 相容。
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两类错误的比较

在经典的统计假设检验中，第一类错误由检验水平 α 控制，第二类

错误只能尽量设法减小但不可控制。

所以，设计检验 H0 时，尽可能取 H0 使得 H0 代表原来的、标准

的情况或做法，从而接受 H0 即使犯错（发生第二类错误）也没有

严重后果，而拒绝 H0 则需要更为谨慎（可能发生第一类错误）。

这样，一旦拒绝 H0，我们是比较有把握结论是可信的。

实践中，人们一般希望得到拒绝 H0 的结论。

这样也会发生报告偏差：不同的研究人员对同一问题做了试验，接

受 H0 的时候就不报告了，拒绝 H0 就报告出来。
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例 2.3

例 2.3 根据长期资料分析，知道某种钢生产出的钢筋的强度服从正
态分布。今随机抽取 6 根钢筋进行强度试验，测得强度为（单位：
kg ·mm−2）：

48.5, 49.0, 53.5, 49.5, 56.0, 52.5

问：能否认为该种钢生产的钢筋的平均强度为 52.0?
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解 用 X 表示钢筋强度，X ∼ N(µ, σ2).

（1）要检验的假设是 H0 : µ = 52.0。

（2）计算统计量 T 的值。x̄ = 51.5, S2 = 8.9,

T =
51.5− 52.0√

8.9/6
= −0.411

（3）查附表 2，α = 0.05，自由度 n− 1 = 5，得 λ = 2.571。

（4）下判断。现在 |T | = 0.411 < 2.571，故 H0 是相容的，不能否

定钢筋的平均强度为 52.0kg ·mm−2。
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假设检验与置信区间

H0 : µ = µ0 的检验与 µ 的置信区间有密切联系。

µ = E(X) 的置信水平为 1− α 的置信区间是满足∣∣∣∣∣ x̄− µ√
S2/n

∣∣∣∣∣ ≤ λ

的 µ 的集合。

检验 H0 : µ = µ0 的规则是：当且仅当∣∣∣∣∣ x̄− µ0√
S2/n

∣∣∣∣∣ ≤ λ

时不拒绝 H0。

所以检验法也可以说是：当且仅当 µ0 属于 µ 的置信水平为 1− α

的置信区间时不拒绝 H0。

反过来以可以由检验法构造置信区间。
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方差的双边检验

对正态总体，设期望和方差未知，检验：

H0 : σ
2 = σ2

0

(σ2
0 已知)

例 2.4 某车间生产铜丝，生产一直比较稳定。

今从产品中随机抽出 10 根检查折断力，得数据如下（单位：千克
力）：

578, 572, 570, 568, 572, 570, 570, 570, 572, 596, 584

问：是否可相信该车间的铜丝的折断力的方差为 64?
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用 X 表示铜丝的折断力，已知 X ∼ N(µ, σ2)，要根据样本检验

H0 : σ
2 = σ2

0 (σ2
0 = 64)

自然想到用 S2 与 σ2
0 比较。如果 S2/σ2

0 很大或很小，则应拒绝

H0。如果 S2/σ2
0 的值接近于 1，应该接受 H0。

取统计量

W =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
0

=
(n− 1)S2

σ2
0

在 W 很大或很小时拒绝 H0。

由 §5.6, 当 H0 成立时 W ∼ χ2(n− 1)。查 χ2 分布临界值表找到

λ1, λ2 使得

P (W < λ1) =0.025

P (W > λ2) =0.025

则 H0 成立时 {W < λ1或W > λ2} 是小概率事件。
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对例 2.4，从样本中计算得 x̄ = 575.2, S2 = 75.73, 故

W =
9× 75.73

64
= 10.65

查 χ2 分布表，自由度 n− 1 = 9，得 λ1 = 2.70, λ2 = 19.0。现在

λ1 < W < λ2

所以 H0 是相容的，可以相信铜丝折断力方差为 64。
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方差的单侧检验

设正态总体的期望和方差都未知，检验

H0 : σ
2 ≤ σ2

0 (σ2
0已知)

这种检验也是常用的。H0 代表生产的加工精度没有变差，如果拒

绝了 H0，就说明加工精度变差了，要检查原因。

设总体 X ∼ N(µ, σ2)，X1, X2, . . . , Xn 为样本。

自然想到如果 S2/σ2
0 远大于 1 则应该拒绝 H0。

仍采用统计量

W =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
0

=
(n− 1)S2

σ2
0

当 W 很大时拒绝 H0。

在 H0 : σ
2 ≤ σ2

0 的情况下，W 的分布依赖于未知的 σ2。

用不等式推导中的放大法。
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令

Y =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
=

σ2
0

σ2
W

则 H0 成立时 Y ≥W。

Y ∼ χ2(n− 1)，设 λ 是 χ2(n− 1) 分布右侧 α 临界值，即

P (Y > λ) = α

则 Y > λ 是小概率事件。

但是 Y 不是统计量，其计算公式涉及未知参数 σ2。

然而，在 H0 下

P (W > λ) ≤ P (
σ2
0

σ2
W > λ) = P (Y > λ) = α

也就是说，H0 下 {W > λ} 也是小概率事件，而 W 是统计量。

从样本值 x1, x2, . . . , xn 中计算得到 W，如果 W > λ，就应该拒绝

H0。
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方差检验步骤

检验步骤：

(1) 提出待检验的假设 H0 : σ
2 = σ2

0(或 H0 : σ
2 ≤ σ2

0)。

(2) 计算统计量

W =

∑n
i=1(xi − x̄)2

σ2
0

=
(n− 1)S2

σ2
0

(3) 查 χ2 分布临界值表（附表 3），自由度为 n− 1，得 λ1,λ2 (或
λ) 满足

P (χ2 < λ1) = (χ2 > λ2) =
α

2

(或P (χ2 > λ) = α)

(4) 比较 W 与 λ1, λ2（或 λ），作出判断。
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单边检验假设选取

对于单边的问题，假设可以是问题本身或者问题的反面。

一般取假设为原来的、标准的情况或做法，这样接受假设即使犯错

后果也不严重。

如果希望回答可信，应该把希望得到的回答的反面作为假设（拒绝

了 H0 时的结论是比较可靠的）。
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例 2.5

例 2.5 已知罐头番茄汁中，维生素 C 含量服从正态分布。

按照规定，维生素 C 含量不得少于 21 毫克。

现从一批罐头中抽了 17 罐，算得维生素 C 含量统计量为 x̄ = 23,
S2 = 3.982。

为这批罐头的维生素 C 的含量是否合格？

解 设这批罐头中维生素 C 含量 X ∼ N(µ, σ2)。

我们希望作出合格的判断时比较有把握，所以设 H0 为合格的反面：

H0 : µ < 21
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参考 H0 : µ = µ0 时的做法，考虑统计量

T =
X̄ − µ0√

S2

n

当 T 很大时拒绝 H0。

在 H0 成立时 T 的分布依赖于未知参数 µ，取

Y =
X̄ − µ√

S2

n

∼ t(n− 1)

则 H0 成立时 Y > T。

取 λ 使

P (Y > λ) = α

则 H0 成立时

P (T > λ) ≤ P (Y > λ) = α

所以 {T > λ} 是小概率事件。
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为了从附表 2 中查 λ，注意自由度为 n− 1，另外

P (Y > λ) = α⇐⇒ P (|Y | > λ) = 2α

所以取 α = 0.05 时只要从附表 2 中查 0.10 对应的 λ。

对例 2.5，查附表 2，自由度 n− 1 = 16，0.10 对应的临界值为
λ = 1.746。

计算得

T =
X̄ − 21√

S2

n

= 2.07 > 1.746

所以小概率事件发生了，拒绝 H0，认为该批罐头合格。
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非正态总体的均值假设检验

对于非正态的总体，当 n→∞ 时根据中心极限定理以及相关的概
率极限理论可以证明在 H0 : µ = µ0 下 T 统计量近似标准正态分

布。

所以 α = 0.05 时可以用 {|T | > 1.96} 作为拒绝 H0 : µ = µ0 的标

准。

为了使得这种近似有意义，样本量 n 一般不小于 30，最好是 50 以
上，或 100 以上。
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假设检验的某些概念和数学描述

检验法；

两类错误；

功效函数；

临界值与 p 值；

假设检验与置信区间的联系。
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零假设和对立假设

要检验的“假设”记作 H0，叫做零假设或原假设。

H0 是关于随机变量 X(总体) 的一个“看法”。数学描述：

设 X 的分布函数为 F (x, θ)，其中 θ ∈ Θ，这里 Θ 是实数（或向

量、或其它符号）组成的已知集合。

“看法”H0 表示成：θ ∈ Θ0，这里 Θ0 是 Θ 的非空真子集。

把 θ ∈ Θ−Θ0 叫做对立假设或 备择假设，记作 Ha。
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例 2.1 的假设

例如，在例 2.1 中，考虑铜丝折断力的总体，要检验的假设是
µ = 570。

这里

X ∼N(µ, 82)

θ =µ

Θ =(−∞,∞)

Θ0 ={570}

Θ−Θ0 =(−∞, 570) ∪ (570,∞)

H0 :θ ∈ Θ0

Ha :θ ∈ Θ−Θ0
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检验法

检验法就是给出一个规则，对给定的样本值 x1, x2, . . . , xn，进行明

确表态：不拒绝假设 H0 还是拒绝假设 H0。

设 S 是所有可能的样本值 (x1, x2, . . . , xn)(n 固定) 组成的集合（样
本空间）。很多情况下 S = Rn。

检验法就是指空间 S 的一个划分：S = S1 ∪ S2，S1 ∩ S2 = ∅。当
(x1, x2, . . . , xn) ∈ S1 时，不接受假设 H0；当 (x1, x2, . . . , xn) ∈ S2

时，拒绝 H0。

S1 叫做接受域, S2 叫做否定域或拒绝域。

否定域与检验法互相唯一确定。
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假设检验的两类错误

在解决假设检验的问题时, 无论作出否定还是接受原假设 H0 的决

定, 都有可能犯错误.
我们称否定 H0 时犯的错误为第一类错误, 接受 H0 时犯的错误为第

二类错误.
检验结果

H0 H1

真实 H0 X X(第 I 类)

情况 H1 X(第 II 类) X
假设检验一般控制第一类错误在检验水平 α 以下，所以否定 H0 时

结论比较可靠。

如果承认 H0，可能犯第二类错误，错误概率可能会比较大。

要同时减小两类错误是不可能的，一种错误减小另一种错误必然增
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功效函数

设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的样本，W 是否定域，当事件

{(X1, X2, . . . , Xn) ∈W} 发生时拒绝零假设 H0。

设 X ∼ F (x, θ)，此事件的概率记作

MW (θ) = Pθ((X1, X2, . . . , Xn) ∈W ), θ ∈ Θ

称作否定域 W (或对应的检验法) 的功效函数。

功效函数在两种情况下的意义:
意义 记号

真实 H0(θ ∈ Θ0) 第 I 类错误概率 αW (θ)

情况 H1(θ ∈ Θ1) 1−第二类错误概率 1− βW (θ)
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检验水平

在 H0 成立的时候，功效函数越小越好；

当 H1 成立的时候，功效函数越大越好。

定义 3.1 给定 α(0 < α < 1)，如果

αW (θ) ≤ α, ∀θ ∈ Θ0

则称 W 是检验水平 (或显著性水平) 为 α 的否定域（检验法）。

如果

sup
θ∈Θ0

αW (θ) = α

则称 α 为 W 的精确检验水平。
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检验法讨论

统计学中假设检验一般都是固定一个检验水平 α，找到 H1 下第二

类错误尽可能小（功效尽可能大）的检验法进行检验。

这样，如果最后结论是拒绝 H0，可能犯的是第 I 类错误，此错误概
率收到检验水平的控制，所以结论是比较可信的。

如果最后结论是接受 H0，可能犯的是第 II 类错误，此错误概率虽
然已经尽可能控制但不像第 I 类错误那样有明确界限。

所以接受 H0 的结论是一种“维持原状、不改变原来结论”之类的

做法，一般不能把接受 H0 作为一个新的发现使用。

这和“带概率的反证法”是一致的，反证法不能推出矛盾，并不意

味着假设一定成立。
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临界值

否定域 W 一般用一个直观上有明确意义的统计量（称为检验统计

量）φ(X1, X2, . . . , Xn) 来确定。

单边情形的否定域：

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ} (3.1)

双边情形的否定域：

W =
{
(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1或

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2} (3.2)

(3.1) 中 λ 叫做单边情形的临界值，(3.2) 中 λ1 和 λ2 叫做双边情形

的临界值。

临界值根据检验水平确定。
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单侧临界值确定

为了使得 H0 成立时第一类错误概率不超过检验水平 α，应找 λ 满

足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α (3.3)

如果检验统计量服从连续型分布，这样的 λ 存在。

如果检验统计量服从离散型分布，这样的 λ 不一定存在，这时找 λ

使得

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) ≤ α

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ) (3.4)

(这是水平为 α 的最小的 λ)
注意：第一类错误概率不是越小越好！所以 λ 不是越大越好。

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第六章 假设检验 2017 春季学期 53 / 176



. . . . . .

双边情形的临界值

对于双边情形，应找 λ1 和 λ2 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) =
α

2
(3.5)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) =
α

2
(3.6)

如果检验统计量服从连续型分布，这样的 λ1 和 λ2 存在。
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如果检验统计量服从离散型分布，这样的 λ1 和 λ2 不一定存在，这

时找 λ1 和 λ2 使得

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ λ1) (3.7)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ2) (3.8)

根据检验水平确定临界值从而获得否定域的方法，称为临界值方

法。

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第六章 假设检验 2017 春季学期 55 / 176



. . . . . .

例 3.1

例 3.1 设 X ∼ N(µ, σ2)，未知 σ，检验假设

H0 : µ ≤ µ0 ←→ Ha : µ > µ0

令 θ = (µ, σ2)，及

Θ ={(µ, σ2) : µ ∈ (−∞,∞), σ2 > 0}

Θ0 ={(µ, σ2) : µ ≤ µ0, σ
2 > 0}

Θ1 =Θ−Θ0 = {(µ, σ2) : µ > µ0, σ
2 > 0}

检验可表示为

H0 : θ ∈ Θ0 ←→ Ha : θ ∈ Θ1
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设样本为 X1, X2, . . . , Xn，取检验统计量

φ(X1, X2, . . . , Xn) =
X̄ − µ0√
S2/n

φ 值越大，数据越倾向于否定 H0 而接受 H1。取单边否定域

W ={(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ}

=

{
(x1, x2, . . . , xn) :

x̄− µ0√
S2/n

> λ

}
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对给定检验水平 α，临界值 λ 应满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α

当 µ ≤ µ0 时，

X̄ − µ0√
S2/n

≤ X̄ − µ√
S2/n

于是

sup
θ∈Θ0

Pθ

(
X̄ − µ0√
S2/n

> λ

)
= sup

θ∈Θ0

Pθ

(
X̄ − µ√
S2/n

> λ

)

其中 X̄−µ√
S2/n

对任意 (µ, σ2) 都服从 t(n− 1) 分布，所以可取 λ 为

t(n− 1) 分布的 1− α 分位数，则上式右边为 α。

否定域求得。
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p 值方法

p 值方法是确定否定域的另一方法，p 值可以直观表示数据中否定
H0 的倾向的强烈程度。

以单边否定域 (3.1) 为例:

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ} (3.1)

设 x1, x2, . . . , xn 是样本值，X1, X2, . . . , Xn 是总体分布参数为 θ 时

的样本。
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定义

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

p(x1, x2, . . . , xn) 是 H0 成立的条件下统计量 φ(X1, X2, . . . , Xn) 取

到和观测到的统计量值 φ(x1, x2, . . . , xn) 一样大或更大的概率的最

大值。

这个概率是数据取值倾向于否定 H0 的情况的概率。

如果 H0 成立，这个概率应该很小。

注意：

(1) p(x1, x2, . . . , xn) 取值于 [0, 1];
(2) p(X1, X2, . . . , Xn) 是统计量。
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p 值与否定域
用 p 值可以表示否定域：
引理 3.1 设对给定的 α ∈ (0, 1)，恰有一个 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α (3.10)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ⇐⇒ p(x1, x2, . . . , xn) < α

即：当且仅当 p 值小于检验水平 α 时否定零假设 H0:

W = {(x1, x2, . . . , xn) : p(x1, x2, . . . , xn) < α}

这种确定否定域的方法叫做 p 值方法。

这个否定域的精确检验水平为 α。
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p 值特点

p 值越小，从数据看否定 H0 的倾向越强烈。

p 值大小代表了数据与 H0 的相容程度，当 p 值小于 α 时就不相容

了。

p 值总是在 [0, 1] 取值的。

p 值是能够否定 H0 可取的最小的检验水平 α0，取比 p 值更小的检
验水平 α < α0 就不能否定 H0 了。
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引理 3.1 的证明

设 p(x1, x2, . . . , xn) < α, 即

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)) < α (*)

而 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α

所以一定有

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第六章 假设检验 2017 春季学期 63 / 176



. . . . . .

这是因为如果

φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ

则

φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ

=⇒φ(X1, X2, . . . , Xn) > φ(x1, x2, . . . , xn)

=⇒φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)

从而

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)) ≥ α
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反过来，设 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ, 则有 ε > 0 使得

φ(x1, x2, . . . , xn)− ε > λ

于是

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤ sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) > φ(x1, x2, . . . , xn)− ε)

≤ sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α (**)

且 (**) 式的小于等于号必为严格小于号，否则令

λ′ = φ(x1, x2, . . . , xn)− ε

则 λ′ > λ 也是

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α

的解，与引理 3.1 题设矛盾。
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即：φ(x1, x2, . . . , xn) > λ 时有

p(x1, x2, . . . , xn) < α

引理 3.1 证毕。
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精确水平不等于 α 的情况

给定 α ∈ (0, 1) 不一定有临界值 λ 使得检验的精确水平为 α。

这时求满足 (3.4) 的 λ。

p 值定义不变。

引理 3.2 设对给定的 α ∈ (0, 1)，有 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) ≤ α

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ) (3.11)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ⇐⇒ p(x1, x2, . . . , xn) ≤ α
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引理 3.2 的证明

引理 3.2 的证明 设 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ，则

Pθ

(
φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)

)
≤Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ)

两边取 supθ∈Θ0
，有

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤ sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) ≤ α (由 (3.11))
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反过来，如果 φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ, 则

Pθ

(
φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)

)
≥Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ)

两边取 supθ∈Θ0
，有

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≥ sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ) > α (由 (3.11))

因此 p(x1, x2, . . . , xn) ≤ α 时一定有 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ。

引理 3.2 证毕。
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在引理 3.2 条件下，若 λ 满足 (3.11)(不一定唯一)，则否定域

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ}

的精确检验水平不超过 α，是一个检验水平为 α 的否定域。

样本值落入否定域 W 的充分必要条件是 p 值小于等于 α，与引理

3.1 的做法只有微小的的差别（引理 3.1 要求 p 值严格小于 α）。

这也叫做 p 值方法。
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例 3.2
例 3.2 设 X ∼ N(µ, σ2)。未知 σ，检验 H0 : µ ≤ µ0。

否定域为

W ={(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0}

φ(x1, x2, . . . , xn) =
x̄− µ0√
S2/n

λ0 为 t(n− 1) 的 1− α 分位数。

计算 p 值（是统计量）

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

这里 θ = (µ, σ2), Θ0 = {(µ, σ2) : µ ≤ µ0, σ
2 > 0}。
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当 µ ≤ µ0 时

x̄− µ√
S2/n

≥ x̄− µ0√
S2/n

所以

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ

(
X̄ − µ√
S2/n

≥ x̄− µ0√
S2/n

)

=P(µ0,σ2)

(
X̄ − µ√
S2/n

≥ x̄− µ0√
S2/n

)

=P

(
T ≥ x̄− µ0√

S2/n

)
(*)

(其中 T 表示 t(n− 1) 分布随机变量)
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由 (*) 可见（或由引理 3.1 可知）

p(x1, x2, . . . , xn) < α⇐⇒ x̄− µ0√
S2/n

> λ

例如，为了检验 H0 : µ ≤ 25，设某样本 n = 64，x̄ = 25.9,
S2 = 17.3，则

φ(x1, x2, . . . , xn) =
x̄− µ0√
S2/n

= 1.731

p(x1, x2, . . . , xn) =P (T ≥ 1.731) = 0.044 < 0.05

(这个 p 值可以在 R 软件中用 1 - pt(1.731, 63)计算)

在 α = 0.05 检验水平下应拒绝 H0。
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双边否定域的 p 值

考虑否定域 (3.2):

W =
{
(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1或

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2} (3.2)

不去考虑由 α 确定 λ1 和 λ2 的问题，直接定义 p 值。

根据“p 值是能够拒绝 H0 的最小的可取检验水平”，可以找到特定

的 λ0，λ1 ≤ λ0 < λ2。
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当 φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ0 时，令

p(x1, x2, . . . , xn)

=min
{

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn)) , 1

}
(3.12)

当 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0 时，令

p(x1, x2, . . . , xn)

=min
{

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)) , 1

}
(3.13)

定义 3.3 由 (3.12) 和 (3.13) 定义的 p(x1, x2, . . . , xn) 叫做双边情

形下样本值 (x1, x2, . . . , xn) 的 p 值。
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引理 3.3

引理 3.3 设对给定的 α ∈ (0, 1)，有唯一的 λ1 和 λ2 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) =
α

2
(3.14)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) =
α

2
(3.15)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1 或φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

⇐⇒p(x1, x2, . . . , xn) < α.

否定域为 p 值小于 α。
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引理 3.4
引理 3.4 设对给定的 α ∈ (0, 1)，有 λ1 和 λ2 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ λ1) (3.16)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ2) (3.17)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1 或φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

⇐⇒p(x1, x2, . . . , xn) ≤ α.

与引理 3.3 的差别是否定域为 p 值小于等于 α。
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引理 3.3 的证明

引理 3.3 的证明 设 φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1, 则
φ(x1, x2, . . . , xn) < λ0 （只要 λ0 ∈ [λ1, λ2)）。

而且存在 ε > 0 使得 φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1 − ε。

由 (3.12)

p(x1, x2, . . . , xn)

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1 − ε) < α

(由 (3.17) 对 λ1 的要求及唯一性)
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若 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2, 则 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0 （只要

λ0 ∈ [λ1, λ2)）。

而且存在 ε > 0 使得 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2 + ε。

由 (3.13) 得

p(x1, x2, . . . , xn)

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2 + ε) < α

(由 (3.17) 对 λ2 的要求及唯一性)

于是我们证明了引理 3.3 的 “=⇒”。
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反过来，设 p(x1, x2, . . . , xn) < α。

若 φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ0, 则

p(x1, x2, . . . , xn)

=2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn))

(这是因为 p(x1, x2, . . . , xn) < α 时 (3.12) 不能取 1)

<α

由 (3.14) 中 λ1 的唯一性用反证法可知这时

φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1
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若 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0, 则

p(x1, x2, . . . , xn)

=2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

(这是因为 p(x1, x2, . . . , xn) < α 时 (3.13) 不能取 1)

<α

由 (3.15) 中 λ2 的唯一性用反证法可知这时

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

这样，引理 3.3 的必要性和充分性都证明了。
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从引理 3.3 证明看出，在取定了检验水平 α 以后，λ0 可以取区间

[λ1, λ2) 中的任何值。

这样当可以拒绝 H0 时，p 值定义不受 λ0 选取的影响。当 H0 相容

时，(3.12) 和 (3.13) 两个 p 值定义受到 λ0 选取影响但都会做出相

容的判断。

如果在引理 3.3 条件下定义

p(x1, x2, . . . , xn)

=2min
{

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn)) ,

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

}
则引理 3.3 仍成立，证明类似，但不再需要 λ0。

引理 3.4 证明类似。
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引理 3.3 和引理 3.4 给出了双边检验问题的 p 只方法。

在引理 3.3 条件下，否定域为 p 值小于 α。

在引理 3.4 条件下，否定域为 p 值小于等于 α。

两种情况的检验水平都不超过 α。

优点：适用于任何检验水平；p 值大小给出了拒绝零假设的强烈程
度。

现代的统计软件中假设检验的结果一般都给出 p 值。
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例 3.3
例 3.3 设 X ∼ N(µ, σ2)，µ, σ2 均未知。

检验

H0 : σ
2 = σ2

0 ←→ Ha : σ2 ̸= σ2
0

用检验统计量

φ(X1, X2, . . . , Xn) =
1

σ2
0

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

当 φ 太大或太小时拒绝 H0。

使用双边否定域

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1

或φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

}
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从直观看 S2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x̄)2 可以作为 σ2 的估计。

H0 成立时
1

n−1φ(x1, x2, . . . , xn) 应该与 1 相差不大，
φ(x1, x2, . . . , xn) 应该与 n− 1 相差不大。

λ1 应该小于 n− 1，λ2 应该大于 n− 1。取 λ0 = n− 1，则

λ1 < n− 1 < λ2。

φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ n− 1⇔ S2 ≤ σ2
0.
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当 S2 ≤ σ2
0 时定义

p(x1, x2, . . . , xn)

=min

2 sup
µ∈(−∞,∞)

σ2=σ2
0

P(µ,σ2)(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ0), 1


=min {2P (ξ ≤ φ0), 1}

其中 φ0 = φ(x1, x2, . . . , xn), ξ 为 χ2(n− 1) 随机变量。

当 S2 > σ2
0 时类似有

p(x1, x2, . . . , xn) =min {2P (ξ ≥ φ0), 1}
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回到例 2.4 的 10 个铜丝折断力数据，要检验 σ2 = 64。

S2 = 75.7 > 64。

φ0 =
1
σ2
0

∑10
i=1(x1 − x̄)2 = 10.65.

P (ξ ≥ φ0) = 0.30(ξ ∼ χ2(9))。

p 值为 0.60。

只要检验水平 α 不大于 0.60，H0 都是相容的。

但是注意：假设检验应该预先确定检验水平，而不能看到 p 值后再
选检验水平。
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假设检验与置信区间的联系

在 §6.2.2 讲关于 µ = µ0 的检验时，我们讨论了检验的接受域与 µ

的置信区间的联系。

这种联系是一般性的。

设 X 的分布函数为 F (x, θ)，θ 是未知参数, θ ∈ Θ, X1, X2, . . . , Xn

是 X 的样本。

对任何 θ0 ∈ Θ, 考虑假设问题

H0 : θ = θ0 ←→ Ha : θ ̸= θ0

设 A(θ0) 是 H0 的检验水平为 α 的接受域（其补集是 H0 的检验水

平为 α 的否定域）。
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即当且仅当 (x1, X2, . . . , xn) ∈ A(θ0) 时接受 H0 : θ = θ0，且

Pθ0((X1, X2, . . . , Xn) /∈ A(θ0)) ≤α

Pθ0((X1, X2, . . . , Xn) ∈ A(θ0)) ≥1− α (*)

令

S(x1, x2, . . . , xn) = {θ : (x1, x2, . . . , xn) ∈ A(θ)} (3.18)

则

(x1, x2, . . . , xn) ∈ A(θ0)⇐⇒ θ0 ∈ S(x1, x2, . . . , xn) (**)

由 (*) 和 (**)，得

Pθ0(θ0 ∈ S(X1, X2, . . . , Xn)) ≥ 1− α

其中的 θ0 是任意的，所以

Pθ(θ ∈ S(x1, x2, . . . , xn)) ≥ 1− α ∀θ ∈ Θ
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可见，θ 的集合 S(x1, x2, . . . , xn) 如果是个区间，则它是 θ 的置信

水平为 1− α 的置信区间。

我们可以用 θ = θ0 的检验接受域来构造 θ 的置信区间。

反过来，如果统计量 θ(X1, X2, . . . , Xn) 和 θ(X1, X2, . . . , Xn) 使得

Pθ

(
θ ∈ (θ, θ)

)
≥ 1− α, ∀θ ∈ Θ

则 θ0 ∈ (θ, θ) 可以作为 H0 : θ = θ0 的检验水平为 α 的接受域。
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例 3.4

例 3.4 设 X ∼ N(θ, 1)，θ ∈ (−∞,∞)。

(X1, X2, . . . , Xn) 是 X 的样本。

对任何 θ0，考虑检验问题

H0 : θ = θ0 ←→ Ha : θ ̸= θ0

从 §1 知可用接受域

A(θ0) = {(x1, x2, . . . , xn) : |x̄− θ0| ≤ c}
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其中

c =

√
1

n
z1−α

2

zp 表示标准正态分布的 p 分位数：

zp =Φ−1(p)

Φ(p) =p

这时检验的精确水平为 α。

有

Pθ0(|X̄ − θ0| ≤ c) = 1− α

因 θ0 任意，所以

Pθ(|X̄ − θ| ≤ c) = 1− α, ∀θ ∈ (−∞,∞)
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于是

Pθ(X̄ − c ≤ θ ≤ X̄ + c) = 1− α, ∀θ ∈ (−∞,∞)

从接受域得到了 θ 的置信水平为 1− α 的置信区间。

反过来，当且仅当 θ0 属于这个置信区间时接受 H0 : θ = θ0，检验

水平为 α。
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两个正态总体的假设检验

设 X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2), 且 X,Y 相互独立。

(1) 未知 σ2
1, σ

2
2，但知道 σ2

1 = σ2
2，检验假设

H0 : µ1 = µ2

(2) 未知 µ1, µ2，检验假设

H0 : σ
2
1 = σ2

2

(3) 未知 µ1, µ2，检验假设

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2

(4) 未知 σ2
1, σ

2
2，但知道 σ2

1 ̸= σ2
2，检验假设

H0 : µ1 = µ2
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独立两样本 t 检验
在已知两个独立正态总体方差相等时检验两个总体的期望是否相等，

使用“独立两样本 t 检验”。
在实际问题中，用来比较独立的两组的同一属性平均来说有无显著

差异。

例 4.1(即例 1.4) 在针织品的漂白工艺过程中，要考察温度对针织
品的断裂强力（主要质量指标）的影响。

为了比较 70◦C 与 80◦C 的影响有无差别，在这两个温度下，分别
重复做了 8 次试验，得数据如下（单位：千克力）

70◦C时的强力：20.5, 18.8, 19.8, 20.9,

21.5, 19.5, 21.0, 21.2

80◦C时的强力：17.7, 20.3, 20.0, 18.8,

19.0, 20.1, 20.2, 19.1

从试验数据看，两种温度下的强度有无区别？
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用 X,Y 分别表示 70◦C 与 80◦C 下的断裂强力，试验结果按常识判
断是独立的。

根据过去的经验，可以认为 X,Y 分别服从正态分布且方差相等。

即 X ∼ N(µ1, σ
2)，Y ∼ N(µ2, σ

2)，要检验 H0 : E(X) = E(Y )，即

H0 : µ1 = µ2。

自然想到比较两个样本的平均值。70◦C 的样本的平均强力为 20.4
千克力，80◦C 的样本的平均强力为 19.4 千克力，70◦C 的平均值高
出 1 千克力。
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能否就此断言 70◦C 下的总体期望值 E(X) 与 80◦C 的总体期望值
E(Y ) 不同？

要注意的是，我们只是在一组样本中观测到了样本平均值有 1 千克
力的差距。换一组样本，差距可能就变了。

样本得到的两个样本均值的差即使在 µ1 = µ2 时也一般不会等于

零。

如果这个差距很大，我们可以比较有把握地说两个总体期望不同。

如果差距很小，我们可以认为两个总体期望相同。

问题是，如何找这个临界值？

思路是找到问题中的随机性的分布，然后在 µ1 = µ2 情况下产生较

大差距为小概率事件时否定 H0。
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两样本 t 检验的推导
设 x1, x2, . . . , xn 是来自 X 的样本值，y1, y2, . . . , yn 是来自 Y 的样

本值。

设法研究样本平均值的差

x̄− ȳ

的分布，当此差超出了 µ1 = µ2 时随机变化的正常范围时否定

H0 : µ1 = µ2。

还是“带概率的反证法”的思想。先假设 µ1 = µ2，看是否有小概

率事件发生。

在假设 µ1 = µ2 的条件下，X̄ − Ȳ 的分布仍与未知的 σ2 有关。其

方差等于

σ2

n
+

σ2

n
=

2σ2

n
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于是

X̄ − Ȳ√
2σ2

n

∼ N(0, 1)

这不是统计量。估计 σ2 为

σ̂2 =
1

2n− 2

[
n∑

i=1

(Xi − X̄)2 +
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2

]

称为合并方差估计。

在 H0 : µ1 = µ2 成立时统计量

T =
X̄ − Ȳ√

2σ̂2

n

∼ t(2n− 2) (4.2)
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查 t(2n− 2) 分布临界值表可得 λ 满足

P (|T | > λ) = α

从样本中计算统计量 T 的值，当 |T | > λ 时拒绝 H0 : µ1 = µ2，当

|T | ≤ λ 时 H0 相容。

称为两样本 t 检验。
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例 4.1（续）
把两样本 t 检验一般步骤应用于例 4.1。
(1) 提出待检验的假设:

H0 : E(X) = E(Y )←→ Ha : E(X) ̸= E(Y )

(2) 计算 t 统计量的值。

n = 8 x̄ = 20.4 ȳ = 19.4

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = 6.20

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 5.80

σ̂2 =
1

2× 8− 2
(6.20 + 5.80) = 0.8571

T =
20.4− 19.4√

2∗0.8571
8

= 2.16
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(3) 查 t 分布表，自由度是 2n− 2 = 14，取 α = 0.05，得

λ = 2.145。

(4) 下结论：|T | = 2.16 > λ 所以否定零假设，认为 70◦C 下的总体
期望值 E(X) 与 80◦C 的总体期望值 E(Y ) 不等，而且是 70◦C 下
的强力更大。

第 (3)、(4) 步也可以计算 p 值:

p(x1, x2, . . . , xn) =P (|ξ| ≥ |2.16|) = 0.0486 < α

其中 ξ 为服从 t(2n− 2) 分布的随机变量。
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两样本的样本量不等情况

设 X1, X2, . . . , Xn1 是来自 N(µ1, σ
2) 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2 是来

自 N(µ2, σ
2) 的样本。

这时定义 σ2 的估计为 (合并方差估计)

σ̂2 =
1

n1 + n2 − 2

[
n1∑
i=1

(Xi − X̄)2 +

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

]

检验统计量为

T =
X̄ − Ȳ√(
1
n1

+ 1
n2

)
σ̂2

在 H0 : µ1 = µ2 下 T ∼ t(n1 + n2 − 2), 使用、t(n1 + n2 − 2) 分布临

界值，当且仅当 |T | > λ 时拒绝 H0。
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这个检验叫做两样本 t 检验，也叫平均数的显著性鉴定。

如果拒绝了 H0 : µ1 = µ2，一般称（在 α 水平下）两个总体的平均

数 有显著 (性) 差异。
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例 4.2

例 4.2 研究口服避孕药对妇女血压影响。

对某公司工作的 35 岁至 39 岁的非怀孕妇女，用抽查方法收集到如
下数据。

有 8 人使用口服避孕药，其收缩压平均值为 132.86（mmHg），标
准差为 15.35。

有 21 人未使用，收缩压平均值为 127.44(mmHg)，标准差为 18.23。

问：这两种血压的平均值的差异是否显著？
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解 假设使用口服避孕药的妇女的收缩压总体为 X ∼ N(µ1, σ
2
1)，假

设不使用的妇女的收缩压总体为 Y ∼ N(µ2, σ
2
2)，并假定

σ2
1 = σ2

2 = σ2。

计算得

σ̂2 =
1

8 + 21− 2
((8− 1)× 15.352 + (21− 1)× 18.232)

=294.95

T 统计量为

T =
132.86− 127.44√(

1
8 + 1

21

)
294.95

= 0.760

查 27 个自由度的 t 分布的 α = 0.05 临界值得 λ = 2.052，|T | < λ

所以 H0 相容，两个平均值无显著差异。
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成对数据的比较

有些实际问题中的数据是成对的，比如同一个人两次测量同一指

标。

这时，两个变量 X 和 Y 一般是不独立的，不能使用上述的两样本

t 检验。

设 (X,Y ) 的样本为 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)。

考虑新的总体 Z = X − Y，样本为 Zi = Xi − Yi, i = 1, 2, . . . , n。

如果 (X,Y ) 服从联合正态分布则 Z 也服从正态分布。

要检验 H0 : E(X) = E(Y )，只要检验等价的假设 E(Z) = 0。

问题化为单样本 t 检验问题。
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例 4.3

例 4.3 为了鉴定两种工艺方法生产的产品某性能指标有无显著差
异，对于 9 批材料分别用两种工艺进行生产，得到该指标的 9 对数
据如下：

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
0.10 0.21 0.52 0.32 0.78 0.59 0.68 0.77 0.89

问：根据以上数据，能否说两种工艺生产的产品性能指标有显著差

异？（检验水平 α = 0.05）
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计算 9 对数据的差：

0.10 0.09 -0.12 0.18 -0.18 0.11 0.12 0.13 0.11

设差的总体为 Z ∼ N(µ, σ2)，检验 H0 : µ = 0。

用 §2 中的 t 检验，计算得

T =
x̄√
S2/9

= 1.467

查 t(8) 分布临界值表得 α = 0.05 对应临界值 λ = 2.306。

或计算 p 值:

p =P (|ξ| > 1.467) = 0.19

现在 |T | < λ（p 值小于 α），所以 H0 相容，两种工艺方法生产的

产品性能指标无显著差异。

也称这两种工艺方法对产品该性能指标无显著影响。
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方差的双边检验

设 X1, X2, . . . , Xn1 是来自总体 N(µ1, σ
2
1) 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2

是来自总体 N(µ2, σ
2
2) 的样本，两个总体独立。

要求检验

H0 : σ
2
1 = σ2

2
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用“带概率的反证法”。先假设 H0 成立。

要比较 σ2
1 和 σ2

2，想到比较其估计量：

S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi − X̄)2

S2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2
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取检验统计量

F =
S2
1

S2
2

当 F 远大于 1 或远小于 1 时拒绝 H0。

如果 F 的分布不依赖于未知参数，则可以取 λ1 和 λ2 使得

P (F < λ1) =
α

2
, P (F > λ2) =

α

2

当 F < λ1 或 F > λ2 时拒绝 H0 （这样第 I 类错误概率等于 α，是

水平 α 的检验法）
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F 分布

如果随机变量 Z 有如下分布密度

fn1,n2(u)

=


Γ
(

n1+n2
2

)
Γ(n1

2 )Γ(
n2
2 )

(
n1
n2

)n1
2
u

n1
2
−1
(
1 + n1

n2
u
)−n1+n2

2
, u > 0

0 u ≤ 0

则称 Z 服从自由度为 n1, n2 的 F 分布，这里 n1, n2 是两个正整数，

分别称为第一自由度和第二自由度（或分子自由度和分母自由度），

记 Z ∼ F(n1, n2)。

上面的统计量 F 在 H0 : σ
2
1 = σ2

2 成立时服从 F(n1 − 1, n2 − 1) 分

布。
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F 分布的临界值

F 分布的临界值在第 434–439 页附表 4–附表 6 中，只给出了右侧
临界值：

P (F > λ) = α

F 分布有性质：

F ∼ F(n1 − 1, n2 − 1) =⇒ 1

F
∼ F(n2 − 1, n1 − 1)

所以对于 H0 : σ
2
1 = σ2

2 的检验，为求临界值 λ1 和 λ2，先查自由度

为 (n1 − 1, n2 − 1) 的水平 α/2 的临界值 λ2。

再查自由度为 (n2 − 1, n1 − 1) 的水平 α/2 的临界值 λ′
1，并令

λ1 = 1/λ′
1。
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例 4.1(续) 考虑 70◦C 和 80◦C 下强力的方差的比较。

这里 n1 = n2 = 8，s21 = 6.20/7, s22 = 5.80/7，

F =
s21
s22

=
6.20

5.80
= 1.07

查 F 分布表，取 α = 0.05，查自由度 (7, 7) 的 0.025 临界值得

λ2 =4.99

对于 λ1，这里自由度交换后仍为 (7, 7)，得

λ1 =
1

4.99
= 0.200

现在 λ1 < F < λ2 所以 H0 相容，在 0.05 水平下不能否认 70◦C 下
和 80◦C 下有相同的方差（或称：70◦C 下和 80◦C 下的方差无显著
差异）。
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例 4.4（例 4.2 续）

例 4.4（例 4.2 续） 检验使用口服避孕药和不使用的妇女的血压

的方差是否相等：

H0 : σ
2
1 = σ2

2 ←→ Ha : σ2
1 ̸= σ2

2

这里 n1 = 8, n2 = 21, S2
1 = (15.35)2, S2

2 = (18.23)2，

F =
S2
1

S2
2

= 0.709

查自由度 (7, 20) 的 0.025 水平 F 分布临界值得 λ2 = 3.01, 查自由
度 (20, 7) 的 0.025 水平 F 分布临界值得 λ1 = 1/4.42 = 0.226。

现在 λ1 < F < λ2，所以 H0 相容，在 0.05 水平下不能否认两组人
的血压有相同的方差（或称：两组人的方差无显著差异）。
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关于查表

上例中 λ2 在附表 5 中直接查到。而 1/λ1 需要找自由度 (20, 7) 情

况下的临界值，表中 n2 = 7 的行存在，但 n1 = 20 的列不存在。

怎么处理？

简化的做法是找最近的表格值：最近的自由度是 (24, 7)，表格值为

4.42。
更精细一点的做法是用线性插值近似：要求解的临界值和 (12, 7) 自

由度下的 4.67 以及 (24, 7) 自由度下的 4.42 最接近，按照自由度接
近程度进行插值：

1/λ1 = 4.67 +
4.42− 4.67

24− 12
(20− 12) = 4.50

如果两个自由度都不在表格中，这种方法要两次插值，而且精度也

只是略有提高。

用统计软件计算更容易。如在 R 中
qf(0.975, 20, 7)

返回 4.46674。
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两总体方差单边检验

考虑未知 µ1, µ2，H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 检验问题。

例 4.5 有两台车床生产同一种型号的滚珠。可认为直径分别服从正
态分布。

从这两台车床生产的产品中分别抽取 8 个和 9 个，测得滚珠直径如
下（毫米）：

甲车床:15.0, 14.5, 15.2, 15.5, 14.8, 15.1, 15.2, 14.8

乙车床:15.2, 15.0, 14.8, 15.2, 15.0, 15.0, 14.8, 15.1, 14.8

问：乙车床产品直径的方差是否比甲车床的小？
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解 用 X,Y 分别表示甲、乙两车床的产品的直径。

设 X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，X,Y 独立。

问题是想判断 σ2
1 > σ2

2 是否成立，把它作为对立假设：

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 ←→ Ha : σ2
1 > σ2

2

这样在拒绝 H0 后就可使断言乙车床的方差较小。
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方差单边检验的推导

设 X1, X2, . . . , Xn1 是来自总体 X 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2 是来自

总体 Y 的样本，X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，X,Y 独立。

要检验

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 ←→ Ha : σ2
1 > σ2

2

H0 相当于
σ2
1

σ2
2
≤ 1，用统计量

F =
S2
1

S2
2

当 F 超过 1 且很大时拒绝 H0。
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. . . . . .

F 在 H0 下的分布依赖于 σ2
1, σ

2
2 的值。

令

F̃ =
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

则 F̃ ∼ F(n1 − 1, n2 − 1), 且在 H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 下

F̃ =
σ2
2

σ2
1

F ≥ F

取 λ 使

P (F̃ > λ) = α

则

F > λ =⇒F̃ > λ

P (F > λ) ≤P (F̃ > λ) = α

于是

W = {F > λ}

是 H0 的水平 α 的否定域。
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回到例 4.5。

第一步：提出待检验的假设 H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2。

第二步：计算统计量 F = S2
1/S

2
2 的值。

n1 = 8, n2 = 9

S2
1 = 0.09554, S2

2 = 0.02611

F = S2
1/S

2
2 = 3.66

查 α = 0.05 的 F(7, 8) 分布右侧临界值得 λ = 3.50。

现在 F = 3.66 > 3.50，在 0.05 水平下否定零假设，认为乙车床产
品直径的方差显著小于甲车床产品直径的方差。
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例 4.6

例 4.6 赈灾捐赠的男女差异。随机抽查了 25 个男士，平均捐赠
12.40 美元，标准差 2.50 美元；随机抽查了 25 个女士，平均捐赠
8.90 美元，标准差 1.34 美元。

问：男士捐赠额的方差是否大于女士捐赠额的方差？

解 设一个男士的捐赠额 X 服从 N(µ1, σ
2
1)，一个女士的捐赠额 Y

服从 N(µ2, σ
2
2)，问题 σ2

1 > σ2
2 作为对立假设：

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 ←→ Ha : σ2
1 > σ2

2

计算 F 统计量得 F = (2.50)2/(1.34)2 = 3.48，查自由度 (24, 24) 的

F 分布水平 0.01 的临界值得 λ = 2.66。F = 3.48 > 2.66 所以拒绝

H0，在 0.01 水平下男士捐赠额的方差显著大于女士捐赠额的方差。
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方差不等时均值的比较

如果未知 σ2
1, σ

2
2 但知道 σ2

1 ̸= σ2
2，检验 H0 : µ1 = µ2，这个问题称

为 Behrens–Fisher 问题。

可以建立一个统计量分布在 H0 下近似服从 t 分布的检验法。

设 X1, X2, . . . , Xn1 是来自总体 X 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2 是来自总

体 Y 的样本，X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，σ2

1 ̸= σ2
2, X,Y 独立。
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令

X̄ =
1

n1

n1∑
i=1

Xi Ȳ =
1

n2

n2∑
i=1

Yi

S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi − X̄)2 S2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

易知

X̄ − Ȳ ∼N
(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

)
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼N(0, 1)
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. . . . . .

在 H0 : µ1 = µ2 下

ξ =
X̄ − Ȳ√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼N(0, 1)

在 |ξ| 太大时应该拒绝 H0。但是 ξ 不是统计量。

用估计量代替 σ2
1, σ

2
2，得统计量

T =
X̄ − Ȳ√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

在 H0 下 T 的精确分布复杂且依赖于 σ2
1/σ

2
2 的值，但 T 近似服从

t(m∗):

m∗ =

(
S2
1

n1
+

S2
2

n2

)2
1

n1−1

(
S2
1

n1

)2
+ 1

n2−1

(
S2
2

n2

)2 (4.8)
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查表时可取 m∗ 为最近的整数。查 t 分布临界值表找到 λ 使

P (|T | > λ) = α，当且仅当 |T | > λ 时拒绝 H0 : µ1 = µ2。

类似可解决当 σ2
1 ̸= σ2

2 时 H0 : µ1 ≤ µ2 的检验问题。
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例 4.7

例 4.7 研究父亲患心脏病的家庭中子女的胆固醇水平是否偏高的问
题。

随机调查了 100 个 2 到 14 岁的孩子（父亲死于心脏病），其胆固
醇水平平均值为 207.3，标准差为 35.6;

另外随机调查了父亲无心脏病史的 74 个 2 至 14 岁的孩子，其胆固
醇水平平均值为 193.4，标准差为 17.3。

问：前者的胆固醇水平的平均值与后者的胆固醇水平的平均值是否

有显著差异？
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解 设父亲死于心脏病的孩子的胆固醇水平 X ∼ N(µ1, σ
2
1), 父亲无

心脏病史的孩子的胆固醇水平 Y ∼ N(µ2, σ
2
2)，其中 µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2

都未知，要检验 H0 : µ1 = µ2 ←→ Ha : µ1 ̸= µ2

首先判断 σ2
1 = σ2

2 是否相等。设 α = 0.05，计算得 F = 4.23，查表

得 λ1 = 0.6548, λ2 = 1.5491，F = 4.23 > λ2，所以方差有显著差

异。

计算 T 统计量

T =
X̄ − Ȳ√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

= 3.40

计算得 m∗ = 151.4，m = 151，查 t(151) 的双侧 0.05 水平临界值
得 λ = 1.980(使用 t(120) 的临界值)。现在 |T | = 3.40 > λ 所以拒

绝 H0，认为在 0.05 水平下胆固醇水平的平均值有显著差异，父亲
死于心脏病的孩子的胆固醇水平更高。
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t 分布与 F 分布的关系

设 X ∼ t(n)，则 Y = X2 ∼ F(1, n)。

证 设 X ∼ f(x)，则

FY (y) =P (Y ≤ y) = P (−√y ≤ X ≤ √y)

=FX(
√
y)− FX(−√y)

pY (y) =F ′
Y (y) = pX(

√
y)

1

2
√
y
+ pX(

√
y)

1

2
√
y

=
1

2
√
y
[pX(
√
y) + pX(−√y)], y > 0
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t(n) 分布的分布密度为

pX(x) =
Γ
(
n+1
n

)
√
nπ · Γ

(
n
2

) (1 + x2

n

)−n+1
2

所以

pX(
√
y) =pX(−√y) =

Γ
(
n+1
n

)
√
nπ · Γ

(
n
2

) (1 + y

n

)−n+1
2

pY (y) =
1
√
y

Γ
(
n+1
n

)
√
nπ · Γ

(
n
2

) (1 + y

n

)−n+1
2

=
Γ
(
1+n
n

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n
2

) ( 1

n

) 1
2

y
1
2
−1
(
1 +

y

n

)−n+1
2

∼ F(1, n)

于是

P (|X| > λ) = P (Y > λ2)
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本节目录..

...1 问题的提法

...2 一个正态总体的假设检验

...3 假设检验的某些概念和数学描述

...4 两个正态总体的假设检验

...5 比率的假设检验
单总体比率检验

两总体比率比较

...6 总体的分布函数的假设检验
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比率的假设检验

设 X ∼ b(1, p), 0 < p < 1 是未知参数，p 就是“比率”，如成功率、

失败率、有效率等。

本节包括：

单总体比率的单边、双边假设检验；

两总体比率的单边、双边假设检验。
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单总体比率右侧假设检验

设总体 X ∼ b(1, p)，X1, X2, . . . , Xn 为样本。

检验单边假设问题 H0 : p ≤ p0 ←→ Ha : p > p0

用统计量

p̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi

当 p̂ 超过 p0 很多时拒绝 H0。

改用统计量 S =
∑n

i=1Xi 当 S 很大时拒绝 H0。

否定域是 W = {S ≥ c}
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临界值 c 取为满足

sup
p≤p0

Pp(S ≥ c) ≤ α (5.1)

的最小整数。

S ∼ B(n, p)。有恒等式

Pp(S ≥ k) =

n∑
i=k

Ci
np

i(1− p)n−i

=
n!

(k − 1)!(n− k)!

∫ p

0
uk−1(1− u)n−kdu

Pp(S ≥ c) 作为 p 的函数是增函数，所以 (5.1) 化为

Pp0(S ≥ c) ≤ α (5.2)
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求临界值 c 比较麻烦，我们用 p 值来表示否定域。

设样本值为 x1, x2, . . . , xn，记 S0 =
∑n

i=1 xi，则 p 值为

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
p≤p0

Pp(S ≥ S0) = Pp0(S ≥ S0)

=

n∑
i=S0

Ci
np

i
0(1− p0)

n−i

当且仅当 p 值小于等于 α：

n∑
i=S0

Ci
np

i
0(1− p0)

n−i ≤ α (5.3)

时拒绝 H0。

统计软件中可以计算这样的 p 值。
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(5.3) 左边是 p 的严格单调递增函数，为了判断 (5.3) 是否成立，还
可以解方程

n∑
i=S0

Ci
np

i
0(1− p0)

n−i = α

得唯一解 pα(S0)(S0 ≥ 1 时)。

S0 = 0 时规定 pα(0) = 0。

这样 S0 ≥ c 当且仅当 p0 ≤ pα(S0)。

设 Fb(n1, n2) 表示 F(n1, n2) 分布的 b 分位数，则

pα(S0)

=

{
1 +

n− S0 + 1

S0
F1−α(2(n− S0 + 1), 2S0)

}−1

(5.5)
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例 5.1

原药物有效率为 0.80，制药公司声称新药有效率高于 0.80，且药价
更低。

收集了临床数据，使用新药的病人中随机抽查了 30 人，其中 27 人
有效。

问：能否认为新药的有效率高于 0.80？

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第六章 假设检验 2017 春季学期 139 / 176



. . . . . .

解 用 X 表示新药的效果，X = 1 表示有效，X = 0 表示无效，

p = P (X = 1)。

n = 30, S0 =
∑n

i=1 xi = 27。

取检验水平 α = 0.05，从 (5.5) 得

pα(S0) =p0.05(27) =

{
1 +

4

27
F0.95(8, 54)

}−1

=

(
1 +

4

27
× 2.13

)−1

= 0.76 < p0 = 0.80

所以不能拒绝 H0 : p ≤ p0，没有理由说新药比原来药物有更高的有

效率。

用 R 软件可以计算 p 值:
1 - pbinom(26, 30, 0.8)
结果为 0.1227，超过 α，结果不显著。
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如果 30 人中有 28 人有效，则 p 值为 0.0442，在 0.05 水平下显著。

这个问题结果不显著，但是不能断言新药不如老药，有可能增大样

本量后可以得到显著结果。
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单总体比率左侧假设检验

再来考虑单总体假设检验

H0 : p ≥ p0 ←→ Ha : p < p0

否定域为

W = {S ≤ c}

c 是满足

sup
p≥p0

Pp(S ≤ c) ≤ α (5.6)

的最大整数。

Pp(S ≤ c) 是 p 的严格单调递减函数。(5.6) 化为

Pp0(S ≤ c) ≤ α (5.7)
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用 p 值方法。p 值为

p(x1, x2, . . . , xn) =Pp0(S ≤ S0)

=

S0∑
i=0

Ci
np

i
0(1− p0)

n−i

当且仅当 p 值小于等于 α 时拒绝 H0。

也可以解方程

S0∑
i=0

Ci
np

i
0(1− p0)

n−i = α (5.9)

得 p̃α(S0)，当且仅当 p̃α(S0) ≤ p0 时拒绝 H0。
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单总体比率的双侧检验

设 X1, X2, . . . , Xn 是 X ∼ B(n, p) 的样本，S =
∑n

i=1。

检验

H0 : p = p0 ←→ Ha : p ̸= p0

当 S 太大或太小时拒绝 H0。否定域为

W = {S ≤ c1或S ≥ c2}

其中 c1, c2 取为最大的整数 c1 和最小的整数 c2 满足

Pp0(S ≤ c1) ≤
α

2
, Pp0(S ≥ 21) ≤

α

2
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用 p 值方法。设样本值为 x1, x2, . . . , xn，S0 =
∑n

i=1 xi。

p 值为

p(x1, x2, . . . , xn)

=2min {Pp0(S ≤ S0), Pp0(S ≥ S0)}

当且仅当 p 值小于等于 α 时拒绝 H0。
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两总体比率比较

设两个总体 X 与 Y 相互独立，X ∼ b(1, p1), Y ∼ b(1, p2), 样本分
别为 X1, X2, . . . , Xn1 , Y1, Y2, . . . , Yn2。

考虑如下三个假设检验问题：

H0 : p1 ≤ p2 ←→ Ha : p1 > p2

H0 : p1 ≥ p2 ←→ Ha : p1 < p2

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2
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令

S1 =

n1∑
i=1

Xi S2 =

n2∑
i=1

Yi

则

p̂1 =
S1

n1
p̂2 =

S2

n2

分别是 p1 和 p2 的估计。

当 p̂1 远大于 p̂2 时拒绝 H0 : p1 ≤ p2;

当 p̂1 远小于 p̂2 时拒绝 H0 : p1 ≥ p2;

当 p̂1 和 p̂2 相差很多时拒绝 H0 : p1 = p2。

使用两种方法：大样本情形的正态近似方法和 Fisher 精确检验方
法。

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第六章 假设检验 2017 春季学期 147 / 176



. . . . . .

正态近似法

由注意到 p̂1 和 p̂2 分别是两个样本的样本平均值，所以

D(p̂1) =
D(X)

n1
=

p1(1− p1)

n1
D(p̂2) =

D(Y )

n2
=

p2(1− p2)

n2

令

ξ =
p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

(5.11)

η =
p̂1 − p̂2√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

(5.12)

ζ =
p̂1 − p̂2√(

1
n1

+ 1
n2

)
p̂(1− p̂)

(5.13)
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其中

p̂ =
1

n1 + n2
(n1p̂1 + n2p̂2) =

S1 + S2

n1 + n2

当 n1 和 n2 相当大（一般要求 n1p̂1(1− p̂1) ≥ 5, n2p̂2(1− p̂2) ≥ 5）

时，ξ 近似服从标准正态分布。

有

P (ξ > z1−α) ≈ α
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两总体比率右侧检验的正态近似

在 H0 : p1 ≤ p2 成立时，ξ ≥ η，

P (η > z1−α) ≤ P (ξ > z1−α) ≈ α

所以

H0 : p1 ≤ p2 ←→ Ha : p1 > p2

的否定域可取为

W = {η > z1−α}
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两总体比率左侧检验的正态近似

类似地，对

H0 : p1 ≥ p2 ←→ Ha : p1 < p2

在 H0 下 ξ ≤ η。

从而

P (η < zα) ≤ P (ξ < zα) ≈ α

否定域可取为

W = {η < zα}
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两总体比率双侧检验的正态近似

考虑检验问题

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

当 H0 : p1 = p2 成立时，只要 n1, n2 相当大（一般要求

n1p̂1(1− p̂1) ≥ 5, n2p̂2(1− p̂2) ≥ 5）, 统计量 ζ 近似服从标准正态

分布，

P (|ζ| > z1−α
2
) ≈ α

否定域可取为

W = {|ζ| > z1−α
2
}
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例 5.2

例 5.2 研究口服避孕药对年龄在 40 至 44 岁的妇女的心脏的影响。

5000 个使用口服避孕药的妇女中三年内出现心肌梗死的有 13 人；

在 10000 个不服用口服避孕药的妇女中出现心肌梗死的有 7 人。

问：两组人的心肌梗死比率是否有显著差异？
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解 用 p1 表示使用口服避孕药的妇女中三年内出现心肌梗死的比

率，p2 表示不使用口服避孕药的妇女中三年内出现心肌梗死的比

率。

要检验

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

统计量

p̂1 =
13

5000
= 0.0026

p̂2 =
7

10000
= 0.0007

p̂ =
13 + 7

5000 + 10000
= 0.00133
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近似条件：n1p̂1(1− p̂1) = 6.66 ≥ 5, n2p̂2(1− p̂2) = 6.70 ≥ 5，可以

用统计量 ζ。

ζ = 3.01，水平取为 α = 0.01，否定域为

W = {|ζ| > z1− 0.01
2
} = {|ζ| > 2.58}。

|ζ| > 2.58，拒绝 H0，在 0.01 水平下两组的心肌梗死比率有显著差
异。

或称口服避孕药对心肌梗死比率有显著影响。
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两样本比率比较的 Fisher 精确检验

Fisher 精确检验计算精确 p 值，不要求大样本。

令 S1 =
∑n1

i=1Xi, S2 =
∑n2

i=1 Yi。

令

S0
1 =

n1∑
i=1

xi, S0
2 =

n2∑
i=1

yi, t = S0
1 + S0

2 (5.14)
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考虑检验问题

H0 : p1 ≤ p2 ←→ Ha : p1 > p2

p 值为

p1(S
0
1) =

∑
i≥S0

1

p(i) (5.15)

其中

p(i) =

(
n1

i

)(
n2

t− i

)
(
n1 + n2

t

) (i = 0, 1, . . . )

当且仅当 p 值小于等于 α 时拒绝 H0 : p1 ≤ p2。
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对于假设

H0 : p1 ≥ p2 ←→ Ha : p1 < p2

p 值为

p1(S
0
1) =

∑
i≤S0

1

p(i) (5.17)
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对于双边假设

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

p 值为

p3(S
0
1) = 2min

∑
i≤S0

1

p(i),
∑
i≥S0

1

p(i)

 (5.18)

计算 p(i) 的递推公式

p(i+ 1) = p(i)
(n1 − i)(t− i)

(i+ 1)(n2 − t+ i+ 1)
(5.19)
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例 5.3

例 5.3 某公安局有两个专案组，在过去一年内一组接手 25 件人命
案，侦破了 23 件；二组接手 35 件人命案，侦破了 30 件。

问：两个组的侦破能力有无差别？

解 比较两个组的侦破率。

设两个组的侦破率分别为 p1, p2。要检验 H0 : p1 = p2。
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用 Fisher 精确检验。

n1 = 25, n2 = 35, S0
1 = 23, S0

2 = 30, t = 53。

p 值为

p3(S
0
1) = 2min

{
23∑
i=0

p(i),

25∑
i=23

p(i)

}

其中

p(23) =0.252

p(24) =p(23)
2× 30

24× 6
= 0.105

p(25) =p(24)
1× 29

25× 7
= 0.017
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于是

25∑
i=23

p(i) =0.374

23∑
i=0

p(i) =1−
25∑

i=23

p(i) + p(23) = 0.878

p3(S
0
1) =2× 0.374 = 0.748 > 0.05

在 0.05 水平下不应拒绝 H0 : p1 = p2。

两个专案组在破案能力上没有显著差异。
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本节目录..

...1 问题的提法

...2 一个正态总体的假设检验

...3 假设检验的某些概念和数学描述

...4 两个正态总体的假设检验

...5 比率的假设检验

...6 总体的分布函数的假设检验
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总体分布函数的假设检验

假设检验的参数方法先假定总体服从某种带有未知参数的分布（常

用正态分布），然后回答针对总体参数的问题。

还可以不假定总体分布类型，直接回答分布有关的问题，如总体是

否来自正态分布。

如何判断一个总体 X 是否分布函数为 F (x)?

有时候从学科知识可以建模得到，如前面放射性粒子数服从泊松分

布的模型推导。

很多情况下只能从观测数据判断。

一般先作直方图（对连续型总体），推测可能的分布类型，再进行

检验。
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拟合优度卡方检验

检验

H0 : X的分布函数为F (x)

设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的样本。

类似于画直方图，在数轴上取 m 个点：t1, t2, . . . , tm

（t1 < t2 < · · · < tm），把数轴 (−∞,+∞) 分成 m+ 1 段：

(−∞, t1], (t1, t2], . . . , (tm−1, tm], (tm,+∞)

用 νi 表示 X1, X2, . . . , Xn 中落入第 i 段的个数

（i = 1, 2, . . . ,m+ 1）。这里 νi 是频数，
νi
n 是频率。

在 H0 下 X 落入第 i 段的概率 pi 可计算：

p1 =P (X ≤ t1) = F (t1)

pi =P (ti−1 < X ≤ ti) = F (ti)− F (ti−1),

i = 2, 3, . . . ,m

pm+1 =P (X > tm) = 1− F (tm)
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根据概率与频率的关系（大数定律），如果 H0 成立，频率
νi
n 应该

接近于概率 pi。

定义

V =

m+1∑
i=1

(νi
n
− pi

)2
· n
pi

=

m+1∑
i=1

(νi − npi)
2

npi

当 V 很大时拒绝 H0。

其中多乘的因子 n
pi
的作用是放大 pi 很小的项的作用，分布密度曲

线的形状恰好是更多由两侧 (对应 pi 很小) 的形状决定，如果不乘
这个因子则 pi 很小的项作用被严重低估。
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另一解释：记

ξi =
νi
n
− pi

则 H0 成立时 νi ∼ B(n, pi)，

E(ξi) =0

D(ξi) =
pi(1− pi)

n

为标准化
(
νi
n − pi

)2, 应该用 (
νi
n − pi

)2
pi(1−pi)

n

但其中的 pi 一般都比较小 (尤其是样本量很大时)，1− pi ≈ 1，就

变成了 (
νi
n − pi

)2
pi
n

=
(νi
n
− pi

)2 n

pi
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否定域为

W = {V > λ}

要找临界值 λ 使 W 的检验水平为 α。

需要 V 在 H0 下的分布。在 H0 成立的条件下，样本量较大时 V

近似服从 χ2(m)。

查 χ2(m) 的右侧 α 水平临界值就可以得到 λ。

这种检验叫做拟合优度（卡方）检验，或分布的卡方检验。

当零假设下的分布函数包含从样本中估计的未知参数时，V 的自由

度改为 m 减去估计的未知参数的个数。
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. . . . . .

例 6.1

例 6.1 某车间生产滚珠，随机抽取了 50 个产品，直径数据

（mm）：

15.0 15.8 15.2 15.1 15.9 14.7 14.8 15.5 15.6
15.3 15.1 15.3 15.0 15.6 15.7 14.8 14.5 14.2
14.9 14.9 15.2 15.0 15.3 15.6 15.1 14.9 14.2
14.6 15.8 15.2 15.9 15.2 15.0 14.9 14.8 14.5
15.1 15.5 15.5 15.1 15.1 15.0 15.3 14.7 14.5
15.5 15.0 14.7 14.6 14.2

直方图：演示。

计算得 x̄ = 15.1, S2 = (0.4325)2。

问：滚珠直径是否服从 N(15.1, (0.4325)2)?
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. . . . . .

解 分组与直方图法类似。找到样本值中最小与最大值，取比最小

数略小的 a，比最大数略大的 b，将区间 [a, b] 做 m+ 1 等分，得分

点

a < t1 < t2 < · · · < tm < b

m 的个数选取参考直方图方法。

这 50 个数据最小 14.2，最大 15.9，取 a = 14.05, b = 16.15,
b− a = 2.1 = 0.3 ∗ 7, m = 6，分成 7 段。
在 F (x) 为 N(15.1, (0.4325)2) 分布函数时求得各个 pi。

为求 F (x)，用

F (x) =Φ

(
x− µ

σ

)
Φ(−x) =1− Φ(x) (x > 0)

(µ, σ2 是正态分布的期望和方差)
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. . . . . .

计算得

i pi npi νi (npi − νi)
2 (npi−νi)

2

npi

1 0.0414 2.070 3 0.8649 0.4178
2 0.1077 5.385 5 0.1482 0.0275
3 0.2154 10.770 10 0.5925 0.0551
4 0.2710 13.550 16 6.0025 0.4430
5 0.2154 10.770 8 7.6729 0.7124
6 0.1077 5.385 6 0.3782 0.0702
7 0.0414 2.070 2 0.0049 0.0024
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. . . . . .

检验统计量

V =
7∑

i=1

(νi − npi)
2

npi
= 1.7284

自由度用 7− 1− 2（额外扣除两个估计的未知参数的自由度）。取

α = 0.05，λ = 9.49。

V < λ，H0 相容，在 0.05 水平下不拒绝总体服从正态分布的假设。
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. . . . . .

注意：如果最后的结论是不拒绝 H0，可能会有较大的第二类错误

概率。

有可能会以威布尔分布作为零假设，检验不拒绝；再以对数正态作

为零假设，检验还是不拒绝。

但是，只要不拒绝零假设，就可以说明数据与该分布差距不大。
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. . . . . .

离散分布的卡方检验

连续型分布用卡方检验需要分组，离散型分布不需要分组。

概率特别小的组可以合并。

设 X 的分布是

P (X = ai) = pi, (i = 1, 2, . . . ,m+ 1)

x1, x2, . . . , xn 是样本值。

取统计量

V =
m+1∑
i=1

(νi − npi)
2

npi
(6.1)

其中 νi 表示 n 个样品中 ai 出现的频数。

在 H0 下 V 近似服从 χ2(m); 如果分布中含有从样本值估计的未知
参数，则自由度要扣除未知参数个数。
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. . . . . .

例 6.2（例 1.3 续）

例 6.2（例 1.3 续） 某工厂近 5 年来发生了 63 次事故，这些事故
在工作日的分布如下：

星期 一 二 三 四 五 六

次数 9 10 11 8 13 12

问：事故发生是否与星期几有关？

解 用 X 表示这样的随机变量：若事故发生在星期 i，则 X = i。

X 的可能取值集合为 {1, 2, . . . , 6}（星期日是该厂厂休日）。

检验

H0 : P (X = i) ≡ 1

6
(i = 1, 2, . . . , 6)

根据李东风老师课件修改 () 概率统计 B 第六章 假设检验 2017 春季学期 175 / 176



. . . . . .

使用统计量 (6.1)。m = 5, H0 成立时 pi = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6。

计算得 V = 1.67。

查 5 个自由度卡方分布右侧 α = 0.05 临界值得 λ = 11.07。

V < λ，H0 相容，不能认为出事故与星期几有关。
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