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§1 ���	
1.1 
����	

� Σ �
�
�	Æ�� Σ ����

���
��

 �
	. ����
��

�����	������ φ : Σ → Σ: ��
P ′ ∈ Σ,   !
! P ∈ Σ,  " φ(P ) = P ′. Æ�� P ′ !� P  ��
φ �� �, � P � P ′ #"�� φ � 
�.

�� 1.1 !$
�
�

���%�#"!��#&��Æ�
$�$
���
�� ���	.

Æ�% d(P,Q) %�� P ,Q "!����#�& φ : Σ → Σ �


�����'&''� Σ 
�#"! P , Q, '�

d(φ(P ), φ(Q)) = d(P,Q).


�
(
(������ ���	id : Σ → Σ, �(
�
)

!����)	������%
�
�)
!&*	


�
�)�)� l (
�+,�"
&**�-
� Σ+ � Σ−.
$+� Σ = Σ+ ∪ l ∪Σ−. )�)� l !
,.
�
�

 ���	
/)�0�1 l : Σ → Σ, ��%)� l 
�)
!&*�2( Σ+ �
�! P ��� Σ− ����! P ′. $-�Æ�% l ++��)��
#"3)��0���	

, 1-1
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0����
�
(�.4�
/����	0����0

-
.�/�5�()
1+0.��12 Γ ��

2+0.��12
Γ′, 6'*! X 312 Γ �1+04*+�����! X ′ 3 Γ′ �2
+04*	"��0����
�
�

 ���5�	.

�� 1.2 � φ � ψ �
� Σ 
�"
��	� P � Σ 

!�
φ ( P �� P ′, � ψ �( P ′ �� P ′′. Æ��6�� P → P ′′ 3��
�
���� φ � ψ � ���	, 7� ψ ◦ φ.

� l1 � l2 �
�
"�)����.7�
�
�"
)�0�
l1, l2 : Σ → Σ. Æ�48������� l2 ◦ l1 : Σ → Σ.

!$ l1 � l2 �
�
"�
8�)��Æ������ l2 ◦ l1 �


 
��	. � l1 � l2 ���� d, &6, 1-2 �5� l2 ◦ l1 (

�
�)
!3 l1 � l2 �9):�
� 2d ��#	96��� φ �

����;.������ P %7

−−−−→
Pφ(P ) : P ;#��<��	

, 1-2

!$ l1 � l2 �
�
"�**)��Æ������ l2 ◦ l1 �


 ���	. � l1 � l2 *!� O, & l1 8 O !1+0<=� l2 �<
=9=� θ �&6, 1-3 �5� l2 ◦ l1 (
�
�)
!8 O !
 l1
� l2 �:�<= 2θ 9	

, 1-3
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6"
���><=���"
0��������'(1+0.
��12��1+0.��12�3	
���><=��� >��
5�	.

�� 1.3 � φ �
� Σ 
�

��	� Σ 
��#! P ′,   
!
! P ,  " φ(P ) = P ′. Æ��6�� P ′ → P ���
����
φ � ��	, 7� φ−1.

?:
����.7�;?"�

�� 1.1 � φ, ψ � ρ �
�
���	&�

(1) (ρ ◦ ψ) ◦ φ = ρ ◦ (ψ ◦ φ);

(2) φ ◦ φ−1 = φ−1 ◦ φ = id

(3) (φ ◦ ψ)−1 = ψ−1 ◦ φ−1.

�� 1.2 !$ φ � ψ �
�
������&���1�� φ−1,
ψ−1 ����� ψ ◦ φ @�����	
��5� P , Q �
�
�#"!	A� φ � ψ <������&�

d(φ−1(P ), φ−1(Q)) = d(φ(φ−1(P )), φ(φ−1(Q))) = d(P,Q);

d(ψ(φ(P )), ψ(φ(Q))) = d(φ(P ), φ(Q)) = d(P,Q).�

Æ��	B@)�0��AB��%"�CA�����	96�
=	
)�0�������0.���>	
)�0������
��.��	

�� 1.3 ���� φ : Σ → Σ ()���)�	
�� � P , Q, R �
�
D��?!�& Q @ �E PR 
	&�

d(P,Q) + d(Q,R) = d(P,R).

A� φ ������6
A"�

d(φ(P ), φ(Q)) + d(φ(Q), φ(R)) = d(φ(P ), φ(R)).

6
�����?9&�A���φ(Q) F.@ �E φ(P )φ(R) 
	
�
�� 1.4 � φ : Σ → Σ �
�
�

��	!$ P ∈ Σ ��

φ(P ) = P , Æ�� P ��� φ �

&*!	
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Æ�CG�
�
3�!<�H+�� id : Σ → Σ �&*!I)
�0� l : Σ → Σ �&*!�)� l 
�3�!I<=�� φ �!

�&*!��B� φ �<=�D	
���&C�&*! (JK��
H+��).

�� 1.4 !$


�����E�?
&D��&*!�&�
H+��	
�� � φ �

������E�?
&D��&*! P , Q � R.
7 l �)� PQ. 6DE 1.3 C� φ ( l �� l. "���� X ∈ l, Æ
�� φ(X) ∈ l, 2&

d(φ(X), P ) = d(φ(X), φ(P )) = d(X,P );

d(φ(X), Q) = d(φ(X), φ(Q)) = d(X,Q).

L� φ(X) = X . $7F�)� l 
�3�!F� φ �&*!	+G�
)� PR � QR 
�3�!<� φ �&*!	F� X �
�
��
#
!�@! X �
)� l′ +M*)� PQ �)� PR " Y � Z.
A� Y � Z � φ �&*!�3	)� Y Z 
�3�!<� φ �&*
!�L X @� φ �&*!	$G�3�
�
�!<� φ�&*!�
φ �H+��	 �
�� 1.5 !$


�����HH�"
&*!�&�>�H

+���>�

)�0�	
�� � φ �

������E�"
&D��&*! P � Q. �
l �)� PQ. !$ )� l I� φ �&*!�&6DE 1.4 C φ �H
+��	!$ )� l IC� φ �&*!�&��� l I�
! X �

d(l(X), P ) = d(X,P ) = d(φ(X), φ(P )) = d(φ(X), P );

d(l(X), Q) = d(X,Q) = d(φ(X), φ(Q)) = d(φ(X), Q).

LX , l(X)� φ(X)?!� P ,Q��#*�	A� φ(X) �= X, l(X) �= X ,
3	 φ(X) = l(X). $+ φ �)�0�	 �

�� 1.6 !$


�����J�

&*!�&�F�


<=��	
�� �O����� φ�!
&*!	�I0

! P , & φ(P ) �= P .
� l �9 ∠POφ(P ) �9
+�	A�

d(O, φ(P )) = d(φ(O), φ(P )) = d(O,P ),

4



3	 l ◦ φ(P ) = P . "�� O � P <� l ◦ φ �&*!	6DE 1.5, Æ
�CG�>K (1) l ◦ φ = id �J�>K (2)   )� l′,  " l ◦ φ = l′

�J	6 (1) ��� φ = l, $: φ J�

&*!KN	"� (2) F
L�J	L φ = l′ ◦ l. 6" φ J�

&*!��
���>�C�
&*!�>�H+���3	")� l � l′ FJ*"
!��� φ �
&*!�6� O !	"�� φ �<=��	 �
�� 1.1 ��


������	��HA?
�)�0��

��	

�� � φ�

����	!$ φ = id, & φ = l ◦ l, DE�J	!$
φ &�H+���&  P  " φ(P ) �= P . L l ��E Pφ(P ) �9
)
+��&� l ◦φ(P ) = P . "� l ◦φ HH�

&*!	!$ l ◦φ
J�

&*!�&6DE 1.6C��

<=���L l ◦φ = l2 ◦ l1,
L φ = l ◦ l2 ◦ l1. !$ l ◦ φ HH�"
&*!�&6DE 1.5 ���>
K l ◦ φ = id, 6 φ = l; >K l ◦ φ = l′, 6 φ = l ◦ l′. �
6"=	
)�0������
.�0.���.G 1.1 ��

�� 1.2 
�
�.�����
.�
���><=��	

Æ�M#��!$Æ�("
8)� l1 � l2 ++�8


��
"�:��
8�)� l3 � l4/O5, 1-4a1�& l2 ◦ l1 � l4 ◦ l3 �

�
�+


���P+G�!$Æ�("�**" O !�)� l1
� l2 ++�8

8 O !�<=�"�)� l3 � l4/O5, 1-4b1�
& l2 ◦ l1 � l4 ◦ l3 �
�
�+

8 O !�<=��	

, 1-4a , 1-4b

�� 1.3/?0�.G1�?)� l1, l2 � l3 ""
8>**"+

!�&  )� l  " l3 ◦ l2 ◦ l1 = l.
�� ()� l1 � l2 
�><=� " l2 :)� l3 -�	$+ l1 �
�)� l. 6" l2 ◦ l1 = l3 ◦ l, L l3 ◦ l2 ◦ l1 = l. �

5



�� 1.5 �)� l 9)""
8� l1 � l2. & l2 ◦ l1 �3)� l
:��


��&���� φ = l ◦ (l2 ◦ l1) �N3)� l �



��6QO�)� l �0�	96�� l ◦ (l2 ◦ l1) = (l2 ◦ l1) ◦ l. Æ��
φ = l ◦ (l2 ◦ l1) �3)� l �

R*0�/O5, 1-5 1	

, 1-5

�� 1.4 
�
�3������6)�0��
��<=�3
M
)��R*0�S��	
�� �
����� φ &�)�0��@&�
�><=	6.G
1.2 C φ 
.�	P� φ = l3 ◦ l2 ◦ l1 �2&6.G 1.3 C� l1, l2 �
l3 &N""
8�@&N**"+
!	&T� l2 : l3 **"
!
O �& O &@ l1 
	

, 1-6a , 1-6b
( l2 � l3 ++�

8 O �<=�"� l′2 � l � " l′2 : l1 9)
/O5, 1-6a 1	&� l3 ◦ l2 = l ◦ l′2. � l′2 : l1 *" O′ !	� l′2 :
l1 O8 O′ �8

<=�"� l∗2 � l′1 � " l′1 : l′3 @9)/O5
, 1-6b 1	&� l′2 ◦ l1 = l∗2 ◦ l′1. "�"�

φ = l3 ◦ l2 ◦ l1 = l ◦ l′2 ◦ l1 = l ◦ l∗2 ◦ l′1.

$+� l′1 � l∗2 9)" l. L φ �3)� l �

R*0�	 �

6



1.2  !���	
Æ�� E3 �����

������

��	!$����



�� φ : E3 → E3 �%�#"!��#&��Æ�$� φ ���
��	

Æ�+G% d(P,Q) �� E3 �"! P , Q ����#�% id ��

E
3 �����H+��	;?QR�"
���������U��
���I�����1��O�����	

����)�
� Σ (��+,�"
V&**�-�� E3
+ �

E3
−. $+ E3 = E3

+ ∪ Σ ∪ E3
−. 
� Σ 
�

������ Σ : E3 →

E3, �� 
��� , ��%
� Σ 
�)
!&*�2( E3
+ ��!

P ��� E3
− ����! P ′. Æ�%+

7W Σ %��
��#

"3
��
�0�	

�0� Σ : E3 → E3 ����(.4�������(
���


��()���)��(�� (���E) ����	3I�
�0
�(���)
SPT�XQ��UPT�XQ (O5, 1-7), L��
���

0.������	

, 1-7

� Σ1 � Σ2 �"�
8�
����� d. &
�0� Σ1 � Σ2

����� Σ2 ◦Σ1 : E3 → E3 �����


�����(���
�)
!3 Σ1 H Σ2 �9):�
� 2d ��# (O5, 1-8).

, 1-8
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� Σ1 � Σ2 �"�**�
��*�� l. Æ�V. l �

:
��%SPRWW�$
V.�:��3SP��SW�6XT�:
�
 Σ1 H Σ2 �	,."
��

U9 θ. ;?QR�
�0� Σ1

� Σ2 ����� Σ2 ◦ Σ1 : E3 → E3 ����8)� l �

<=�
<=:��SW�6XT�:��<=�9=� 2θ(O5, 2-10).

, 1-9

V!Æ�NWV.�� l �0

:��&3,.� Σ1 : Σ2 �
U9� 180◦− θ, $+�Σ2 ◦Σ1 : E3 → E3 ����8)� l �

0
:��<=�<=9=� 360◦− 2θ. Æ�M#��J. θ1 + θ2 � 360◦

�Y	Æ�&�����#! P 8)� l <= θ1 93"��!� P
!8)� l 0:�<= θ2 93"��!*+	

6"
�0��0.���3	=	

�0�������0.
��I>	

�0��������.��	63"������

����<=��<��.����5��()
SPT�XQ�
�SPT�XQ	

�� 1.7 ������()���)��(
���
��2&

�)��)��
��
������	
�� � φ : E3 → E3 �����	OZDE 1.3 �RF:Y�Æ�;
?QR�φ ()���)�	� Σ �����
�
�	 Σ 
I"
�**�)� l1 � l2, *!� O. & l′1 = φ(l1) � l′2 = φ(l2) @�"�
**)��*!� O′ = φ(O). L Σ′ � l′1 � l′2 ���
�	@ Σ 

��#

 X �)� l +M* l1, l2 : P � Q. & φ(l) �
�)��
�+M*)� l′1 � l′2 " φ(P ) � φ(Q). L φ(l) @ 
� Σ′ 
	�M
Z� φ(X) @ 
� Σ′ 
	63"�� φ : Σ → Σ′. 6" φ−1 @��
�����( l′1 � l′2 +M�� l1 � l2, L� φ−1 : Σ′ → Σ. $G�
φ : Σ → Σ′ �

���2�%"!���#&�	 �
�� 1.8 !$

������E�?
&D��&*!�&�

>�H+���>�


�0�	

8



�� � φ �

������E�?
&D��&*! P , Q, R. 7
Σ �$?
&*!3,.�
�	& φ : Σ → Σ �����	6DE
1.3 C� Σ 
�3�!� φ �&*!	
� Σ (��+,�"
&*
*�-�� E3

+ � E3−.

!$  
� Σ I
! O,  " O � O′ = φ(O) @ +

-�
���&6�A

d(O,P ) = d(φ(O), φ(P )) = d(O′, P );

d(O,Q) = d(φ(O), φ(Q)) = d(O′, Q);

d(O,R) = d(φ(O), φ(R)) = d(O′, R).

A� O � O′ �
� Σ 
&D�?! P,Q,R ��#*��3	 O =
O′ = φ(O). 7 Σ′ � φ �?
&D�&*! O, P , Q 3,.�
�	
+G� Σ′ 
�3�!� φ �&*!	6" Σ � Σ′ �"
**�

��@�����#! X �	�)� l, �: Σ � Σ′ +M*" A �
A′. 6" A � A′ <� φ �&*!� X � φ(X) <@ )� l 
�2

&��� A � A′ ��#*�	63�� φ(X) = X . L φ = id.

!$  
� Σ I
! O,  " O � O′ = φ(O) @ &+�-�
���& Σ ◦φ +G�% Σ 
�3�!&*�& O � Σ ◦φ(O) @ +


-���	6
��RF�� Σ ◦φ = id. $+� φ = Σ �
�0
�	 �
�� 1.9 !$

������HHE�"
&*!�&�>�




�0��>�

<=��	
�� � φ �������	!$ φ E�?
&D��&*!�&6
DE 1.8 "C� φ �H+��/�X�<=��1>
�0�		�
� φ E�"
&*! P � Q, 2&3�&*!D�	� l �)� PQ.
& φ(l) = l, 2& l 
�3�!<� φ �&*!	J3�I� φ &O�
���&*!	Æ� l I�I
! R, &� l 
��#! X H�

d(φ(R), X) = d(φ(R), φ(X)) = d(R,X).


 R ![)� l �9��9�� O. "��� l 
��#! X , �

d(φ(R), O) = d(R,O) ≤ d(R,X) = d(φ(R), X).

3��)� φ(R)O @9)")� l. 63����E φ(R)R 9)")
� l. @�E φ(R)R ��! M �)� l �
� Σ(O5, 1-10), &

�0� Σ : E3 → E3 �% l 
�!&*�2( R �� φ(R).

9



, 1-10
$G����� Σ ◦ φ 	)� l � R �&*!	6DE 1.8, >K (1)
Σ ◦ φ = id, >K (2) Σ ◦ φ = Σ′. !$ (1) �J�& φ = Σ, $+ φ �&

*!�Y

� Σ, KN	3	� (2) FL�J�$G φ = Σ ◦ Σ′. A
�
���C�&*! (JK�H+��), L Σ � Σ′ F**	63�
�� φ �

<=��	 �
�� 1.10 !$

������HH�

&*!�&��	�

�HA?

�0����	
�� � O ����� φ�&*!	!$ φ�H+���& φ = Σ◦Σ.
!$ φ &�H+���&  P  " φ(P ) �= P . 6"

d(O,P ) = d(φ(O), φ(P )) = d(O, φ(P )),

3	 ΔOPφ(P ) �

�\?9�	L Σ �:3?9�9)�2@ O

![�E Pφ(P ) �!�
�	&� O � P ����� Σ ◦ φ �"

&*!	6DE 1.8 C� Σ ◦φ HA�	��"

�0����	L
φ �	��HA?

�0����	 �
A�=	

�0�����0.�������3	
DE 1.10

Æ�"�

�� 1.5 ����.������!$�&*!�&�F���
�	M
)��]�<=��	

�� 1.6 ���������	��&\@S

�0���
�	

�� &T� φ &�H+��	&  P  " φ(P ) �= P . � Σ ��
E φ(P )P �9)
+��& Σφ E�&*! P , ��&\@?

�
0����	L φ ���&\@S

�0����	 �

10



1.3 "#5$^%

� G�6
� (��) �����]+��S��^�	!$ G �

�	��/5

(1) id ∈ G;

(2) ��� φ, ψ ∈ G H� ψ ◦ φ ∈ G;

(3) ��� φ ∈ G, � φ−1 ∈ G;

Æ�$� G �
�
 (���) �

���	!$ G ���#"

���� φ ◦ ψ = ψ ◦ φ, &� G �

*��	

	��
�

_����Y�5

(1) G = {id} �


(������J�

`ZI
(2) G = {id, l} �
�
(�.4� (K
(�) �����J�"


`Z�

�H+���

�)�0�I

(3) 
�
�3���S�

���	

(4) 
� Σ 
3������S�

��� Iso(Σ), ��
���
�I

(5) 
� Σ 
3��.������S�

��� Iso+(Σ), ��

�_a4*�I

(6) 
�
	 P �<=�D�3�<=��S�

��� OP (2),
�� P !`��*�I

(7) 
�
	 P �<=�D�3�<=��S�

*�� SOP (2),
�� P !`�<=�I

(8) 
�
3�
���S�

*�����
�
����	

[aKQR (1) H (6). 	�Æ�J� (7) � (8) �8QR	

� φ � ψ �
�
	 O !�<=�D�"
<=������<
=9+M� θ � θ′. & ψ ◦ φ � φ ◦ ψ <�	 O !�<=�D�<=
������<=9+� θ+ θ′, L ψ ◦ φ = φ ◦ ψ. � φ−1 @�	 O !
�<=�D�<=�����<=9� −θ. $G�
�
	 O �<=
�D�3�<=��S�

*��	

11



� φ � ψ �
�
�"

���	&��� P %7

−−−−→
Pφ(P ) = a,

−−−−→
Pψ(P ) = b

�

: P ;#�<��	63��

−−−−−−−→
Pψ(φ(P )) =

−−−−→
Pφ(P ) +

−−−−−−−−−→
φ(P )ψ(φ(P )) =

−−−−→
Pφ(P ) +

−−−−−→
P ′ψ(P ′) = a + b;

−−−−−−−→
Pφ(ψ(P )) =

−−−−→
Pψ(P ) +

−−−−−−−−−→
ψ(P )φ(ψ(P )) =

−−−−→
Pψ(P ) +

−−−−−−→
P ′′φ(P ′′) = b + a;

−−−−−−→
Pφ−1(P ) =

−−−−−−→
φ(P ∗)P ∗ = −−−−−−−→

P ∗φ(P ∗) = −a;

�� P ′ = φ(P ), P ′′ = ψ(P ), P ∗ = φ−1(P ). "� ψ ◦φ, φ ◦ψ � φ−1 <

�
����2& ψ ◦ φ = φ ◦ ψ. L
�
3�
���S�

*
��	

Æ��
� Σ 
��^�
�
�

,�	� M �
�
�


,�	Æ�.7,� M ������ Iso(M) �

Iso(M) = {φ ∈ Iso(Σ) | φ(M) = M}.

[aK�8QR�,��������
�
�

���	Æ�7
|Iso(M)| ���� Iso(M) �`Z
		

96�

?b&��?9� M ������C�KH+`Z	


�\�&�b�?9�������J�

KH+`Z l,��
#"c9
+��)�0�	



�b?9� Δ3 �	8�-D1+0<= 120◦ � 240◦, �(
?9�����)IU�	#"?9��?�d�)�0��(?9
�����)	L�b?9������� Iso(Δ3) E� 5 
KH+
`Z	

1�;\����)
@1D�)�3���)�0�<(1��
��)I)
81D�<=@(1����)	

 ���Æ��	�
_����Y�5

(1) G = {id,Σ} ����(�.4� (K
() �����J�"

`Z�

�H+���

�
�0�I

(2) ���	)� l �<=]�3�<=��S�

*��I

(3) ���3�
���S�

*�������
��I
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(4) ���3������S�

��� Iso(E3), �������
��I

(5) ���3��.������S�

��� Iso+(E3), ���
�_a4*�I

(6) ���	 P �&*!�����S�

��� OP (3), �� P

!`��*�I

(7) ���	 P �&*!��.�����S�

��� SOP (3),
�� P !`�<=�	

[aK�8QR	
e�	

Æ�����&@ ��
�
��^�

Ja,�	� M �
����

Ja,�	Æ�.7

(i) ,� M ������ Iso(M) �

Iso(M) = {φ ∈ Iso(E3) | φ(M) = M}.

(ii) ,� M �	 P ��D�<=��� SOP (M) �

SOP (M) = {φ ∈ SOP (3) | φ(M) = M}.

]��;\����)
@]D�
�3���
�0�<(]�
����)I)
	@]D)��<=]�<=��@(]����
)	

Æ�< ^f�b�	�d=���A�a�����S�ag�
_�ag�h�ag�`i�a��i`�a/O5, 1-11 1	

$_�A�a�!���/5

(i) ��)
���*+b	��Ab�I

(ii) ��)
c!�j�a�
	*+I

(iii) ��3�c!@ +

]�
P
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�A�a�)
��

�Ab�PÆ��)
�Ab��IÆ1
1D��Ab��-DP�A�a)
��-Db��S�

�A
�a������>�A�aP"���S�a���>�I�_�
a��>��h�aI��`i�a��>��i`�aP

� P �

�A�a	Æ�%,. P �#"��-D�<=��
� SO(P). SO(P) �KH+�`Z�� P �

<=��	

�S�a�		)
c!:���-D�b��]<= 120◦ �
240◦ ��(�S�a���)P$G�<=��� 8 
P@�		
)��b��!b��]<= 180◦ ��(�S�a���)P$G�
<=��� 3 
P3	��S�aD� 11
&+�<=��/O5,
1-12 1	

�_�a�		)����-Db��]�<= 90◦ g 180◦ �
270◦ ���%�)&�P$G�<=��� 9 
P@�		)��c
!�]<= 120◦ � 240◦ ��(�_�a���)P$G�<=��
� 8 
PU�		)��a��!bc�]�<= 180◦ ��(�_�
a���)P$G�<=��� 6 
P3	��_�aD� 23
&+
�<=��/O5, 1-13 1	

�h�a��_�a�*V�>�P6"<=��(-D��-
D�3	�h�a�<=��:�_�a�<=��*+��D� 23

&+�<=��PL�h�a���=� 47.

�i`�a� 20 
�� 30 
a� 12 
c!P��		)��c
!�b��]<= 72◦ � 144◦ � 216◦ � 288◦ ��(�i`�a�
��)P$G�<=��� 24
P@�		)����-Db��]
<= 120◦ � 240◦ ��(�i`�a���)P$G�<=��� 20

PU�		)��b��!b��]<= 180◦ ���%�)&�P
$G�<=��� 15 
P3	��i`�aD� 59 
&+�<=�
�/O5, 1-14 1	

�`i�a��i`�a�*V�>�P3	��D� 59 
&+
�<=��P
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� P �

�A�aPÆ�% m %���Ab��b	�% n %
��
c!�j�a�
	P
, 1-11�5� (m,n) �	I�	��
	d5 (3, 3) � (4, 3) � (3, 4) � (3, 5) � (5, 3) P

�� 1.7 �A�aJ��S�ag�_�ag�h�ag�`i�a
��i`�a$ef/g	
�� �A�a�)
��

� m b�����9� (m− 2)π/m.
6")
c!`�h�� n 
$G�9�$_9cd%i" 2π, L

n
(m− 2)π

m
< 2π.

$Gk�
(m− 2)(n− 2) < 4.

6 m� n���#7�FL m ≥ 3� n ≥ 3. $G�&�A�� m ≤ 6
� n ≤ 6. !$ m � 4 > 5, & n JNI 3. !$ m = 3, &6&�A�
n �	I 3, 4 > 5. "�� (m,n) JN (3, 3) � (4, 3) � (3, 4) � (3, 5)
� (5, 3) $ef	dP �

&� II-1

1. e"�
�)� l1 � l2 �� l1 ◦ l2 = l2 ◦ l1 ���	
2. � φ1� φ2+M�8 O1 � O2 !�
�<=��	j5�+ φ1 ◦φ2 =
φ2 ◦ φ1?

3. � l � l′ �
� Σ 
�"�)�	RF5  


�����
φ : Σ → Σ � " φ(l) = l′.

4. RF5>	
)�0�����<=��>
���	

5. �f9?9� ABC �?d AD, BE, CF �9�+M� D, E � F .

RF5 ABC �3��Æ?9���?9� DEF �2l(m	

6. � φ� ψ�"

�����	�  
�
&D��?! P,Q,R,

 " φ(P ) = ψ(P ), φ(Q) = ψ(Q), φ(R) = ψ(R). RF5 φ = ψ.

6. � O �
� Σ

!� λ�KgY		��� X ∈ Σ, .7 X ′ ∈ Σ

��
−−→
OX ′ = λ

−−→
OX . Æ��6 X → X ′ 3���
����kh���

� O �kh�D�� λ �kh<		RF5

(1) 
�kh����.����I

(2) kh��()���:�
8�)�I
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(3) 3�	 O �kh�D�kh��S�

*�����	

6. � φ� ψ �"
������	�  &D��?! P,Q,R, S,  

" φ(P ) = ψ(P ), φ(Q) = ψ(Q), φ(R) = ψ(R), φ(S) = ψ(S). RF5 φ = ψ.

6. RF5������ φ J�

&*! O �;.���  @ O

!�?�
� Σ1, Σ2� Σ3, " Σ1∩Σ2∩Σ3 = {O},2& φ = Σ3◦Σ2◦Σ1.

7. RF5	@.! O �)��<=]�3���<=��S�


���	$
����n�*�o

8. �
� Σ1, Σ2, Σ3 @)� l. RF5  !
@ l �
� Σ4,  "
Σ3 ◦ Σ2 ◦ Σ1 = Σ4.

9. � O��� E
3

!�λ�KgY		��� X ∈ E

3,.7 X ′ ∈ E
3

��
−−→
OX ′ = λ

−−→
OX . Æ��6 X → X ′ 3��������kh���

� O �kh�D�� λ �kh<		

(1) j5��kh���n�.���+�.�o

(2) RF5kh��(�������2�%"����U9&�I

(3) RF53�	 O �kh�D�kh��S�

*�����	

5. �
����� φ�� φ ◦ φ = id. RF5 φ>�H+���>�)
�0��>�

�D��	

10. � Σ � Σ′ �����"

�	RF5  ����

��
�� φ : E

3 → E
3 � " φ(Σ) = Σ′.

11. � l � l′ �����"�)�	RF5  ����

���
� φ : E

3 → E
3 � " φ(l) = l′.

12. � Σ� Σ′ �����"

�	 ϕ : Σ → Σ′ �

����/6
��#�

��1	RF5  ����

���� φ : E

3 → E
3 �

 " φ = ϕ : Σ → Σ′.

13. � l � l′ �����"�)�	 ϕ : l → l′ �

����	R
F5  ����

���� φ : E

3 → E
3 � " φ = ϕ : l → l′.

14. � P �

lA��� A � P �

c!P7 θ(A) �3�	 A

�c!�� A !`�9�'�/	p=qi1PÆ�.7A�� 
A !`�Tj

K(A) = 2π − θ(A).

96�Tjmr� θ(A) mi�c! A msktPj5
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(i) ef�A�� c!`�Tj��AHo

(ii) ef�A��3�c!`�Tj����AHo

15. � P�

lA��PRF5� 3�c!`�Tj��� 4π P
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§2 '��	

2.1 '��	(n5)*�	

�� 2.1 � Σ � Σ′ �"�
�� φ : Σ → Σ′ �



���
�()���)��Æ�$� φ �
�����	' Σ = Σ′ +�Æ
�� φ : Σ → Σ �
�����	

�� 2.2 � φ : E3 → E3 ����

����()���)��
Æ�$� φ �������	

6DE 1.3 �DE 1.7 C�������X�����	

�� 2.1 � φ : Σ → Σ′ �


��������& φ−1 : Σ′ → Σ
@�

����	
�� � φ : Σ → Σ′ �

������()���)�	Æ�o.
RF5 φ−1 @()���)�	Æ�%0RY	V! φ−1 (M�� l′

�?! A′, B′, C′ +M���&D��?! A, B, C. 6" φ(A) = A′,
φ(B) = B′, φ(C) = C′, � φ ()���)�	3	 φ ("�&+�)
� AB � AC <��)� l′. �� X ∈ Σ,   @ X �)� lX +M*
)� AB,AC "&+�"! P ,Q. 6" φ(P ) � φ(Q) @ )� l′ 
�
φ()� lX ��)� φ(PQ) = l′. L φ(X) ∈ l′. 63"�5 φ(Σ) ⊂ l′.
$G� φ &�

��	KN	$7F φ−1 : Σ′ → Σ @()���)
�	 �
�� 2.2 � φ : E3 → E3 �

�����& φ−1 : E3 → E3 @�



����	
�� %0RY	� φ−1 (M�� l′ �?! A′, B′, C′ +M���&
D��?! A, B, C. � Σ �**)� AB � AC ���
�	l%
DE 2.1 �RF+G"� φ(Σ) ⊂ l′. I)� l, �:
� Σ '*
!
O. Æ�7 φ(l) = l′′. & l′ � l′′ �uD! φ(O). � Σ′ �
���)�
l′ � l′′ �
�	��� Y ∈ E3,   @ Y �)� lY +M* l, Σ "&
+�"! R, S. 6" φ(R) ∈ l′′, φ(S) ∈ l′, & φ ()� lY ��
� Σ′


�
�)�	L φ(Y ) ∈ Σ′. $G�Æ�"� φ(E3) ⊂ Σ′. $: φ �

�����*KN	"�� φ−1 @()���)��6 φ−1 @�


����	 �
63�Æ�;?"�	��

+, 2.1

(1) ����(**)���**)�I
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(2) ����(
8�)���
8�)�I

(3) ����(
8Sb���
8Sb�I

(3) ����(
���
�I

(4) ����(**
���**
�I

(5) ����(
8
���
8
�I

(6) 3�������S�

���/���������1	

(7) 
� Σ 
�3�����S�

���/��
�����
�1	

�� 2.3 � φ : E3 → E3 �����	� V � E3 ��3���S
����	��� a ∈ V, Æ�I"! A,B ∈ E3,  " a =

−−→
AB. Æ�

.7���� φ 3
������ φ : V → V �

φ(a) =
−−−−−−→
φ(A)φ(B).

$-�Æ�%+G�7W φ %��������3
�������
��	

� C,D �0I"!��� a =
−−→
CD. 6" {A,B,C,D} �
8S

b��S
c!�& {φ(A), φ(B), φ(C), φ(D)} �
8Sb��S
c
!�L −−−−−−→

φ(A)φ(B) =
−−−−−−−→
φ(C)φ(D).

"������ φ : V → V �.7��G�	

�� 2.3 ���� φ 
������ φ : V → V ��	��/5

(1) φ(0) = 0 �2& φ(a) = 0 '&'' a = 0;

(2) φ(a + b) = φ(a) + φ(b);

(3) φ(a − b) = φ(a) − φ(b);

(4) ����G	 q [ a ∈ V � φ(qa) = qφ(a).

(5) ���KgY	 λ �  !
KgY	 μ � "����� a �
H� φ(λa) = μφ(a).
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�� (1). 6.7�� φ(0) = φ(
−→
AA) =

−−−−−−→
φ(A)φ(A) = 0. !$ a =

−−→
AB

 " φ(a) = 0, &�
−−−−−−→
φ(A)φ(B) = 0 �3	 φ(A) = φ(B). A� φ �



���L A = B �6 a = 0.

(2) I���?! A,B,C ∈ E3 � " a =
−−→
AB � b =

−−→
BC. 6.

7��

φ(
−−→
AB +

−−→
BC) = φ(

−→
AC) =

−−−−−−→
φ(A)φ(C) =

−−−−−−→
φ(A)φ(B) +

−−−−−−−→
φ(B)φ(C),

L φ(a + b) = φ(a) + φ(b). "�����Y	 m � φ(ma) = mφ(a).

(3)6�/ (2)"� φ(a−b)+φ(b) = φ(a)�L φ(a−b) = φ(a)−φ(b).
�MI a = 0+�"� φ(−b) = −φ(b). "����Y	 m� φ(ma) =
mφ(a).

(4) � q = m/n ��� m � n �Y	�& n �= 0. A� φ(a) =
φ(n(a/n)) = nφ(a/n), 3	 φ(a/n) = φ(a)/n. L�

φ(qa) = φ(ma/n) = mφ(a/n) = mφ(a)/n = qφ(a).

(5) ��

KgY	 λ. I����

Kg�� a =
−→
OA. L

λa =
−−→
OA′ �& O � A � A′ ?!D�	A� φ �

�����3

	 φ(O) � φ(A) � φ(A′) @?!D�	"�  KgY	 μ � "−−−−−−−→
φ(O)φ(A′) = μ

−−−−−−→
φ(O)φ(A) �6 φ(λa) = μφ(a). � b �: a &D��



��	L b =
−−→
OB � λb =

−−→
OB′.

, 2-1
A�")� AA′ � BB′ 
8�φ ������3	)� φ(A)φ(A′) :
φ(B)φ(B′) @
8/O5, 2-1), 2&@�

−−−−−−−→
φ(O)φ(B′) = μ

−−−−−−−→
φ(O)φ(B) �

6 φ(λb) = μφ(b). m ã �

: a D��Kg���6" ã : b &
D��+G6 φ(λb) = μφ(b) �	�� φ(λã) = μφ(ã). "�����
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Kg�� b �� φ(λb) = μφ(b). A� φ(b) �= 0 � μ 6 λ 3!
,
.	96��A φ(λb) = μφ(b) � λ = 0 > b = 0 @�6�J	L�
/ (5) �J	 �

�� 2.1 � φ : E
3 → E

3 �

�����& φ 
�����
� φ : V → V ������6��� λ, μ ∈ R ��� a,b ∈ V <�
φ(λa + μb) = λφ(a) + μφ(b).

�� 6DE 2.2 ��/ (5) C����KgY	 λ �  !
Kg
Y	 μ � "����� a �H� φ(λa) = μφ(a). !$ λ > 0, &�√
λ�  KgY	 ν � "���Kg�� a�<� φ(

√
λa) = νφ(a).

63"�

φ(λa) = φ(
√
λ(
√
λa)) = νφ(

√
λa) = ν2φ(a).

"�Æ�CG�!$ λ > 0�&�3��� μ > 0. 6 φ(−λa)) = −μφ(a)
C�!$ λ < 0 �&���� μ < 0. $GÆ�'� λμ > 0. 	�Æ�
%0RYRF5 λ = μ. m&6�&  

�G	 q � " λ− q �
μ− q pW	$+�l%DE 1.13 ��/ (iv) �

φ((λ− q)a) = φ(λa) − qφ(a) = (μ− q)φ(a).

v$+n� (λ − q)(μ − q) < 0 �Æ�"�

KN	$GÆ�RF
�����KgY	 λ �Kg�� a �H� φ(λa) = λφ(a). "���
�� λ, μ ∈ R ��� a,b ∈ V �<�

φ(λa + μb) = φ(λa) + φ(μb) = λφ(a) + μφ(b). �

�� 2.4 � φ : Σ → Σ′ �
�����	� VΣ � VΣ′ +M�

� Σ � Σ′ 
�3���S����	��� a ∈ VΣ, Æ�I"
! A,B ∈ Σ,  " a =

−−→
AB. Æ�.7���� φ 3
������

φ : VΣ → VΣ′ �
φ(a) =

−−−−−−→
φ(A)φ(B).

+G�$
.7��G�	

:�������o�
G�Æ��

�� 2.2 � φ : Σ → Σ′ �

�����& φ 
������
φ : VΣ → VΣ′ ������6��� λ, μ ∈ R ��� a,b ∈ V <�
φ(λa + μb) = λφ(a) + μφ(b).
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2.2 '��	5q�-

�� 2.3 ����>��(D��?!��D��?!�2�%
+w&�	

�� � A, B � C �D�?!	A����� φ ()���)��
3	 φ(A), φ(B) � φ(C) @�D��?!	� A, B � C ?!�+w

(A,B;C) = λ �&�
−→
AC = λ

−−→
CB. "��6.G 2.1 >.G 2.2 C

−−−−−−→
φ(A)φ(C) = φ(

−→
AC) = λφ(

−−→
CB) = λ

−−−−−−−→
φ(C)φ(B).

L φ(A), φ(B) � φ(C) ?!�+w@� λ. �

�� 2.4 !$���� φ �"
&*! A � B, & φ �%)�
AB 
�3�!&*	

�� � C �)� AB 
p" B �!�&
−→
AC = λ

−−→
CB. 6.G

2.2 C
−−−−−−→
φ(A)φ(C) = λ

−−−−−−−→
φ(C)φ(B). A� φ(A) = A � φ(B) = B, 3	−−−−→

Aφ(C) = λ
−−−−→
φ(C)B. 63"�

−→
AC +

−−−−→
Cφ(C) = λ

−−−−→
φ(C)C + λ

−−→
CB.

L (1 + λ)
−−−−→
φ(C)C = 0. 6" C �= B, 3	 λ+ 1 �= 0, L φ(C) = C. �

�� 2.5 !$���� φ �?
&D��&*! A, B � C, & φ
�%3?!3,.�
� Σ 
�3�!&*	
�� ����� φ : E3 → E3 �?
&D��&*! A, B � C, &
6DE 2.3 C� φ �%?)� AB, BC � AB 
�3�!&*	F�
X � A, B � C 3,.
� Σ 
��
!	@ X & 
� Σ 
�

)� l F:?)� AB, BC � AB *"! P � Q. 6" P � Q � φ
�&*!�L6DE 2.3 C� l 
�3�!&*	"� X @� φ �&
*!	 �
�� 2.6 !$���� φ : E

3 → E
3 �S
&D��&*! A, B,

C � D, & φ F�H+��	
�� � Σ1, Σ2, Σ3 � Σ4 � {A,B,C,D} S!3S��S�a�S

�	A�)
�<� φ �?
&D��&*!�3�S
�
�3
�!� φ �&*!	F� X ������#
!�&@ X �)� l
HH:S�a��*""! P � Q. 6" P � Q � φ �&*!�6
DE 2.3 C� l 
�3�!<� φ �&*!	L X � φ �&*!	 �
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�� 2.4 �����"r&D��S! {A,B,C,D}� {A′, B′, C′, D′},
  !


���� φ : E3 → E3,  "

φ(A) = A′, φ(B) = B′, φ(C) = C′, φ(D) = D′.

�� NR  �	� {A,B,C,D} � {A′, B′, C′D′} �"r&D��
S!	&
{−−→AB,−→AC,−−→AD} ����&D����	"����� P ∈ E3,   !

Y	 x, y � z,  "

−→
AP = x

−−→
AB + y

−→
AC + z

−→
AC. (2.2.1)

Æ�.7 φ(P ) ∈ E3 ���	�:x�!
!5

−−−−→
A′φ(P ) = x

−−−→
A′B′ + y

−−→
A′C′ + z

−−→
A′C′. (2.2.2)

�� P ′ ∈ E3,   !
 (x, y, z) ��

−−→
A′P ′ = x

−−−→
A′B′ + y

−−→
A′C′ + z

−−→
A′C′. (2.2.3)

(3 (x, y, z) �p (2.2.1) Sb�&  !
 P ∈ E3 �� (2.2.1). 6
φ(P ) �.7� (2.2.3) Æ�"� φ(P ) = P ′. L φ : E3 → E3 �



����	A� A !�� (2.2.1) �� (x, y, z) = (0, 0, 0) �6
(2.2.2) C

−−−−→
A′φ(A) = 0 �L φ(A) = A′. A� B �� (2.2.1) ��

(x, y, z) = (1, 0, 0) �6 (2.2.2) C
−−−−→
A′φ(B) =

−−−→
A′B′, L φ(B) = B′. +G

"� φ(C) = C′ � φ(D) = D′. $G� φ : E3 → E3 �

�����
�( {A,B,C,D} +M�� {A′, B′, C′, D′}.
	�UoRF5 φ : E3 → E3 (D�?!��D��?!	� P ,

Q � R �D��?!	&  t ∈ R  "

−→
AR = t

−→
AP + (1 − t)

−→
AR.

F�

−→
AP = x1

−−→
AB + y1

−→
AC + z1

−→
AC,

−→
AQ = x2

−−→
AB + y2

−→
AC + z2

−→
AC.

&�

−→
AR = (tx1 + (1− t)x2)

−−→
AB + (ty1 + (1− t)y2)

−→
AC + (tz1 + (1 − t)z2)

−→
AC.
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6.7"�

−−−−→
A′φ(R) = (tx1+(1−t)x2)

−−−→
A′B′+(ty1+(1−t)y2)

−−→
A′C′+(tz1+(1−t)z2)

−−→
A′C′

= t(x1

−−−→
A′B′ + y1

−−→
A′C′ + z1

−−→
A′C′) + (1 − t)(x1

−−−→
A′B′ + y1

−−→
A′C′ + z1

−−→
A′C′)

= t
−−−−→
A′φ(P ) + (1 − t)

−−−−→
A′φ(Q).

L φ(P ), φ(Q) � φ(R) @D�	

	�RF!
�	!$ ψ : E3 → E3 �

������@(
{A,B,C,D} +M�� {A′, B′, C′, D′}. L σ = ψ ◦ φ−1 : E

3 → E
3.

& σ �

������	&D��S! {A,B,C,D} �&*!	6
DE 2.5 C� σ �H+��	L ψ = φ, !
��J	 �
OZ.G 2.4 �RF�;?"�

�� 2.5 ��
� Σ� Σ′
&D��?! {A,B,C}� {A′, B′, C′},
  !


���� φ : Σ → Σ′,  "

φ(A) = A′, φ(B) = B′, φ(C) = C′.

�� 2.5 � M � M ′ �
�/>��1��"
,�	!$  

�/>��1����� φ,  " φ(M) = M ′, Æ��,� M � M ′

����q�	

+, 2.2

(1) 
�
�#"
?9����qI

(2) ����#"
S�a���q	

�� 2.6 � φ : E3 → E3 �

������
��������
�� φ : V → V. �I V ��
ry {e1, e2, e3}, Æ�.7���� φ

���<	 C(φ) �

C(φ) =
[φ(e1), φ(e2), φ(e3)]

[e1, e2, e3]
.

�� 2.6 ���� φ ���<	 C(φ) �: {e1, e2, e3} �VI;
#�2���"
���� φ, ψ : E3 → E3, � C(φ ◦ ψ) = C(φ)C(ψ).
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�� � {e′1, e′2, e′3}������0
ry	&  Y	 {ai, bi, ci, 1 ≤
i ≤ 3}  "

e′1 = a1e1 + a2e2 + a3e3,

e′2 = b1e1 + b2e2 + b3e3,

e′3 = c1e1 + c2e2 + c3e3.

A� φ : V → V ������3	�

φ(e′1) = a1φ(e1) + a2φ(e2) + a3φ(e3),

φ(e′2) = b1φ(e1) + b2φ(e2) + b3φ(e3),

φ(e′3) = c1φ(e1) + c2φ(e2) + c3φ(e3).

6��az��/)Æqi�"�

[e′1, e
′
2, e

′
3] = [e1, e2, e3] ·

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ ,

[φ(e′1), φ(e′2), φ(e′3)] = [φ(e′1), φ(e′2), φ(e′3)] ·
∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ .

"���
[φ(e′1), φ(e′2), φ(e′3)]

[e′1, e
′
2, e

′
3]

=
[φ(e1), φ(e2), φ(e3)]

[e1, e2, e3]
.

L��<	 C(φ) �: {e1, e2, e3} �VI;#	
L {e′1, e′2, e′3} = {ψ(e1), ψ(e2), ψ(e3)}, &�

C(φ ◦ ψ) =
[φ(ψ(e1)), φ(ψ(e2)), φ(ψ(e3))]

[e1, e2, e3]

=
[φ(e′1), φ(e′2), φ(e′3)]

[e′1, e′2, e′3]
· [ψ(e1), ψ(e2), ψ(e3)]

[e1, e2, e3]
= C(φ)C(ψ). �

	�Æ�����<	 C(φ) ���#7	6.7���az��
�#7C� C(φ) > 0 '&'' φ : E3 → E3 �

�.�����6
�(SPTXQ��SPTXQI� C(φ) < 0 '&'' φ : E3 → E3

�

0.�����6�(SPTXQ��UPTXQ		�Æ�
rs |C(φ)| ��7	
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����� φ : E3 → E3 (���

{|�;t S ��L


{|�;t S′ = φ(S)(O5, 2-2).

, 2-2
��qi;t S �az�Æ�IsAl=� 1/n �i:u cn v

�NZ}~�;t��)�~&��t	$+�3�i:u�az'
� Vn :;t S �az V (K<Æw	Cu,Z7�Æ��	 "
limn→∞ Sn = V . A����� φ( S ��)
i:u cn ��;t S′

��i
8_�a c′n = φ(cn). �i:u cn �6?
�� {e1, e2, e3}
3S���& c′n �6�� {φ(e1), φ(e2), φ(e3)} 3S��	A�

|C(φ)| =
|[φ(e1), φ(e2), φ(e3)]|

|[e1, e2, e3]| ,

3	 c′n�az� cn ���azw���<	 |C(φ)|, 6 |c′n| = |C(φ)||cn|.
L;t S′ �3�i
8_�a�az'� V ′

n = |C(φ)|Vn. $G;t
S′ �az V ′ = |C(φ)|V . "��Æ�RF�	��

�� 2.7 ����� φ : E3 → E3 (����

;t S ��0


;t S′, & S′ : S �azw V ′/V �<	 |C(φ)|, �:;t S �

VI;#	

&� II-2

1. 
�
"rD�?! {A,B,C} � {A′, B′, C′} ���q�'&''
(A,B;C) = (A′, B′;C′).

1. � Σ � Σ′ �����"�
�	!$ φ : Σ → Σ′ �



�
���( Σ��)��� Σ′ ��)��Æ�$� φ�
� Σ�
� Σ′

�����	RF5��
� Σ 
�&D�?! {A,B,C} � Σ′ 
�

&D�?! {A′, B′, C′},   !
���� φ : Σ → Σ′,  " φ(A) = A′,

φ(B) = B′ � φ(C) = C′.
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1. � φ : Σ → Σ�
�
�

����	�I���� V ��
r
y {e1, e2, e3}, " {e1, e2}@ 
�
	Æ�.7
����� φ��

�<	�
C(φ) =

[φ(e1), φ(e2), e3]

[e1, e2, e3]
.

RF5 C(φ)�.7:$fy {e1, e2, e3}�VI;#�2���"


����� φ, ψ : Σ → Σ, � C(φ ◦ ψ) = C(φ)C(ψ).

1. �
����� φ : Σ → Σ (
�
�

�vxw D ��0


�vxw D′, & D′ : D ��zw |D′|/|D| �<	 |C(φ)|, �:�v
xw D ;#	

27



§3 '��	.���	5/xy0

3.1 '��	5/xy0

�� 3.1 � O �����
!� {e1 , e2, e3} ����� V �
r
y	Æ�� {O; e1, e2, e3} �����

��zXT/��XQ1	
�� 3.1 � {O; e1, e2, e3} �����

��zXT� φ : E3 →

E3 �

�����& {φ(O);φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @����


��zXTI0��������"
��zXT {O; e1, e2, e3} �
{O′; e′1, e′2, e′3},   !
����� φ : E3 → E3, �( {O; e1, e2, e3}
�� {O′; e′1, e

′
2, e

′
3}.

�� � {O; e1, e2, e3} �����

��zXT� φ : E3 → E3 �



����	6" {φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @����� V �
ry�
L {φ(O);φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @����

��zXT	
0��� {O; e1, e2, e3} � {O′; e′1, e

′
2, e

′
3} �����"
��zX

T	&  !
"r&D��S! {O,A,B,C} � {O′, A′, B′, C′},  
"

e1 =
−→
OA, e2 =

−−→
OB, e3 =

−−→
OC, e′1 =

−−→
O′A′, e′2 =

−−−→
O′B′, e′3 =

−−−→
O′C′.

6.G 2.4 C�  !
���� φ : E3 → E3, �( {O,A,B,C} +
M�� {O′, A′, B′, C′}. L�

φ(O) = O′, φ(e1) = e′1, φ(e2) = e′2, φ(e3) = e′3. �

Æ� ���I.

zXT {O; e1, e2, e3}. &�� P ∈ E3,   
!
�?`	r (x, y, z),  "

−−→
OP = xe1 + ye2 + ze3 = (e1, e2, e3)

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ .

Æ�� (x, y, z) � P ! zXT {O; e1, e2, e3} ��zX	96���
��!�!�zX�

���	

� φ : E3 → E3 �

����	&�
����������
φ : V → V. A� {φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @� V �
ry�Æ��	{�
Y	 {aij},  "

φ(e1) = a11e1 + a21e2 + a31e3;

28



φ(e2) = a12e1 + a22e2 + a32e3;

φ(e3) = a13e1 + a23e2 + a33e3.

��:kd5�Æ�(
AP�y|��z�A5

(φ(e1), φ(e2), φ(e3)) = (e1, e2, e3)

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠ . (3.1.1)

� φ(O) ���zX� (c1, c2, c3). �I
! P , ��zX� (x, y, z).
Æ�7 φ(P ) �zX� (x′, y′, z′). &�

−−−−→
Oφ(P ) = (e1, e2, e3)

⎛
⎝x

′

y′

z′

⎞
⎠ ;

−−−−→
Oφ(O) = (e1, e2, e3)

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ .

6" φ : V → V ������Æ��

φ(
−−→
OP ) = φ(xe1 + ye2 + ze3) = xφ(e1) + yφ(e2) + zφ(e3)

= (φ(e1), φ(e2), φ(e3))

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ = (e1, e2, e3)

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ .

A� −−−−→
Oφ(P ) =

−−−−−−→
φ(O)φ(P ) +

−−−−→
Oφ(O) = φ(

−−→
OP ) +

−−−−→
Oφ(O),

B@wz e1, e2 � e3 �T	�Æ�"�⎛
⎝x

′

y′

z′

⎞
⎠ =

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ +

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ . (3.1.2)

"������ φ(zX� (x, y, z) �!��zX� (x′, y′, z′) �!�
(3.2) ��$"
zX���#TA	Æ�� (3.1.2) ����� φ :
E3 → E3  ��zXT {O; e1, e2, e3} ��zX��P
Æ�7

X =

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ , φ(X) =

⎛
⎝x

′

y′

z′

⎞
⎠ , A =

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠ , C =

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ .
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6 (3.1) C�

[φ(e1), φ(e2), φ(e3)] = [e1, e2, e3]

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = [e1, e2, e3]|A|,

�� |A| �y| A �8{A	63������� φ �azw�

C(φ) =
[φ(e1), φ(e2), φ(e3)]

[e1, e2, e3]
= |A|.

A������azw C(φ) �= 0, 6y|G|C�y| A ��1y

|	"������ φ : E3 → E3  ��zXT {O; e1, e2, e3} ���
�

φ(X) = AX + C,

�� A �

�1y|	

0���.

�1y| A �<	r (c1, c2, c3), Æ�.7�� φ :
E3 → E3,�(zX� X �! P ,��zX� AX+C �! φ(P ). � E3

���#
! P ′, ��zX� X ′, Æ�B@r��:x AX+C = X ′,
e"!
�zX� X = A−1(X ′ − C) �! P ,  " φ(P ) = P ′. $
G φ : E3 → E3 �

��	F� {P,Q,R} ?!D�������
zX+M� {X,Y, Z}. &  t ∈ R,  " Z = tX + (1 − t)Y . A
� {φ(P ), φ(Q), φ(R)} �zX+M� X ′ = AX + C, Y ′ = AY + C �

Z ′ = AZ + C, 3	�

Z ′ = AZ + C = A(tX + (1 − t)Y ) + C

= t(AX + C) + (1 − t)(AY + C) = tX ′ + (1 − t)Y ′.

L {φ(P ), φ(Q), φ(R)}@?!D�	$G�6zX�� X → X ′ = AX+
C ��!��� φ : E

3 → E
3 ()���)�������	

}
3}�Æ�"�

�� 3.2 I.��zXT {O; e1, e2, e3}. &������

�
��� φ : E3 → E3 �zX��

⎛
⎝x

′

y′

z′

⎞
⎠ =

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ +

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ ,
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�� A =

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠ �8{AKg� C =

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ �<	r��

φ (zX� (x, y, z) �!��zX� (x′, y′, z′) �!	

�� 3.2 � O �
� Σ ��
!� {e1, e2} ����� VΣ �

ry	Æ�� {O; e1, e2} �����

��zXT/��XQ1	
6.G 2.5 Æ��	"�

�� 3.3 � {O; e1, e2}�����

��zXT�φ : Σ → Σ′ �


"

��������& {φ(O);φ(e1), φ(e2)}�
� Σ′ 
�


��zXTI0����
� Σ� Σ′ 
�"
��zXT {O; e1, e2}
� {O′; e′1, e′2},   !
����� φ : Σ → Σ′, �( {O; e1, e2} ��
{O′; e′1, e

′
2}.

I.
� Σ 
�

��zXT	&� P ∈ E3,   !
�	�
(x, y),  "

−−→
OP = xe1 + ye2 = (e1, e2)

(
x
y

)
.

Æ�� (x, y) � P ! zXT {O; e1, e2} ��zX	96�
� Σ �
�!�!�zX�

���	+G�R�

�� 3.4  
� Σ 
I.��zXT {O; e1, e2}. &��

�
��� φ : Σ → Σ �zX��

(
x′

y′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

) (
x
y

)
+

(
c1
c2

)
,

��y| A =
(
a11 a12

a21 a22

)
�8{AKg�C =

(
c1
c2

)
�

<	r	

3.2 ���	5/xy0

�� 3.3 � O ����
!� {e1 , e2, e3} ����� V �

4
k�*XQ	Æ�� {O; e1, e2, e3} �����

4k�*zXT	
6.7C� {e1, e2, e3} �4k�*XQ'&''

⎛
⎝e1e2
e3

⎞
⎠ · (e1, e2, e3) = I, I =

⎛
⎝1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ ,
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����AUb�	Gr� 3× 1 y|� 1× 3 y|��z�J�`Z
ei � ej ����z��z�~	

� φ : E3 → E3 �

����	A� φ ()���)��3	 φ
@�

������
������

���� φ : V → V.

�� 3.5 � φ : E3 → E3 �

����	&�
������
φ : V → V  "���� a,b ∈ V, �

|φ(a)| = |a|, φ(a) · φ(b) = a · b.

�� 6" φ �% E3 ��#"!��#&��L��� a =
−−→
PQ ∈ V

�

|φ(a)| = |φ(
−−→
PQ)| = |−−−−−−→φ(P )φ(Q)| = d(φ(P ), φ(Q)) = d(P,Q) = |−−→PQ| = |a|.

6 φ : V → V ����"�

φ(a) · φ(b) =
1
4
(|φ(a + b)|2 − |φ(a − b)|2)

=
1
4
(|a + b|2 − |a − b|2) = a · b. �

�� 3.6 � {O; e1, e2, e3}�����

4k�*XQ�φ : E3 →
E3 �

�����& {φ(O);φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @����

4
k�*XQI0��������"
4k�*XQ {O; e1, e2, e3} �
{O′; e′1, e′2, e′3},   !
����� φ : E3 → E3, �( {O; e1, e2, e3}
�� {O′; e′1, e

′
2, e

′
3}.

�� 6.G 3.5 C�!$ {O; e1, e2, e3} �����

4k�*X
Q�& {φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @�

4k�*XQ	
0��6.G 3.1C�������"
4k�*XQ {O; e1, e2, e3}

� {O′; e′1, e′2, e′3},   !


���� φ : E3 → E3,  "

φ(O) = O′, φ(e1) = e′1, φ(e2) = e′2, φ(e3) = e′3.

	�RF φ�

����	�I P,Q ∈ E3,7
−−→
PQ = xe1 +ye2 +ze3,

&6 φ : V → V ����"�

−−−−−−→
φ(P )φ(Q) = φ(

−−→
PQ) = xe′1 + ye′2 + ze′3.

32



A� {O; e1, e2, e3} � {O′; e′1, e
′
2, e

′
3} <�4k�*XQ�L�

d(φ(P ), φ(Q)) = |φ(
−−→
PQ)| =

√
x2 + y2 + z2 = |−−→PQ| = d(P,Q).

$G� φ : E3 → E3 �����	 �
F� {e1, e2, e3} ����

4k�*XQ� φ : E3 → E3 �



����	& {φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @�

4k�*XQ	Æ�7
(φ(e1), φ(e2), φ(e3)) = (e1, e2, e3)A,

�� A �

 3 × 3 y|	B@�
}y|�z�=�4i�"�
⎛
⎝φ(e1)
φ(e2)
φ(e3)

⎞
⎠ = A′

⎛
⎝e1e2
e3

⎞
⎠ ,

��� A′ � A �=�y|	"�� {φ(e1), φ(e2), φ(e3)} @�4k�
*y�'&''

I =

⎛
⎝φ(e1)
φ(e2)
φ(e3)

⎞
⎠·(φ(e1), φ(e2), φ(e3)) = A′

⎛
⎝e1e2
e3

⎞
⎠·(e1, e2, e3)A = A′IA = A′A.

$G A ��� A′A = I �y|��� 1Æ23. 6 A′A = I, ��
A′ = A−1, ��"� AA′ = I.

6	
~|�.G 3.2, Æ�"�

�� 3.7 I.��zXT {O; e1, e2, e3}. &������

�
��� φ : E3 → E3 �zX��

⎛
⎝x

′

y′

z′

⎞
⎠ =

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠

⎛
⎝xy
z

⎞
⎠ +

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ ,

�� A =

⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠ ��*y|� C =

⎛
⎝c1c2
c3

⎞
⎠ �<	r�� φ

(zX� (x, y, z) �!��zX� (x′, y′, z′) �!	

B<�Æ�� O(3) = {A | AA′ = I} � 3 ��*��� SO(3) =
{A | AA′ = I, |A| = 1} � 3 �<=�	
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�� 3.4 � O �
� Σ 

!� {e1, e2} �
�
*V�*�"

��	Æ�� {O; e1, e2} �
�
�

4k�*XQ	
� Σ �
�	 
�
I.4k�*zXT {O; e1, e2}. +GÆ�

�	RF5������

���� φ : Σ → Σ �!
��
(
x′

y′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

) (
x
y

)
+

(
c1
c2

)
,

�� A =
(
a11 a12

a21 a22

)
�

 2 ��*y|� C =

(
c1
c2

)
�

<	

r	

6" A �� AA′ = I, Æ��

a2
11 + a2

12 = 1, a2
21 + a2

22 = 1, a11a21 + a21a22 = 0. (3.2.1)

IY	 θ  " (a11, a12) = (cos θ, sin θ),&6 (3.2.1)�"� (a21, a22) =
(− sin θ, cos θ), �� ε = ±1. L�

A =
(

cos θ sin θ
−ε sin θ ε cos θ

)
, ε = |A| = ±1. (3.2.2)

$GÆ��

�� 3.8 � Σ �
�	 
�
I.4k�*zXT {O; e1, e2}.
&
�
�)
���� φ : Σ → Σ �zX��

(
x′

y′

)
=

(
cos θ sin θ

−ε sin θ ε cos θ

) (
x
y

)
, ε = ±1,

�� ε = 1/ ε = −1 1�� φ ��.�/0.�1������ θ �
φ(e1) � e1 ���U9�� φ (zX� (x, y) �!��zX� (x′, y′)
�!	

&� II-3

1. � {O; e1, e2} � {O′; e′1, e
′
2} +M�"
� Σ � Σ′ 
"
4k�

*XQ	RF5  !
����� φ : Σ → Σ, �( {O; e1, e2} ��
{O′; e′1, e

′
2}.
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