
13 㺲㨲㟪㱘ᱨ㔠㱘㊿ギ☨㦏㦢ㄩ㨻

13.1 Desargues ⛊⹻㲓㺲㨲㟪㱘
⛊⹻ 13.1 (Desargues). 如图22，若三角形 !A1B1C1 和 !A2B2C2 的对应顶点连线共点于 O，
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图 22: Desargues ⛊⹻

则其对应边之交点必共线于某直线 !。

定理14.4中的点 O 称为透视中心 (center of perspectivity)，直线 ! 称为透视轴 (axis of
perspectivity)。定理14.4的逆定理亦成立。满足定理14.4的两个三角形称为透视的。

Desargues 定理有两个平行的情形。

⛊⹻ 13.2. 如图23，若三角形 !A1B1C1 与 !A2B2C2 对应顶点的连线共点于 O，并且 A1C1 //

A2C2，直线 A1B1 与 A2B2 交于 E，直线 C1B1 与 C2B2 交于点 F，则直线 EF 与 A1C1 或
A2C2 平行。

⛊⹻ 13.3. 如图24，若三角形 !A1B1C1 与 !A2B2C2 对应顶点的连线共点于 O，并且 A1B1 //

A2B2，B1C1 // B2C2，则 A1C1 // A2C2。

证明. 因 A1B1 // A2B2，故
OA1

OA2
=

OB1

OB2

因 B1C1 // B2C2，故
OB1

OB2
=

OC1

OC2

由此有
OA1

OA2
=

OC1

OC2

故 A1C1 // A2C2。
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图 23: Desargues ⛊⹻ᱶ㮥㾉⛶㱎⍋㊿㨾
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图 24: Desargues ⛊⹻ᱶ⼉㾉⛶㱎⍋㊿㨾
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13.2 㺲㨲㟪㱘

设 Σ 与 Σ′ 是空间中两张不同的平面，O 是两平面外一点，从 O 出发的每条直线线将 Σ 中的点
映到 Σ′ 上，记此映射为 φ，称 φ 是以 O 为中心的中心投影，如图25所示。
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图 25: 㺲㨲㟪㱘

对中心投影，从局部看，直线的投影仍是直线，并且（平面）二次曲线的投影仍是二次曲线。
但是，如图26所示，平行的直线经过投影后不一定是平行线；反之, 不平行的直线经过投影后可
能成为平行线（图26中交换 Σ 与 Σ′ 即可）。圆在投影下的像可以是椭圆、抛物线或双曲线。一
组相互平行的直线的投影可能是相交于同一点的一组直线, 反之亦然。

若 Σ 与 Σ′ 平行，则上述投影 φ : Σ → Σ′ 是双射，并且把直线映为直线，从而 φ 是 Σ 到 Σ′

的仿射变换。

若 Σ 与 Σ′ 不平行（如图25所示），这时大部分过 O 点的直线将 Σ 上的投射到 Σ′ 上，并将
Σ 中的直线映为 Σ′ 中的直线。但也有例外的情况发生：过 O 点做与 Σ′ 的平行平面交 Σ 于直
线 !，过 O 点做与 Σ 的平行平面交 Σ′ 于直线 !′，则 ! 中的点没有被投射到平面 Σ′ 上，而没有
Σ 中的点被投射到 !′ 上。所以，Σ 与 Σ′ 不平行时，以两平面外点 O 为中心的中心投影给出的
映射是

φ : Σ \ !→ Σ′ \ !′.

通过进一步的观察，不难发现，所有平面 Σ 上过直线 ! 上一点 P 的直线被映为平面 Σ′ 上
的平行线，而平面 Σ 上的平行线被投射称平面 Σ′ 上的一组直线，它们相交于 !′ 上的一点 P ′，
参看图26。

为使得中心投影成为平面间的双射，在每张平面上增加一些“无穷远点”，使之成为“射影平
面”。具体做法如下：
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图 26: ㊿㨾㺓㦏☨㟪㱘

1. 在平面 Σ 的每个直线方向 v(!) 上增加一个无穷远点 ∞(!)。

2. 若直线 ! 与 !′ 平行，则 ∞(!) = ∞(!′)，即平行的直线有相同的无穷远点。

3. 若直线 ! 与 !′ 相交，则 ∞(!) $= ∞(!′)，即不平行的直线有不同的无穷远点。

⛊㯏 13.4. 记所有无穷远点构成的集合为 !∞，称集合 P (Σ) = Σ ∪ !∞ 为射影平面，称 !∞ 为无
穷远直线。

Σ 的射影平面 P (Σ) 中有两类直线：无穷远直线 !∞，Σ 中直线 ! 添加无穷远点 ∞(!) 所得的
! ∪ {∞(!)}。

中心投影 φ : Σ \ !→ Σ′ \ !′ 可以扩充为 P (Σ) 到 P (Σ′) 的映射：

1. 若 Σ 与 Σ′ 平行，则扩充后的中心投影 φ 将无穷远点 ∞(!) 映为 Σ′ 中平行于 ! 的直线所
对应的无穷远点。

2. 若 Σ 与 Σ′ 相交，则中心投影给出 φ : Σ \ ! → Σ′ \ !′ 的一一映射。扩充后，φ 将 P (Σ) 的
无穷远点 ∞(!) 映为 P (Σ′) 中平行于 ! 的直线对应的无穷远点；当 P 从 ! 的一端到另一
端，对应于 Σ′ 中的无穷远点，其线向从平行于 ! 旋转 π 到平行于 !。

⼃㥠 13.5. 思考 ! 上的点与 Σ′ 上平行线线向的关系。

Desargues 定理的证明. 设 !A1B1C1 与 !A2B2C2 所在平面为 Σ。设直线 B1C1 与 B2C2 交于
D，直线 A1C1 与 A2C2 交于 E，直线 A1B1 与 A2B2 交于 F。记过 D,E 的直线为 !。

取射影映射 φ : P (Σ) → P (Σ′)，使得 φ 将 ! 映为射影平面 P (Σ′) 的无穷远直线 !∞。对
点 P ∈ P (Σ)，记 P ′ = φ(P )。则 D′, E ′ ∈ !∞，即 B′

1C
′
1

// B′
2C

′
2，A′

1C
′
1

// A′
2C

′
2。由定理13.3有

A′
1B

′
1
// A′

2B
′
2，即 F ∈ !∞。故 D,E, F ∈ φ−1(!∞) = ! ∪ {∞(!)}。
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图 27: Pappus ⛊⹻

⛊⹻ 13.6 (Pappus). 如图27，设直线 !1 上依次有点 A1, B1, C1，直线 !2 上依次有点 A2, B2, C2，
设 A1B2, A2B1 交于 P，A1C2, A2C1 交于 Q，B1C2, B2C1 交于 R，则 P,Q,R 共线。

定理13.6中过 P,Q,R 的直线称为 Pappus 直线。

证明. 与 Desargues 定理的证明类似，取射影映射 φ : P (Σ) → P (Σ′)，使得 φ 将 P (Σ) 中过 P,Q
的直线 ! 映为射影平面 P (Σ′) 的无穷远直线 !∞。则 P ′, Q′ ∈ !∞，即 A′

1B
′
2
// A′

2B
′
1，A′

1C
′
2
// A′

2C
′
1，

只要证 B′
1C

′
2
// B′

2C
′
1 即可，如图28所示，其中 (a) 和 (b) 分别是 !′1 与 !′2 相交和平行的情形。
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图 28: Pappus ⛊⹻☨㊿㨾㎩㨼

若 !′1 与 !′2 相交于点 O′，如图28(a)，则有

A′
1B

′
2
// A′

2B
′
1 =⇒ O′A′

1 ·O′A′
2 = O′B′

1 ·O′B′
2, A′

1C
′
2
// A′

2C
′
1 =⇒ O′A′

1 ·O′A′
2 = O′C ′

1 ·O′C ′
2.
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故有 O′B′
1 ·O′B′

2 = O′C ′
1 ·O′C ′

2，从而 B′
1C

′
2
// B′

2C
′
1。

若 !′1 // !′2，如图28(b)，则有

A′
1B

′
2
// A′

2B
′
1 =⇒ A′

1B
′
1 = A′

2B
′
2, A′

1C
′
2
// A′

2C
′
1 =⇒ A′

1C
′
1 = A′

2B
′
2.

故 B′
1C

′
1 = B′

2C
′
2，从而 B′

1C
′
2
// B′

2C
′
1。

因此 R′ ∈ !∞。故 P,Q,R ∈ φ−1(!∞) = ! ∪ {∞(!)}。

ツ㝘 13.7. 设 Σ,Σ′ 是空间中的平面，则有

1. 射影平面 P (Σ) 上任何两点确定唯一一条直线。

2. 射影平面 P (Σ) 上任何两条不同直线有唯一交点。

3. 中心投影是 P (Σ) 到 P (Σ′) 的双射，将 P (Σ) 中的直线映为 P (Σ′) 中的直线。

设 Σ 是空间中的平面，取平面外一点 O。记 RP 2 为空间中所有过 O 点的直线构成的集合。
因 RP 2 中的每条直线 ! 交 P (Σ) 于唯一的一点：若 ! 与 Σ 相交，则交点为 ! 与 P (Σ) 的唯一交
点；若若 ! 与 Σ 平行，则 ! 与 P (Σ) 的唯一交点为 Σ 中平行于 ! 的直线对应的无穷远点。于是
射影平面 P (Σ) 可以与 RP 2 等同，记这个一一对应为 σ : P (Σ) → RP 2。

RP 2 中的直线与以 O 点为中心的单位球面 S2 的对径点一一对应，故 σ 给出 P (Σ) 到 S2 的
对径点的双射。在此映射下，P (Σ) 的直线与 S2 的大圆一一对应。P (Σ) 的无穷远直线 !∞ 对应
于 S2 与 Σ 平行的大圆上的对径点，此大圆的对径点可被 S1 参数化。
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