
24 㠌㋍ⶥ⭺

拓扑学研究空间在连续形变下保持不变的性质。

在实数 R 上，一个映射 f : R→ R 在点 x ∈ R 处连续，如果对任意 ε > 0，存在某个 δ > 0
使得

|f(y)− f(x)| < ε 只要 |y − x| < δ.

更一般地，对 Rm 到 Rn 的映射，我们可以定义连续性。我们想要推广连续性的概念，使

图 60: 映射的连续

得我们不再依赖于度量的定义。考察一下可以知道，这个条件等价于说，对任意的 ε > 0，
E = f−1(f(x0)− ε, f(x0) + ε) 含有某个包含 x0 的开区间。事实上，对 f−1(f(x0)− ε, f(x0) + ε)
中的每个点 x，(f(x0) − ε, f(x0) + ε) 含有某个包含 x 的开区间，所以 E 含有某个包含 x 的开
区间。所以我们得到，开集的逆像是开集。这是连续性更恰当的定义，我们把连续性的概念建
立在开集的基础上。

24.1 㠌㋍ⶥ⭺

⛊㯏 24.1. 设 X 是一个非空集合。X 的一些子集构成的集合 τ 称为 X 上的一个拓扑 (topology)，
如果 τ 满足下面的拓扑公理 (topological axioms)

1. 全空间 X 和空集 ∅ 属于 τ。

2. (任意并) 任意多个 τ 中子集的并属于 τ。

3. (有限交) 有限多个 τ 中子集的交属于 τ。

一个集合 X 和其上的一个拓扑 τ 称为一个拓扑空间 (topological space)，记为 (X, τ )。拓扑 τ
中的子集称为开集 (open set)。如果没有混淆，我们通常在记号里忽略 τ。

⺋ 24.2. 拓扑空间的例子非常多：

1. Rn 上的欧氏拓扑 Te。我们用 En 表示赋予欧氏拓扑的 Rn。

2. 平凡拓扑 (trivial topology) 或密集拓扑 (indiscrete topology) 中，只有全集和空集是开集。

3. 离散拓扑 (discrete topology) 中，每个子集都是开集。这是一个给定集合 X 上的最大可能
的拓扑。如果一个集合 X 赋予离散拓扑，我们称之为离散空间 (discrete space)。
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4. 余有限拓扑 (finite-completement topology)Tf。对于 R，我们有 Tf = {A ⊂ R | Ac is finite}。

5. 余可数拓扑 (countable-complement topology)Tc。

6. 设 X = {A,B,C}，则 {
∅, X, {A,B}, {B,C}, {B}

}

给出 X 上的一个拓扑。

㢼㝘 24.3. 给定一个 n 个元素的集合 Xn，Xn 上有多少个不同的拓扑？对 n ! 5 列举出所有可
能的拓扑（相差一个置换下）。

7. 形如 (a,∞) 或 [a,∞) 的集合 (a ∈ R) 以及 R 和 ∅ 给出 R 上的一个拓扑。{(a,∞)} 和
{[A,∞)} 是否给出拓扑？

⼃㥠 24.4. 证明例24.2中所给出来的拓扑满足拓扑公理。

给定集合 X 上的两个拓扑 T1 和 T2，我们称T1 比 T2 小 (smaller) 或T2 比 T1 大 (bigger)，如
果 T1 ⊂ T2。换句话说，T1 比 T2 小，如果每个 T1 开集都是 T2 开的。我们也成 T1 比 T2 粗糙
(coarser) 或者 T2 比 T1 精细 (finer)。如果 T1 ⊂ T2 和 T2 ⊂ T1 都不成立，我们说 T1 和 T2 无法
比较 (non-comparable)。

⼃㥠 24.5. 比较 R 上如上拓扑的大小。

ツ㝘 24.6. 集合 U 是开集当且仅当对任何点 x ∈ U，存在开集 O 使得 x ∈ O ⊂ U。

证明. 如果 U 是开集，取 O = U 即可。反之，如果对任何 x ∈ U 存在开集 Ox 使得 x ∈ Ox ⊂ U，
则有 U =

⋃

x∈U

Ox，所以 U 是开集。

⛪⼋㠌㋍

⛊㯏 24.7. 一个集合 X 上的度量 (metric) 或距离 (distance) 是指 X × X 上的实值函数
d : X ×X → R，对任意 x, y, z ∈ X，满足如下条件

1. (正定性) d(x, y) ≥ 0，等式成立当且仅当 x = y。

2. (对称性) d(x, y) = d(y, x)。

3. (三角不等式) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)。

集合 X 和其上的一个度量 d 称为一个度量空间 (metric space)，记为 (X, d)。

⺋ 24.8. 欧氏空间在通常的距离之下是度量空间。对 Rn，定义度量为

d((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) =

Ã
n∑

i=1

(xi − yi)2

则容易证明 d 满足定义24.7的条件。
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对度量空间 (X, d)，我们可以定义拓扑如下。对 x ∈ X 及 ε > 0，令

B(x, ε) =
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) < ε
}

B(x, ε) 称为以 x 为心 ε 为半径的球形邻域。令

τd =





⋃

(x,ε)∈Λ

B(x, ε)

∣∣∣∣∣∣
Λ ⊂ X × R+






⼃㥠 24.9. 证明 τd 是 X 上的拓扑。

证明. 易见 ∅ ∈ τd 和 X ∈ τd。任意多个 τd 中集合的并也是 τd 中集合。只要证明若 U =⋃
(x,ε)∈Λ B(x, ε) ∈ τd 和 V =

⋃
(y,δ)∈Ω B(y, δ) ∈ τd，这里 Λ,Ω ⊂ X × R+，则 U ∩ V ∈ τd。我们有

U ∩ V =
⋃

(x,ε)∈Λ,(y,δ)∈Ω

B(x, ε) ∩B(x, δ)

因为 τd 满足任意并公理，只需证明 B(x, ε) ∩ B(y, δ) ∈ τd。对 ∀ z ∈ B(x, ε) ∩ B(y, δ)，令
ξz = min {ε− d(x, z), δ − d(y, z)}，则 ξz > 0，从而 z ∈ B(z, ξ) ⊂ B(x, ε) ∩ B(y, δ)。故有

B(x, ε) ∩ B(y, δ) =
⋃

z∈B(x,ε)∩B(y,δ)

B(z, ξz) ∈ τd

于是 τd 是 X 上的拓扑。

(X, τd) 称为 X 上由 d 诱导的度量拓扑 (metric topology)。

⺋ 24.10. 对任何集合 X，定义如下度量

d(x, y) =

®
1, x += y,

0, x = y.

则 (X, d) 也是一个度量空间。

⼃㥠 24.11. (X, d) 是 X 上的离散拓扑。

㽳ⶥ⭺㠌㋍⫊㱽☠㠌㋍

设 (X, T ) 是一个拓扑空间，Y ⊂ X 是 X 的子集合，定义

TY = {O ∩ Y | O ∈ T }

TY 给出了 Y 上的拓扑，称为子空间拓扑 (subspace topology) 或诱导拓扑 (induced topology)。
子空间拓扑中，Y 中的开集由 X 中的开集与 Y 相交得到。

例如，欧氏空间的子集作为子集有诱导拓扑。当我们说拓扑空间 X 的子空间 Y 时，我们指
Y 是 X 的子集，赋予诱导拓扑。
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24.2 ⼦㲚⧧ㅠ♇

设 (X, T ) 是一个拓扑空间，X 的子集 N 称为点 x ∈ X 的邻域 (neighborhood)，如果存在开集
O 使得 x ∈ O ⊂ N；我们也称 x 是 N 的内点 (interior point)。集合 A 的所有内点组成的子集

称为 A 的内部 (interior)，记为
o
A 或者 Ao。

内部有如下简单性质

(Ao)o = Ao, A ⊂ B ⇒
o
A ⊂

o
B, (A ∩B)o =

o
A ∩

o
B, (A ∪B)o ⊃

o
A ∪

o
B

ツ㝘 24.12. 子集 A 是开集当且仅当 A = Ao，即每点都是内点。Ao 是包含在 A 中的最大开子
集。

证明. 若 A 是开集，则 ∀ x ∈ A 均为 A 的内点，故 A ⊂ Ao 进而 A = Ao。若 A = Ao，则
∀ x ∈ A，存在开集 Ox 使得 x ∈ Ox ⊂ A，从而 A =

⋃
x∈A Ox 是开集。

令
V =

{
V ∈ τ

∣∣V ⊂ A
}
, U =

⋃

V ∈V

V

则 U 是包含在 A 中的最大开集。

24.3 ⍁⭅⧧⭁㦎♇

拓扑空间 X 的一个子集 A 称为闭集 (closed subset)，如果它的补集是开集。特别地，全空间 X
和空集 ∅ 都是闭集，注意它们也都是开集。

⺋ 24.13. {x2 + y2 ≤ 1} 和上班平面 {(x, y), y ≥ 0} 都是 E2 中的闭集。

⼃㥠 24.14. 证明拓扑空间的闭子集满足

1. X 和 ∅ 均为闭集；

2. 闭子集的任意交是闭集；

3. 闭子集的有限并是闭集。

⛊㯏 24.15. 设 A 是空间 X 的子集，点 p ∈ X 称为 A 的极限点 (limit point) 或聚点 (accumu-
lation point)，如果 x 的每个邻域都包含至少一个 A 中不同于 x 的点。A 的所有极限点的集合
成为 A 的导集 (derived set)，记为 A′。

集合 A 与它的所有极限点集合的并成为 A 的闭包 (closure)，记为 A。点 x ∈ A 当且仅当 A
与 x 的每个邻域相交非空。

⺋ 24.16. 1. 考虑 E1 的子集 A = (0, 1)，则 A 中的每个点都是 A 的极限点，此外，0 和 1 也
是 A 的极限点。

2. 对 E1 的有理数集合 Q，每个实数都是其极限点。
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3. 考虑欧氏空间中 En 中的整数点集 Zn。对任何整数点 x ∈ En，以 x 为球心半径为 1 的开
球不包含除 x 之外的整点，所以 x 不是 Zn 的极限点；如果 x = (x1, · · · , xn) 不是整数点，
例如 x1 /∈ Z，则以 x 为球心，以 min{x− 0x1, 2x3 − x} 为半径的开球不包含任何整数点。
所以 Zn 没有极限点。

4. 考虑 R 上的余有限拓扑 Tf。设 A 是 (R, Tf ) 的一个无穷子集，则任意实数 x 都是 A 的极
限点。反过来，一个有限子集 A 在 Tf 下没有极限点。类似地，对于 R 上的余可数拓扑
Tc，可数子集没有极限点，而任何实数都是不可数子集的极限点。

ツ㝘 24.17. 集合是闭集当且仅当它包含所有的极限点。

证明. 设 A 是 X 的闭子集。对任何 x0 /∈ A，则 X \A 是 x0 的与 A 不交的开邻域，所以 x0 不
是 A 的极限点。于是 A 所有的极限点都包含在 A 中。

反过来，设 A 包含它所有的极限点。任何点 x ∈ X \ A 不是 A 的极限点，所以存在开邻域
Ux 与 A 不交，我们有 X \ A =

⋃

x∈X\A

Ux。这样，作为开集的并集，X \A 是开集。于是 A 是闭

集。

⛊㯏 24.18. 设 {xn} 是拓扑空间 X 中的点列，如果存在点 x0 ∈ X 使得 x0 的每个邻域包含了
有限多个点之外的 {xn} 中的所有点，则称序列 {xn} 收敛到 x0，记为 xn → x0, n→∞。

闭包有如下简单性质

A = A, A ⊂ B ⇒ A ⊂ B, A ∪B = A ∪ B, A ∩B ⊂ A ∩B

⼃㥠 24.19. 举出 A ∩ B += A ∩ B 的例子。

ツ㝘 24.20. X 的子集 A 是闭集当且仅当 A = A。A 是包含 A 的最小闭集。

证明. 若 A 是闭集，则 Ac 是开集，对 ∀ x ∈ Ac，Ac 是 x 的开邻域，不包含 A 中任何点，所以
x /∈ A′。这说明 A′ ⊂ A，从而 A = A ∪ A′ = A。

反之，若 A = A，则对 ∀ x ∈ Ac 有 x +∈ A′。故存在 x 的邻域 Ux，使得 Ux 中不包含 A 中的
点，故 x 是 Ac 的内点。这说明 Ac = (Ac)o，由命题24.12，Ac 是开集，故 A 是闭集。

令
E =

{
E ⊂ X

∣∣∣A ⊂ E且 E 是闭集
}
, K =

⋂

E⊂E

E

则 K 是包含 A 的最小闭集，且有 A ⊂ K，进而 A ⊂ K = K。另一方面，A = A，故是闭集。
由 E 的定义，有 A ∈ E，从而有 K ⊂ A。所以 A = K 是包含 A 的最小闭集。

在闭包和内部之间有如下的密切关系。

ツ㝘 24.21. 设 A 是拓扑空间 X 的子集，B 为其补集，则 A 和
o
B 互为补集。

证明. 点 x ∈ A 当且仅当 x 的每个邻域都与 A 相交非空。因此

x ∈
(
A
)c ⇐⇒存在 x 的邻域与 A 不交

⇐⇒存在 x 的包含在 B 中邻域

⇐⇒ x 是 B 的内点

所以 A 与
o
B 互为补集。
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X 的子集 A 如果满足 A = X，则称 A 在 X 中稠密 (dense)。集合稠密当且仅当它和每个开
集都相交不空。有可数稠密子集的空间称为可分的 (separable)。

24.4 㠌㋍⫑

设 (X, T ) 是一个拓扑空间，如果一族开集 B 满足任何 X 中开集都是 B 中一些开集的并，则 B
称为拓扑 T 的拓扑基 (base)，我们也称 T 是由 B 生成的拓扑。等价地，我们可以说对任意点
x ∈ X 及其邻域 N，存在开集 O ∈ B 使得 x ∈ O ⊂ N。

⺋ 24.22. 对 E1，所有开区间构成拓扑基。所有端点为有理数的开区间给出一个小一些的拓扑
基。两个拓扑基如果给出同样的拓扑，就称它们为等价的 (equivalent)。两个拓扑基 B1 和 B2 等
价当且仅当 B1 的每个非空开集包含 B2 的一个非空开集，并且反之亦然。

第二个拓扑基事实上是可数的。具有可数拓扑基的拓扑空间称为第二可数的 (second-
countable)。所以 E1 是第二可数的。

对于一般的欧氏空间 En，以有理点为球心的有理半径球和有理顶点的立方体都构成 En 的可
数的拓扑基，所以欧氏空间是第二可数的。

⼃㥠 24.23. R 上的余有限拓扑 Tf 是否存在可数拓扑基？构造一个或者证明不存在。R 上的余
可数拓扑 Tc 呢？

⛊⹻ 24.24. 设 B 是集合 X 的一族非空子集。如果 B 满足如下两个条件

1. 对任何 U, V ∈ B 和点 x ∈ U ∩ V，存在 W ∈ B 使得 x ∈ W ⊂ U ∩ V，

2. X 为 B 中所有集合之并，

则 B 给出 X 上的拓扑，并且 B 为其拓扑基。

证明. 令

T =

{
U =

⋃

V ∈B′

V

∣∣∣∣∣ B
′ ⊂ B

}

我们来证明 T 是 X 上的拓扑:

1. ∅, X ∈ T。令 B′ = ∅，我们得到 ∅ =
⋃

V ∈B′ ∈ T。令 B′ = B，由条件2，我们有 X =⋃
V ∈B V ∈ T。

2. 设 Uλ ∈ T ,λ ∈ Ω。设 Uλ =
⋃

V ∈Bλ
V，其中 Bλ ⊂ B。则有

⋃

λ∈Ω

Uλ =
⋃

λ∈Ω

(
⋃

V ∈Bλ

V

)
=

⋃

V ∈Bλ,λ∈Ω

V =
⋃

V ∈
⋃

λ∈Ω Bλ

V ∈ T

3. 设 U1 =
⋃

V ∈B′
1
V，U2 =

⋃
V ∈B′

2
V，这里 B1,B2 ⊂ B。我们有

U1 ∩ U2 =
⋃

V1∈B1,V2∈B2

V1 ∩ V2

只要证明对 ∀V1 ∈ B1 和 ∀V2 ∈ B2，有 V1 ∩ V2 ∈ T。由条件 1，对 ∀ x ∈ V1 ∩ V2，存在
Wx ∈ B，使得 X ∈ Wx ⊂ V1 ∩ V2。于是有

V1 ∩ V2 ⊂
⋃

x∈V1∩V2

Wx ⊂ V1 ∩ V2, V1 ∩ V2 =
⋃

x∈V1∩V2

Wx ∈ T
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所以 T 是 X 上的拓扑，并且由 T 的构造，B 是 T 的拓扑基。

事实上，这里的条件 1 是可以去掉的，给定一族 X 的非空子集 C，如果 C 中所有集合之并
为 X，则构造 B 如下

B =
{
U1 ∩ U2 · · · ∩ Un

∣∣∣u ∈ N, U1, · · · , Un ∈ C
}

则可以验证 B 满足定理24.24中的条件，从而 B 是 X 上的拓扑基。
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25 ⻸㩦㱛㔠

⛊㯏 25.1. 设 X 和 Y 是两个拓扑空间，f : X → Y 是他们之间的映射，我们称 f 在点 x 处连
续 (continuous at x)，如果对 f(x) 在 Y 中的任何邻域 V，f−1(V ) 是 x 在 X 中的邻域。如果 f
在 X 中的每一点 x ∈ X 处连续，则称 f 为连续映射 (continuous map)。f : X → Y 称为同胚
(homeomorphism)，如果 f 连续的双射，并且 f−1 : Y → X 连续。

如果 f : X → Y 是同胚，则 f−1 : Y → X 也是同胚。两个拓扑空间 X 和 Y 称为同胚的
(homeomorphic)，如果存在同胚映射 f : X → Y。

⺋ 25.2. 有如下的连续函数

1. 从空间 X 到 X 的把每个点 x映为自身的映射称为恒同映射 (identity map)，记为 1X。1X

在一个子空间 A 上的限制称为含入映射 (inclusion map)。恒同映射和含入映射都是连续
的。

2. 常值映射总是连续的。

3. 如果 X 赋予离散拓扑，则任意映射 f : X → Y 都是连续的。

4. 如果 Y 赋予平凡拓扑，则任何映射 f : X → Y 都是连续的。

ツ㝘 25.3. 映射 f : X → Y 连续当且仅当 Y 中每个开集的逆像是开集。

证明. 设 f : X → Y 连续。给定 Y 中的开集 V，对 f−1(V ) 中的任何点 x，V 是 f(x) 的邻域，
由连续性定义，f−1(V ) 是 x 的邻域，即 x 是 f−1(V ) 的内点。由 x 的任意性，f−1(V ) 中每点
都是内点，由命题24.6，f−1(V ) 是 X 中开集。

反之，设 Y 中每个开集 V 的逆像是开集。给定 x ∈ X，设 V 是 f(x) 的邻域，则存在开集
U 使得 x ∈ U ⊂ V。由假设，f−1(U) 是 X 中开集，且有 x ∈ f−1(U) ⊂ f−1(V )，于是 f−1(V )
是 x 的邻域。由连续性定义，f 在 x 处连续。由 x 的任意性，f 是连续映射。

此等价性给出了更加方便的定义：

⛊㯏 25.4. 映射 f : X → Y 是连续映射，如果每个开集的逆像是开集。

ツ㝘 25.5. 设 f : X → Y 是映射，X 的子集 A ⊂ X 赋予诱导拓扑。记 fA = f |A : A→ Y 为 f
在 A 上的限制。我们有

1. 如果 f 在 x ∈ A 处连续，则 fA 也在 x 处连续。

2. 如果 A 是 x 在 X 中的邻域，并且 fA 在 x 处连续，则 f 也在 x 出连续。

证明. 任给 f(x) = fA(x) 的邻域 V，因 f 连续，f−1 是 x 在 X 中的邻域，从而存在开集 U，使
得 x ∈ U ⊂ f−1(V )。而

f−1
Z (V ) = A ∩ f−1(V ) =⊂ A ∩ U ∈ x

由子空间拓扑定义 A ∩ U 是 A 中开集，从而 F−1
A (V ) 是 x 在 A 中的邻域，这说明 fA 在 x 处

连续。

设 V 是 f(x) 的邻域，因 fA 连续，存在 x 在 A 中开集 UA，使得

x ∈ UA ⊂ f−1
A (V ) = A ∩ f−1(V ) ⊂ f−1(V )
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由子空间拓扑定义，存在 X 中开集 U，使得 UA = U ∩A。因 A是 x的邻域，存在 X 中开集 W，
使得 x ∈ W ⊂ A。于是有 x ∈ UA∩W ⊂ f−1(V )。但 UA∩W = (U∩A)∩W = U∩(A∩W ) = U∩W
是 X 中开集，故 f−1(V ) 是 x 在 X 中的邻域。由 V 的任意性，f 在 x 处连续。

ツ㝘 25.6. 连续映射的复合映射连续。

证明. 设 X Y
f

和 Y Z
g

是连续函数。对 Z 中开集 V，我们有

(g ◦ f)−1(V ) = f−1(g−1(V ))

由 g 连续，g−1(V )是 Y 中开集，再由 f 连续，f−1(g−1(V ))是 X 中开集。故对任何开集 V ⊂ Z，
(g ◦ f)−1(V ) 是 X 中开集，g ◦ f 连续。

这给出命题25.5的另一个证明。

ツ㝘 25.7. 下列命题等价

(a) f : X → Y 连续；

(b) 如果 β 是 Y 上拓扑的拓扑基，则 β 中开集的逆像是 X 中的开集；

(c) 对 X 中任意子集 A ⊂ X，有 f(A) ⊂ f(A)；

(d) 对 Y 中任意子集 B ⊂ Y，有 f−1(B) ⊂ f−1(B)；

(e) Y 中任意闭子集的逆像是 X 中的闭集。

证明. (a) (b) 这是显然的。

(b) (c) 设 A ⊂ X，则有 f(A) ⊂ f(A)。对 ∀ x ∈ A \ A，须证 f(x) 是 f(A) 的极限点。

若 N 是 f(x) 在 Y 中的邻域，则存在 Y 中开集 V ∈ β 使得 f(x) ∈ V ⊂ N。由 2，f−1(V ) 是
X 中开集，因 x ∈ A′，故存在 f−1(V ) ∩ A += ∅。于是 V 从而 N 中包含 f(A) 中的点，这说明
f(x) ∈ f(A)。由 x 的任意性，就有 f(A) ⊂ f(A)。

(c) (d) 设 B ⊂ Y，则由 (c)，对 f−1(B)，有

f
(
f−1(B)

)
⊂ f (f−1(B))) ⊂ B

从而有
f−1(B) ⊂ f−1

(
B
)

(d) (e) 若 B 是 Y 中闭集，则有 B = B。由 (d)，则有

f−1(B) ⊂ f−1(B) = f−1(B)

再由命题24.20，就有 f−1(B) 是 X 中闭集。

(e) (a)
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z = 0

P (x, y, 0)

(ξ, η, ζ)

P (0, 0, 1)

图 61: ㎲⭁㟪㱘

⺋ 25.8 (球极投影 (Stereographic projection)). 取 E3 中单位球面 S2 的北极点 p = (0, 0, 1)。如
图61所示，对点 q = (x, y, z) ∈ S2 \{p}，经过点 p和 q 的直线余平面 E2 = {(x, y, z) | z = 0} ⊂ E3

恰好相交于一点，记交点为 f(q)。于是我们有映射 f : S2 \ {p}→ E2。映射 f 的公式为

f(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
.

注意到对 q ∈ S2 \ {p}，我们有 z < 1。我们来证明 f 是同胚。首先，f 是既单又满的：如下定
义的

g(x, y) =

(
2x

x2 + y2 + 1
,

2y

x2 + y2 + 1
,
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)

映射 g : E2 → S2 \ {p} 给出了 f 的逆映射。对任何开集 U ⊂ E2，E3 的子集

V =
{
(tx, ty, 1− t)

∣∣ (x, y) ∈ U, t > 0
}

在 E3 中开，事实上 V 是 U 上以 p 为锥点的锥。我们有 f−1(U) = g(U) = V ∩ (S2 \ {p})(令
t = 2/(x2 + y2 + 1))，从而在 S2 \ {p} 中开，所以 f 连续。类似可得 g 连续。所以 f 是同胚。

⺋ 25.9. 映射 f : [0, 1)→ S1, f(x) = e2πix 连续，既单又满，但 f 不是同胚。

⼃㥠 25.10. 在取 E1 的诱导拓扑下，证明

1. [0, 1] 与 (0, 1) 不同胚。

2. [0, 1] ∩ Q 与 (0, 1) ∩ Q 同胚。

⺋ 25.11. 设 f : X → Y 是一一连续映射。f(X) 是 Y 的子集，赋予子空间拓扑。如果
f : X → f(X) 是同胚，则称 f 是嵌入 (embedding)。含入映射是嵌入。
但是，并不是所有的一一映射都是嵌入。例如，我们可以一一连续地把直线映为 8 字形。

φ :

(
−π
2
,
3π

2

)
→ R2, φ(t) =

( √
2 cos(t)

sin2(t) + 1
,

√
2 cos(t) sin(t)
sin2(t) + 1

)
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图 62: 从区间到八字形的映射

⼃㥠 25.12. 证明 g 不是嵌入。

空间 X 中的一族子集 C 称为 X 的覆盖 (cover)，如果满足
⋃

C∈C C = X。如果 C 中的每个
集合都是开集，则称 C 为 X 的开覆盖 (open cover)；如果都是闭集，则称闭覆盖 (closed cover)。
如果 C 只有有限多个子集，则称为有限覆盖 (finite cover)。

⛊⹻ 25.13 (粘接引理 (Glueing Lemma)). 设 {A1, A2, · · · , An} 是空间 X 的有限的闭覆盖，如
果 f : X → Y 限制在每个 Ai 连续，则 f 是连续映射。

证明. 只要证明任何 Y 中闭集的原像是 X 中闭集。设 B 是 Y 中闭集。记 fAi 为 f 在 Ai 上的
限制。则有

f−1(B) =
n⋃

i=1

(f−1(B) ∩ Ai) =
n⋃

i=1

f−1
Ai

(B).

因 fAi 连续，故 f−1
Ai

(B) 是 Ai 中闭集。由诱导拓扑的定义，存在 X 中闭集 Ui ∈ X 使得
f−1
Ai

(B) = Ai ∩Ai。因 Ai 和 Ui 都是 X 中闭集，故 f−1
Ai

(B) 亦是 X 中闭集。f−1 是有限多个 X
中闭集的并集，从而是 X 中闭集。因此 f 是连续映射。

这给出了构造连续函数的一种方法。

⼃㥠 25.14. 如果定理中的闭覆盖改为开覆盖，结论是否成立？

⺋ 25.15 (充满空间的曲线). 设 70(A0, B0, C0) 是边长为 1 的等边三角形，记 D0 为三角形的中
心，记 f0 为映射

f0 : [0, 1]→70, f0(x) =

®
(1− 2t)A0 + (2t)D0, 当 t ! 1

2 ,

(2− 2t)D0 + (2t− 1)B0, 当 t " 1
2
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图 63: Peano 曲线
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f0 的像集如图63所示。将 70 均分为四个小三角形，重复这个过程，我们得到一系列的函数

f1, f2, f3, · · · , fn, · · ·

定义
f(x) = lim

n→∞
fn(x)

如果 x 映为某个三角形的顶点，就不再改变；如果 x 不是顶点，但 fn(x) 在某个小三角形
7n,α 中，那么它的像一直落在 7n,α 中，所以有

|fn(x)− fn+k(x)| !
1

2n
, ∀ k ∈ N, ∀ x ∈ [0, 1].

于是函数序列 {fn} 一致收敛，由于每个函数 fn 连续，所以极限函数 f(x) 存在并且连续。

⼃㥠 25.16. 证明 f 是满射，但不是同胚。

⒳⫕ⶥ⭺

设 (X, TX) 和 (Y, TY ) 为两个拓扑空间。X 与 Y 的笛卡尔乘积为

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

有自然的投射

pX : X × Y → X, pX(x, y) = x, pY : X × Y → Y, pY (x, y) = y.

⺋ 25.17. R2 = R1 × R1，正方形是两个 [0, 1] 的乘积。

我们要定义 X × Y 上使得投射 pX 和 pY 都连续的最小拓扑 T×。假定 pX 与 pY 连续。设 U
与 V 分别是 X 和 Y 中的开集，由连续性质，我们有 p−1

X (U) = U × Y 和 p−1
Y (V ) = X × V 是开

集。对笛卡尔积，我们有性质

(U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2)× (V1 ∩ V2) (25.1)

所以 U × V = (U × Y ) ∩ (X × V ) 是开集。因此 T× 需要包含所有开集的乘积。令 B× 为所有形
如 U × V 的子集族，这里 U 是 X 中开集，V 是 Y 中开集。但一般而言 B× 不是一个拓扑，因
为 U1 × V1 ∪ U2 × V2 一般来说不是一个乘积。

由性质25.1和定理24.24，B× 构成一个拓扑基。令 T× 为由 B× 生成的拓扑，也就是说，T× 中
的每个集合都是一些 Ui× Vi 的并，这里 Ui 是 X 中开集，Vi 是 Y 中开集。则 T× 是使得 pX 与
pY 都连续的最小拓扑。

T× 称为 X × Y 上的乘积拓扑 (product topology)，拓扑空间 (X × Y, T×) 称为 (X, TX) 与
(Y, TY ) 的乘积空间 (product space)。
我们也可以考虑多个拓扑空间的乘积。我们有

(X × Y )× Z ∼= X × (Y × Z)

即拓扑空间的乘积满足结合律。所以我们也记为 X × Y × Z。
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考虑无穷多个拓扑空间 (Xλ, τλ),λ ∈ Λ，它们的笛卡尔积定义为

∏

λ∈Λ

Xλ :=

ß
Λ

⊔
λ∈Λ Xλ

f
∣∣∣ f(λ) ∈ Xλ, ∀λ ∈ Λ

™

可以在
∏

λ∈Λ Xλ 上定义两种拓扑，分别由下面的拓扑基生成

B1 =

{
∏

λ∈Λ

Uλ
∣∣∣Uλ ∈ τλ, ∀λ ∈ Λ

}

B2 =

{
∏

λ∈Λ

Uλ
∣∣∣Uλ ∈ τλ, ∀λ ∈ Λ并且除去有限多个 λ 外，有Uλ = Xλ

}

通常采用的是第二种拓扑。如 R∞ 等。

ツ㝘 25.18. 设 X,Y, Z 是拓扑空间，f : Z → X × Y 是一个映射。则 f 连续当且仅当两个复合
映射 pX ◦ f : Z → X 和 pY ◦ f : Z → Y 都连续。

证明. 若 f 连续，因为投射 pX 与 pY 都连续，所以复合映射 pX ◦ f : Z ×X 与 pY ◦ f : Z → Y
连续。反之，设 pX ◦ f 与 pY ◦ f 连续。对任何开集 W ⊂ X × Y，及 z ∈ f−1(W )，由乘积拓扑
的定义，存在开集 U ⊂ X 及开集 V ⊂ Y，使得 f(z) ∈ U × V ⊂ W。因 pX ◦ f 与 pY ◦ f 连续，
故 (pX ◦ f)−1(U) = f−1(U × Y ) 开，(pY ◦ f)−1(V ) = f−1(X × V ) 开，所以

f−1(U × V ) = f−1((U × Y ) ∩ (X × V )) = f−1(U × Y ) ∩ f−1(X × V )

是开集。而 z ∈ f−1(U × V ) ⊂ f−1(W )，所以 z 是 f−1(W ) 的内点。由 z 的任意性及命题24.12，
f−1(W ) 是开集，所以 f 连续。

⼃㥠 25.19. 设 A ⊂ X，B ⊂ Y，证明 A× B = A× B。
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26 ➶⹹㩂㲓⶙㗷㩂

26.1 ➶⹹⤇⹻

我们关心拓扑空间中的两个点是否能够被邻域所区分开来。

⛊㯏 26.1. 设 X 是一个拓扑空间，我们称

1. X 为T1 空间，如果对 X 中任意两个不同的点 x 与 y，存在 x 的不包含 y 的邻域和 y 的
不包含 x 的邻域。

2. X 为T2 空间或 Hausdorff 空间，如果 X 中任何两个不同的点有不相交的邻域。

3. X 为T3 空间或正则空间 (regular)，如果任何点 x 和不包含 x 的闭集有不相交的开邻域。

4. X 为T4 空间或正规空间 (normal)，如果任何两个不相交的闭集有不相交的邻域。

在定义中，集合 A 的一个邻域是指内部包含 A 的一个集合。这四类空间的定义在下图中表
明出来

(a)
T1
空
间

(b)
Haus-
dorff
空
间

(c)
T3
空
间

(d)
T4
空
间

图 64: 分离公理示意图

一个 Hausdorff 空间必定是 T1 空间，但反之不对。例如实数集合 R 在余有限拓扑 Tf 下是
T1 空间，但并不是 Hausdorff 的。事实上，(R, Tf ) 的任何两个开集都相交。

ツ㝘 26.2. 一个拓扑空间是 T1 的当且仅当任何有限子集是闭集。

证明. 设 X 是 T1 空间，A = {x} 是一个单点子集。对任何点 y ∈ X \ {x}，由 T1 性质，存在开
集 Uy 使得 y ∈ Uy ⊂ X \ {x}。于是

X \ {x} =
⋃

y∈X,y )=x

Uy

是开集，从而 {x} 是闭集。所以 X 的任何有限子集也是闭集。

现在假定 X 的任何有限子集都是闭集。对于两个不同的点 x和 y，{x}和 {y}都是闭集，所
以 X \ {x} 和 X \ {y} 给出 T1 公理所需要的开集。

㟺⿥ 26.3. 设 X 是 T1 空间，A ⊂ X 是 X 的子集。如果 x 是 A 的一个聚点，则对 x 的任何
邻域 U，A ∩ U 是无穷集合。
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证明. 用反证法。假定存在 x 的邻域 U 使得 U ∩ A 是有限集合。我们可以选择 U 是开集。由
命题26.2，E := (U ∩ A) \ {x} 是闭集。于是 V = U \ E = (U \ (U ∩ A)) ∪ {x} 是 x 的开邻域，
但 V 并不包含 A 中除 x 以外的任何点。这与 x 是 A 的聚点矛盾。

上面两条性质对 Hausdorff 空间也成立。事实上，Hausdorff 空间的定义非常重要，因为它排
除了很多奇怪的拓扑空间。在流形的定义里，我们要求 Hausdorff 性质。下面说明 Hausdorff 空
间里，序列极限具有较好的性质。

ツ㝘 26.4. 在 Hausdorff 空间里，一个序列不会收敛到两个点。

证明. 设 {xn} 是 Hausdorff 空间 X 中的序列，收敛到 x0。对任何点 x += x0，由 Hausdorff 性
质，存在不相交的开集 U 和 V，使得 x0 ∈ U 及 x ∈ V。由序列收敛的定义，{xn} \ U 是有限
集。于是 V ∩ {xn} 是有限集。推论26.3说明 x 不可能是 {xn} 的聚点。命题得证。

⺋ 26.5. 我们给出非 Hausdorff 的 “流形” 的例子。令

R = R1
)=0 ∪ {z1, z2}

定义映射 p1, p2 : E1 → R 为

pi(x) =

®
x 若x += 0,

zi 若x = 0.

定义 R 上使得 p1 和 p2 都连续的最大拓扑。则 z1 和 z2 没有不相交的开邻域。但对 ∀ z ∈ R，存
在同胚于 E1 的邻域，并且是 T1 空间。

现在，我们给出正则和正规空间的等价条件。

⼃㥠 26.6. 一个空间是正则空间当且仅当是 T3 空间当且仅当对每个点 x 和它的开邻域 W，存
在 x 的开邻域 U，使得 U ⊂ W。一个空间是正规空间当且仅当对任何闭集 A 和它的开邻域 W，
存在 A 的开邻域 U 使得 U ⊂ W。

对一个 T1 空间 X，正规空间都是正则的，而正则空间都是 Hausdorff 的。但不满足 T1 公理
的条件下，这是不对的。考虑 R 上的如下拓扑

T = {(−∞, a) | −∞ ≤ a ≤ +∞}

(R, T ) 是正规的，因为任何两个非空闭集都相交；但 (R, T ) 不是 T1 空间，也不是 T3 空间或者
Hausdorff 空间。

ツ㝘 26.7. 乘积空间 X × Y 是 Hausdorff 的当且仅当 X 与 Y 均是 Hausdorff 的。

证明. 首先假定 X×Y 是 Hausdorff空间。设 x1 与 x2 是 X 中两个不同的点。任取 y ∈ Y，则由
Hausdorff 性质，存在 X × Y 中不相交的开集 W1 与 W2 使得 (xi, y) ∈ Wi(i = 1, 2)。于是存在
乘积拓扑基中的开集 U1 × V1 与 U2 × V2 使得 (xi, y) ∈ Ui × Vi。因为 Y ∈ Vi，所以 U1 ∩ U2 = ∅。
所以 X 是 Hausdorff 空间。同理可证 Y 是 Hausdorff 空间。
现设 X 与 Y 均为 Hausdorff空间。X×Y 中两个不同的点 (x1, y1)与 (x2, y2)，必然有 x1 += x2

或者 y1 += y2。不妨设 x1 += x2，因为 X 是 Hausdorff 空间，所以存在 x1 与 x2 的不相交的开邻
域 U1 与 U2，则 U1 × Y 与 U2 × Y 是 (x1, y1) 与 (x2, y2) 的不相交的开邻域。
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26.2 ⶙㗷㩂⤇⹻

拓扑空间 X 称为第一可数的 (first-countable)，如果每个点都有可数的邻域基，即对任意 x ∈ X，
存在可数多个 x 的邻域 Ui（i ∈ N），使得对任意 x 的邻域 V，存在某个 Ui 使得 Ui ⊂ V。

⺋ 26.8. 对于欧氏空间 En，点 x 的正有理数为半径的球形邻域构成可数的邻域基。所以欧氏空
间都是第一可数的。

⺋ 26.9. 取实数 R 上的余有限拓扑 τf。对 0 的任意可数多个邻域 {Ui}∞i=1，每个 U c
i 至多包含

有限多个无理数，所以
∞⋃

i=1

U c
i 至多包含可数多个无理数。因为无理数不可数，所以

∞⋂

i=1

Ui 中包

含不可数多个无理数。任取
∞⋂

i=1

Ui 中的无理数 a，V = R \ {a} 是 0 的邻域，但任何 Ui 都不包含

在 V 中，因为 a ∈ Ui \ V。所以 (R, τf ) 不是第一可数的。

拓扑空间称为第二可数的 (second-countable)，如果它的拓扑有一个可数的拓扑基。拓扑空
间称为可分的 (separable)，如果它有可数的稠密子集。第二可数的拓扑空间必定是可分的，因
为我们可以从它的可数基的每个开集中取一个点。

⺋ 26.10. 对欧氏空间 En，坐标为有理数的点是可数的，这些点的以正有理数为半径的开球构
成 En 的可数的拓扑基。所以欧氏空间是第二可数的。

ツ㝘 26.11. 第二可数的拓扑空间都是第一可数的，且是可分的。

证明. 设 X 是第二可数的拓扑空间，B 是可数的拓扑基。则对任意 x ∈ X，令 B′ 为

B′ =
{
U ∈ B

∣∣ x ∈ U
}

则 B′ 是 x 的至多可数的邻域的集合。对任意 x 的邻域 V，由拓扑基性质，存在 U ∈ B，使得
x ∈ U ⊂ V。由 B′ 的定义，有 U ∈ B′。所以 X 第一可数。

命题26.11的逆命题并不成立。
如下的定理26.12告诉我们什么时候正则的空间是正规的。

⛊⹻ 26.12 (Lindelöf 定理). 第二可数的正则空间是正规的。

证明. 设 X 是第二可数的 T3 空间，E 和 E ′ 是 X 中不相交的闭集。定理证明可由下图表明

取 X 的可数拓扑基 B，令 {B1, B2, · · · } 为 B 中所有闭包与 E ′ 不相交的开集，{B′
1, B

′
2, · · · }

为 B 中所有闭包与 E 不交的开集。令 Un = Bn \
⋃n

i=1 B
′
i，Vn = B′

n \
⋃n

i=1 Bi。则 Un 和 Vn 均
为开集，并且对任何 m 与 n，有 Un ∩ Vm = ∅。令 U =

⋃∞
i=1 Un 及 V =

⋃∞
i=1 Vn，则

U ∩ V =
∞⋃

n,m=1

(Un ∩ Vm) = ∅.

设 x ∈ E。因 X 是 T3 空间，故存在 x 和 E ′ 的不相交的开邻域 Wx 和 W ′
x。存在拓扑

基 B 中的开集 B 使得 x ∈ B ⊂ Wx。因 B 与 F ′ 不相交，故对某个 n ∈ N 有 B = Bn。而
E ∩

⋃n
i=1 B

′
i = ∅，故 x ∈ Un，从而有

E ⊂
∞⋃

n=1

Un = U, E ′ ⊂
∞⋃

i=1

Vn = V

所以 U 和 V 是 E 和 E ′ 不相交的开邻域。因此 X 是正规空间。
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27 ⛪⼋ⶥ⭺㲓⛪⼋⪇

27.1 ⛪⼋ⶥ⭺☨➶⹹㩂㺬

集合上可以给出不同的度量。

⺋ 27.1. 设 C 是闭区间 [0, 1] 上所有连续函数的集合，我们定义如下两个距离

d1(f, g) = max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)| , d2(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)| dt

距离 d1 和 d2 都给出了 C 上的度量。

⼃㥠 27.2. 证明 (C, d1) 是完备空间，但 (C, d2) 不是完备空间。给出 (C, d2) 中不收敛的柯西列。

ツ㝘 27.3. 一个度量空间是 Ti 空间，1 ≤ i ≤ 4。

证明. 设 E 和 F 是度量空间 X 中的单点集或者闭子集。

对 x ∈ X，令 d(x,E) = infy∈E d(x, y)。如果 E 是单点集，由度量的正定性知 d(x,E) = 0 当
且仅当 x ∈ E。若 E 是闭子集且 x /∈ E，则 Ec 是开子集，从而存在 ε > 0 使得 B(x, ε) ⊆ Ec。

对任意点 y ∈ E，我们有 d(x, y) >
ε

2
从而 d(x,E) ≥ ε

2
> 0。所以 d(x,E) = 0 当且仅当 x ∈ E。

因为 E 与 F 不相交，对任何 x ∈ X 有 d(x,E) + d(x, F ) > 0。函数

g : X → E1, g(x) =
d(x,E)

d(x,E) + d(x, F )

良定，并在对 x ∈ E 取值为 0，对 x ∈ F 取值为 1。对任何 x ∈ X \(A∪B)，我们有 0 < g(x) < 1。
令

U = g−1
([

0,
1

4

))
, V = g−1

((3
4
, 1
])

.

则 U 和 V 是不相交的开集，且 E ⊆ U，F ⊆ V。故 X 满足 T2、T3 和 T4 公理，从而也满足 T1

公理。

第二可数性质是一个很强的条件，度量空间也不都是第二可数的。取 R 上的如下度量

d(x, y) =

®
0 if x = y,

1 if x += y.

（验证 d 是 R 上的度量。）d 给出的度量拓扑是 R 上的离散拓扑，每个单点集都是开集，因为
{x} = B

(
x, 12
)
。(R, d) 的任何拓扑基都包含所有 {x}，从而是不可数的。

第二可数的空间总是可分的。事实上，只要在可数拓扑基的每个开集中去一点，即可得到可
数稠密子集。但反过来，可分的空间并不总是第二可数的。记 S 为所有无理数的集合，在 R上，
定义

T =
{
U \ A

∣∣U是E1中开集，A ⊂ S
}

⼃㥠 27.4. 验证 T 给出了 R 上可分但并不第二可数的拓扑。

ツ㝘 27.5. 可分的度量空间是第二可数的。
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证明. 设 X 是可分的度量空间，设 A 是 X 的一个可数稠密子集。令

B =

ß
B
(
a,

1

n

) ∣∣∣ a ∈ A, n ∈ N
™

则 B 是可数多个 X 的开子集构成的集合。对 X 中的每个开集 U 和点 x ∈ U，由度量拓扑

的构造，存在 ε > 0 使得 B(x, ε) ⊆ U。取自然数 N 使得
1

N
<
ε

2
。因为 A 在 X 中稠密，存

在 a ∈ A 使得 d(a, x) <
1

N
。令 Bx = B

(
a,

1

N

)
∈ B，则 x ∈ Bx。对任何点 y ∈ Bx，我们有

d(y, x) ≤ d(y, a) + d(a, x) <
1

N
+

1

N
<
ε

2
+
ε

2
= ε。于是 y ∈ B(x, ε) ⊆ U 且 Bx ⊆ U。从而

U =
⋃

x∈U

Bx

U 是 B 一些开集的并集。故 B 构成 X 的拓扑基，命题得证。

⺋ 27.6. 欧氏空间 En 是可分的，所以（正如我们已知）也是第二可数的。另外一个例子是
Hilbert 空间 Eω，定义为平方收敛的序列构成的线性空间，赋予如下乘积

〈{xn}, {yn}〉 =
∞∑

n=1

xnyn.

这给出了 Eω 上的度量

d({xn}, {yn}) =
»
〈{xn}, {yn}〉 =

( ∞∑

n=1

(xn − yn)
2
)1/2

Eω 是 En 的推广。Eω 是第二可数的：我们有如下的可数稠密集

A =
{
{xn}

∣∣∣ xn ∈ Q，且对足够大的 n 有xn = 0
}

⼃㥠 27.7. 证明 A 在 Eω 中稠密。

27.2 Urysohn 㯧⹻㲓 Tietze ⸷㷩⛊⹻
⛊⹻ 27.8 (Urysohn 引理). 对正规空间 X 中的不相交的非空闭集 A 和 B，存在连续函数
f : X → [0, 1]，使得 f(A) = 0 及 f(B) = 1。

度量空间中 Urysohn 引理的证明. 设 X 是度量空间，A 和 B 是 X 的不相交的非空闭子集。
对 x ∈ X，定义 d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y)。我们证明函数 f = d(·, A) : X → E1 是连续函数。设

U 是 d0 = f(x0) = d(x0, A) 的邻域，则存在 ε > 0，使得 (d0 − 2ε, d0 + 2ε) ⊂ U。对任意
z ∈ B(x0, ε) =

{
y ∈ X

∣∣ d(x0, y) < ε
}
及 x ∈ A，我们有

d(x0, x)− ε < d(x0, x)− d(z, x0) ≤ d(z, x) ≤ d(x0, x) + d(z, x0) < d(x0, x) + ε

在 A上取最小值，我们得到 d0−ε ≤ d(z, A) ≤ d0+ε，于是 d(z, A) ∈ U。所以 B(x0, ε) ⊆ f−1(U)，
f−1(U) 是 x0 的邻域。所以 d(·, A) 是连续函数。
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因为 A 是闭集，d(x,A) = 0 当且仅当 x ∈ A。因为 A 和 B 不相交，对任意 x ∈ X，我们有
d(x,A) + d(x,B) > 0，所以函数

g : X → E1, g(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

良定，并且对 x ∈ A 取值 0，对 x ∈ B 取值 1。引理得证。

一般拓扑空间中 Urysohn 引理的证明. 记 Q0 为 [0, 1] 中有理数的集合，则 Q0 是可数的，我们
可以排序为

Q0 = {r1 = 1, r2 = 0, · · · , rn, · · · }.

第一步 我们对每个 ri ∈ Q0 构造开集 Ui，使得

1. 如果 rn < rm，则 Un ⊂ Um；

2. A ⊂ Un ⊂ Bc。

令 U1 = Bc。因为 A 和 B 是不相交的非空闭集，它们有不相交的邻域 U2 和 V。我们有
U2 ⊂ Bc。现在假定我们已经构造了 U1, · · · , Un。设

rm = max{rl | l ≤ n, rl < rn+1}, rk = min{rl | l ≤ n, rl > rn+1}

我们有 rm < rk 及 Um ⊂ Uk。Um 和 X \ Uk 是不相交的闭集，从而有不相交的开邻域，记为
Un+1 和 Vn+1。我们有

Um ⊂ Un+1 及 Un+1 ⊂ Uk.

由数学归纳法，所有 Un 得以构造。

第二步   定义函数 f : X → E1 为

f(x) = sup {0, rn ∈ Q0 | x /∈ Un} 或 f(x) = inf{1, rn ∈ Q0 | r ∈ Un}

容易验证这两个定义相同。现在我们证明 f 连续，这只要证明，对任何开区间 (a, b) ⊂ E1 及
∀ x ∈ f−1(a, b)，存在 x 的开邻域 Ux ⊂ f−1(a, b)。根据 f(x) 的取值，分如下三种情形。

1. 0 < f(x) < 1。存在 Q0 中的有理数 rm 和 rk 使得

a < rm < f(x) < rk < b

对任何 y ∈ X \ Um，有 f(y) ≥ rm。因为 (rm, f(x)) 中存在有理数，我们有 x ∈ X \ Um。
我们也有 x ∈ Uk。令 U = (X \ Um) ∩ Uk，则 U 是 x 的开邻域，并且 U ⊂ f−1(a, b)。

2. f(x) = 0。取 rk ∈ Q0 使得 0 < rk < b，则 x ∈ Uk ⊂ f−1(a, b)。

3. f(x) = 1。取 rm ∈ Q0 使得 a < rk < 1，则 x ∈ X \ Um ⊂ f−1(a, b)。

于是 f 连续。

⛊⹻ 27.9 (Tietze 扩张定理). 正规空间的闭子集上的实值连续函数可以扩张到整个空间。

Tietze 扩张定理是 Urysohn 引理的推广。
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证明. 设 E 是正规空间 X 的闭子集，f : E → E1 是 E 上的连续函数。

首先假定 f(E) ⊆ [−1, 1]。令 A1 = f−1([−1,−1/3]),B1 = f−1([1/3, 1])。则 A1 和 B1 是 E 中
不相交的闭子集，从而也是 X 中不相交的闭子集。由 Urysohn 引理，存在 X 上的连续函数
ϕ1 : X → [−1/3, 1/3]，使得 ϕ1在A1上取值为−1/3，在B1上取值为 1/3。令 f1 = f−ϕ1 : F → E1，
则我们有 f1(E) ⊆ [−2/3, 2/3]。
重复上述过程，我们构造 X 上的连续函数 ϕ2 : X → [−1, 1] 使得 ϕ2(X) ⊆ [−2/9, 2/9]，并且

f2 = f1 − ϕ2 = f − ϕ1 − ϕ2 满足 f2(E) ⊆ [−4/9, 4/9]。
继续重复上述过程，我们得到一列 X 的连续函数 {ϕn}，满足

(1) ϕn(X) ⊆
[
− 2n−1

3n
,
2n−1

3n

]
；

(2) 对 ∀ x ∈ E，有 |f(x)− ϕ1(x)− · · ·− ϕn(x)| ≤
2n

3n
。

由 Weierstrass M-判别法，级数函数
∞∑

n=1

ϕn(x) 在 X 上一致收敛，并且和函数 f̃(x) =
∞∑

n=1

ϕn(x)

连续。我们有 f̃(X) ⊆ [−1, 1]。由 (2), 对 x ∈ E，有 f̃(x) = f(x)。所以 f̃ 是 f 在 X 上的连续
扩张。

对 E 上的一般连续函数 f : E → E1，令 g : E → E1 为函数 g(x) =
2

π
arctan(f(x))。则由

g(E) ⊆ (−1, 1)，从而由上面推理，我们可以扩张 g 为 X 上的连续函数 g̃ : X → [−1, 1]。令
F =

(‹f ′
)−1({−1, 1}

)
，则 E 和 F 是 X 中不相交的闭子集。由 Urysohn 引理，存在 X 上的

连续函数 h : X → [0, 1] 使得 h 在 E 上取值为 1，在 F 上取值为 0。所以对任意 x ∈ X，有
h(x)g̃(x) ∈ (−1, 1)，并且在 E 上有 h(x)g̃(x) = g(x)，在 F 上有 h(x)g̃(x) = 0。因此函数

f̃(x) := tan(π
2
· h(x) · g̃(x)), ∀x ∈ X

是 f 在 X 上的连续扩张。

满足定理中结论的空间显然是正规空间的，所以 Tietze 定理给出了正规空间的充要条件：一
个拓扑空间是正规的当且仅当任何闭子集上的连续实值函数可以扩张到整个空间。

一个拓扑空间 (X, T ) 称为可度量化的 (metrizable)，如果存在 X 上的度量 d，使得 T 与 d
诱导的度量拓扑相同。

⼃㥠 27.10. 证明：实数 R 上的余可数拓扑 Tc 不能实现为度量拓扑。

⛊⹻ 27.11 (Urysohn 可度量化定理). 第二可数的正规的 Hausdorff 空间是可度量化的。

证明. 设 (X, T ) 是第二可数的正规的 Hausdorff 空间，B 是一个可数的拓扑基。令

P =
{
(B,B′) ∈ B × B

∣∣ B ⊆ B′}

易见 P 是可数的，我们可以将 P 中元素排列为 (B1, B′
1), (B2, B′

2), · · · .
因为 X 是正规空间，由 Urysohn引理，存在连续函数 fn : X → [0, 1]使得在 Bn 上 fn(x) = 0，

在 X \B′
n 上 fn(x) = 1。如果 P 是有限的，对 n > N = #P，令 fn = 0。对 X 中的点 x 与 y，

令

d(x, y) =
( ∞∑

n=1

(fn(x)− fn(y))2

n2

)1/2

我们证明 d 是 X 上的度量。
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1. 正定性 显然我们有 0 ≤ d(x, y) < ∞。如果 x += y，因为 X 是 Hausdorff 空间，存在
B′ ∈ B 使得 x ∈ B′ 但 y /∈ B′。因为 X 是正规空间，不相交的闭集 {x} 和 X \ B′ 有不
相交的邻域 U 和 V。设 B ∈ B 使得 x ∈ B ⊆ U，则有 B ⊆ B′ 从而 (B,B′) ∈ P。设

(Bn, B′
n) = (B,B′)，则 fn(x) = 0 但 fn(y) = 1。于是我们有 d(x, y) ≥

…
1

n2
=

1

n
> 0。所

以 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y。

2. 对称性 d 的对称性是显然的。

3. 三角不等式 d 满足三角不等式可由 Cauchy-Schwarz 不等式给出。

所以 d 给出了 X 上的度量。我们需要证明 d 诱导的度量拓扑 Td 和 X 上原来的拓扑 T 一致，
即 T 中开集都是 Td 中开集，反之亦然。

设 U 是一个 Td下的开子集。对任何 x ∈ U，存在 ε > 0使得 B(x, ε) =
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) < ε
}
⊆

U。取 N ∈ N使得
∞∑

n=N+1

1

n2
<
ε2

2
。对 i = 1, · · · , N，gi(y) := |fi(y)− fi(x)|是从 (X, T )到 [0,∞)

的连续函数，所以 Wi = g−1
i

([
0, ε√

2N

))
是 (X, T ) 中的开集。令 Wx = W1 ∩ · · · ∩WN。则 Wx

是 (X, T ) 中开集，并且对任何 y ∈ Wx，我们有

d(x, y) <

…
ε2

2N
·N +

ε2

2
= ε

于是 Wx ⊆ U，x 是 U 在拓扑 T 下的内点。由 x 的任意性，U 是拓扑 T 下的开集。
反过来，对 T 下的开集 U 和点 x ∈ U，存在 B′ ∈ B 使得 x ∈ B′ ⊆ U。{x} 和 X \ B′ 是

X 中不相交的开子集，因为 X 的正规性，它们有不相交的开邻域 N1 和 N2。存在 B ∈ B 使得
x ∈ B ⊆ N1，我们有 B ⊆ B′，从而存在 kx ∈ N 使得 (B,B′) = (Bkx , B

′
kx)。对任何 y ∈ X \ B′，

我们有 fk(x) = 0 及 fk(y) = 1。所以 d(x, y) ≥
√
1/k2

x = 1/kx。于是 B(x, 1/kx) ⊆ U，在拓扑 Td

之下，x 是 U 的内点。由 x 的任意性，U 是拓扑 Td 下的开集。

综上所述，我们有 T = Td，所以 (X, T ) 是可度量化的。

一个拓扑空间 X 可度量化当且仅当它可以嵌入到某个度量空间中。事实上，如果 f : X →
(Y, dY ) 是嵌入，定义 dX(x1, x2) = dY (f(x1), f(x2))，则 dX 是 X 的度量化。定理27.11的证明将
X 映入到无穷维 Hilbert 空间 Eω 中

x <−→
(
f1(x),

f2(x)

2
, · · · , fn(x)

n
, · · ·

)

并说明此映射是一个嵌入。

⛊⹻ 27.12 (Nagata-Smirnov度量化定理). 拓扑空间是可度量化的当且仅当它是满足 T3 公理的
Haussdorff 空间并且具有 σ-局部有限的基。

⛊㯏 27.13. 设A是X的一族子集，若对 ∀ x ∈ X，存在 x的邻域 U，使得#
{
V ∈ A

∣∣U ∩ V += ∅
}
<

∞，则称 A 是局部有限的 (locally finite)；X 的一族子集 B 称为可数局部有限的 (countably
locally finite) 或σ-局部有限的 (σ-locally finite)，如果 B 是可数多个子集族 Bn 的并，其中每个
Bn 都是局部有限的。

定理27.12的证明需要用到良序公理。
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28 ⱈ㺤㩂

28.1 ㇻ㗉ⶥ⭺㺲☨ⱈ㺤㽳⭅

⛊⹻ 28.1 (Heine-Borel 定理). 闭区间 [0, 1] 的任何开覆盖都有有限的子覆盖。

证明一. 设 U 是 [0, 1] 的开覆盖。令

F =
{
a ∈ [0, 1]

∣∣ [0, a] 可被 U 中有限多个开集覆盖
}

因 0 ∈ F，故 F 不空。令 α = supF。如果 α = 1，则定理成立。如果 α < 1，因 U 覆盖 [0, 1]，
故存在 U ∈ U 使得 α ∈ U。U 开，故存在 ε > 0，使得 (α − ε,α + ε) ⊂ U。因 α = supF，存
在 a ∈ F ∩ (α− ε,α+ ε)。设 [0, a] 被 U1, · · · , Un ∈ U 覆盖，则 U1, · · · , Un, U 覆盖了

[
0,α +

ε

2

]
，

从而 α +
ε

2
∈ F。这与 F 的定义和 α = supF 矛盾。所以 α = 1。定理得证。

⼃㥠 28.2. 用闭区间套的办法证明 Heine-Borel 定理。

⛊㯏 28.3. 一个拓扑空间称为紧致的 (compact)，如果它的任意开覆盖都有有限子覆盖。

所以 Heini-Borel 定理可以陈述为：闭区间 [0, 1] 是紧致的。

⺋ 28.4. 由定义，有限的拓扑空间，或者拓扑有限（即 τ 是有限集合）的拓扑空间，是紧致的。

⺋ 28.5. (R, Tf ) 紧致，但 E1 不紧致。

紧致性是空间的拓扑性质，也就是说，如果 X 与 Y 同胚并且 X 紧致，则 Y 也是紧致的。
任何闭区间 [a, b] 都同胚于 [0, 1]，所以 [a, b] 也是紧致的。紧致性不仅在同胚下保持，在连续映
射下也是保持的。

ツ㝘 28.6. 紧致集的连续像是紧致的。

证明. 设 f : X → Y 是连续满射，X 紧致。设 C 是 Y 的开覆盖，则 C ′ =
{
f−1(U)

∣∣U ∈ C
}
是

X 的开覆盖。因 X 紧致，故 C ′ 有有限的子覆盖，设 X = f−1(U1) ∪ · · · ∪ f−1(Un)。因 f 是满
射，故有 Uk = f(f−1(Uk))。所以 U1, · · · , Un 是 Y 的有限覆盖。所以 Y 紧致。

空间 X 的子集 A 称为紧致子集，如果在子空间拓扑下，A 是紧致的。A 的子集 U 在子空
间拓扑中是开集当且仅当存在 X 的开集 V 使得 U = V ∩ A，所以 X 的子集 A 紧致当且仅当
每个覆盖 A 的 X 的开集族有一个有限的子覆盖。

ツ㝘 28.7. 紧致空间的闭子集紧致。

证明. 设 X 是紧致的拓扑空间，E 是 X 的闭子集。设 C 是 E 的开覆盖。Ec = X \ E 是开集，
于是 C ′ = C ∪ {Ec} 是 X 的开覆盖。因 X 紧致，故存在 C ′ 的有限子集 C1 = {U1, · · · , Un} 覆盖
X。如果 Ec +∈ C1，则 C1 是 C 的有限子集，覆盖 X，从而也是 E 的子覆盖；如果 Ec ∈ C1，不
妨设 U1 = Ec，则我们有 E ⊂ Ec ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un，从而 E ⊂ U2 ∪ · · · ∪ Un。所以 E 紧致。

Heine-Borel 定理有下面的推论

㟺⿥ 28.8. 闭区间上的任意连续函数 f : [a, b]→ E1 有界。
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证明. 对 n ∈ N，令 Un = f−1((−n, n))。因为 f 连续，每个 Un 都是 [a, b] 中的开集，所以 {Un}
构成 [a, b] 的开覆盖。有 Heine-Borel 定理，我们可以找到有限多个开集，Un1 , · · · , Unk

，使得
[a, b] = Un1 ∪ · · · ∪ Unk

。令 M = max{n1, · · · , nk}，则对任意 x ∈ [a, b] 有 −M < f(x) < M。

Heine-Borel 定理可以被推广，事实上我们有

㟺⿥ 28.9. E1 的子集紧致当且仅当它是有界闭子集。

证明. 若 A是 E1的有界闭集，则存在M ∈ N使得 A ⊂ [−M,M ]。由 Heine-Borel定理，[−M,M ]
紧致，而 A 是 [−M,M ] 的闭子集，故由命题28.7，A 紧致。

反过来，设 A 是紧致的。则 {(−n, n)} 是 A 的开覆盖，从而有有限子覆盖，此即说明 A 有
界。如果 A 不闭，设 a ∈ A \ A。对自然数 n，令 Un =

(
−∞, a− 1

n

)
∪
(
a+ 1

n ,+∞
)
。开集族

{Un} 构成 A 的开覆盖。因为 A 紧致，存在有限子覆盖 Un1 , · · · , Unk
。令 N = max{n1, · · · , nk}，

则我们有 A ⊂
(
−∞, a− 1

N

)
∪
(
a+ 1

N ,+∞
)
。于是

(
a− 1

N , a+ 1
N

)
∩ A = ∅，这与 a ∈ A \ A 矛

盾。所以 A 是闭集。

⼃㥠 28.10. 用 Heine-Borel 定理证明的细分法给出推论28.9的直接证明。

㟺⿥ 28.11. 紧致空间上的实值连续函数有界并且达到它的上下界。

证明. 设 X 是紧致空间，f : X → E1 是连续函数。则 f(X) 紧致，从而使 E1 中的有界闭集，于
是 f(X) 有界，并取到上下界。

⼃㥠 28.12. Heine-Borel 定理的证明可以推广到高维欧氏空间中，我们可以得到

⼃㥠 28.13. En 中的子集紧致当且仅当它是有界闭集。

28.2 ⱈ㺤㩂㲓➶⹹㩂

虽然我们证明欧氏空间中的紧致集合是闭集，但对一般的拓扑空间，这不总是对的。一方面，紧
致子集未必是闭集，甚至更坏，紧致子集的闭包未必是紧致的；另一方面，在某些条件下，紧
致子集是闭集。

⺋ 28.14 (紧致但不闭的子集). 令 X 为多于两个元素的集合，赋予平凡拓扑。则 X 中的单点
集合紧致但不闭。一个不太平凡的例子是 R上的余有限拓扑 Tf。Z不是 (R, T ) 中的闭集，但 Z
是紧致的。事实上，(R, Tf ) 的任何子集都是紧致的。

⼃㥠 28.15. 构造拓扑空间 X 及其紧致子集 A，使得 A 的闭包 A 不紧致。

ツ㝘 28.16. Hausdorff 空间中，紧致子集和不相交的点有不相交的开邻域。从而 Hausdorff 空
间的紧致子集是闭集。

证明. 设 A 是 Hausdorff 空间 X 的紧致子集，x ∈ X \A。对任何点 y ∈ A，因 X 是 Hausdorff
空间，存在 x 和 y 的不相交的开邻域 Uy 和 Vy。开集族

{
Vy

∣∣ y ∈ A
}
构成 A 的开覆盖，因 A 紧

致，故有有限的子覆盖。设 Vy1 , · · · , Vyn 是覆盖 A，令 V = Vy1 ∪ · · ·Vyn，U = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn，
则 U 和 V 是 x 和 A 的不相交的开邻域。

对任何点 x ∈ X \ A，存在 x 与 A 的不相交的开邻域，所以 x 是 X \ A 的内点。由 x 的任
意性，X \ A 是开集，故 A 为闭集。

ツ㝘 28.17. 从紧致空间到 Hausdorff 空间的一一连续满射必为同胚。
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证明. 设 f : X → Y 是从紧致空间 X 到 Hausdorff 空间 Y 的一一连续满射。设 E 是 X 的闭子
集，因 X 紧致，故 E 紧致，从而 F = f(E) 是 Y 的紧致子集。因 Y 是 Hausdorff 空间，故 F
是闭集，从而 f 使闭映射。这说明 f−1 是连续映射。所以 f 是同胚。

⼃㥠 28.18. 从紧致空间到 Hausdorff 空间的连续单射必为嵌入。

ツ㝘 28.19. Hausdorff 空间的两个不相交的紧致子集有不相交的邻域。

证明. 设 A 与 B 是 Hausdorff 空间 X 的两个不相交的紧致子集。由命题28.16，每个点 x ∈ A
与 B 有不相交的开邻域 Ux 与 Vx。这样的开集族

{
Ux

∣∣ x ∈ A
}
构成 A 的开覆盖，而 A 紧致，

故有有限子覆盖。设 Ux1 , · · · , Uxn 是这样的一个有限子覆盖。令

U = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn , V = Vx1 ∩ · · · ∩ Vxn

则 U 与 V 是 A 和 B 的不相交的开邻域。

ツ㝘 28.20. 紧致的 Hausdorff 空间满足 T3 与 T4 公理。

证明. 设 X 是紧致的 Hausdorff 空间，E 与 F 是 X 的不相交的闭集。由命题28.7，E 与 F 紧
致。由命题28.19，E 与 F 有不相交的开邻域，所以 X 是 T4 空间。因 Hausdorff 空间中单点集
是闭集，所以 X 也满足 T3 公理。

28.3 ⱈ㺤㲓⼜ⱈ

ツ㝘 28.21 (Bolzano-Weierstrass 性质). 紧致空间的无穷子集必有聚点。

证明. 设 X 是紧致空间，{xn} 是 X 的没有聚点的无穷子集。对任何 x ∈ X，存在开邻域 Ux 使
得 Ux ∩ {xn} 是有限集。这样的开集族

{
Ux

∣∣ x ∈ X
}
构成 X 的开覆盖，因 X 紧致，故有有限

的子覆盖。这说明 {xn} 是有限集。矛盾。

⛊㯏 28.22. 一个拓扑空间称为列紧的 (sequentially compact)，如果它的任何无穷序列都有收敛
子列。

一个序列 {xn} 收敛到 x0，如果 x0 的每个邻域都包含 {xn} 中除有限多个点之外的所有点。

⺋ 28.23. 考虑 R 上的余有限拓扑 Tf，既是紧致的，也是列紧的。

ツ㝘 28.24. 列紧空间上的实值连续函数有界，并且达到它的最大最小值。

证明. 设 X 是列紧的拓扑空间，f : X → E1 是连续函数。如果 f(x) 无界，则 g(x) = |f(x)| 无
界，且存在序列 {xn} ⊂ X，使得 lim

n→∞
g(x) = +∞。因为 X 列紧，故序列 {xn} 有收敛的子列

{xnk
}。设 xnk

→ x∗。因为 g(x) 连续，故 U = g−1((g(x∗) − 1, g(x∗) + 1)) 是 x∗ 的邻域。因为
xnk
→ x∗，存在 K ∈ N 使得当 k > K 时，xnk

∈ U，从而当 k > K 时，

g(x∗)− 1 < g(xnk
) < g(x∗) + 1

这与 g(xnk
)→ +∞ 矛盾。于是 f(x) 有界。设 M = sup

x∈X
f(x)，则存在序列 {xn}，使得 f(xn)→

M。因为 X 列紧，故 {xn} 有收敛子列，不妨设 {xn} 本身收敛到 xmax。f 的连续性给出
f(xmax) = lim

n→∞
f(xn) = M。于是 f 达到最大值，同理 f 也达到最小值。
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㟺⿥ 28.25. 第一可数的紧致空间都是列紧的。

证明. 设 X 是第一可数的紧致空间，{xn} 是 X 中的无穷序列。由 Bolzano-Weierstrass 性质，
存在点 x0 ∈ X，使得 x0 的每个邻域都包含 {xn} 中无穷多项。因为 X 是第一可数的，可取
x0 的可数邻域基 {Un}，使得 m > n 时有 Um ⊂ Un。任取 n1 使得 xn1 ∈ U1，取 n2 > n1 使得
xn2 ∈ U2；以此类推。则子列 {xnk

} 收敛到 x0。

⛊⹻ 28.26. 一个度量空间是紧致的当且仅当它是列紧的。

证明. 设 X 是紧致的度量空间，{xn} 是 X 中的无穷序列。如果某个点 xm 在此序列中出现
无穷多次，那么子序列

{
xk ∈ {xn} | xk = xm

}
收敛到 xm。否则，我们可以假设当 n += m

时有 xn += xm。由 Bolzano-Weierstrass 性质，{xn} 有一个极限点，设为 x0。对任何 k ∈ N，

B

(
x0,

1

k

)
∩ {xn}是无穷集合。任取点 xn1 ∈ {xn}∩B(x0, 1)。设 xn1 , · · · , xnk−1

已经取好，选取

点 xnk
∈ {xn} ∩ B

(
x0,

1

k

)
，使得 nk > nk−1。则 {xn}的子序列 {xnk

}收敛到 x0，所以 X 列紧。

反之，设 X 是列紧的度量空间。对于 X 的开覆盖 C，下证 C 有有限子覆盖。
首先，我们证明存在 δ > 0，使得对任意 x ∈ X，存在 U ∈ C 使得 B(x, δ) ⊂ U。如若不然，

则对于任意自然数 n，存在 xn ∈ X，使得对任意 U ∈ C，有 B

(
xn,

1

n

)
\ U += ∅。因为 X 列

紧，序列 {xn} 有一个收敛子列，不妨让 {xn} 本身收敛到 x∗。设 x∗ ∈ U∗ ∈ C。则存在 δ∗ > 0，

使得 B(x∗, δ∗) ⊂ U∗。因为 xn → x∗，B

(
x∗,

δ∗
2

)
∩ {xn} 是无穷集合，所以存在 n0 ∈ N 使得

xn0 ∈ B
(
x∗,

δ∗
2

)
并且

1

nk
<
δ∗
2
。对任何 y ∈ B

(
xn0 ,

1

n0

)
，我们有

d(x∗, y) ! d(x∗, xn0) + d(xn0 , y) !
δ∗
2
+

1

n0
<
δ∗
2
+
δ∗
2

= δ∗

所以 B

(
xn0 ,

1

n0

)
⊆ U∗，这与 {xn} 的构造矛盾。

其次，我们证明存在有限子集 A = {z1, · · · , zm} 使得对任何点 x ∈ X，有 d(x,A) < δ。如若
不然，任取点 z1 ∈ X，用归纳法，取 zk ∈ X 使得对任何 i < k 有 d(zk, zi) > δ。我们的假设保
证了 zk 的存在性。这样我们得到了无穷序列 {zk}∞k=1，使得对任何 i += j 有 d(zi, zj) > δ。此序
列不可能有收敛子列。这与 X 列紧矛盾。

对每个 zk ∈ A，取 Uk ∈ C，使得 B(zk, δ) ⊂ Uk。则 {U1, · · · , Um} 是 X 的有限覆盖。所以
X 紧致。

在定理的证明中，我们得到如下的 Lebesgue 引理：

ツ㝘 28.27 (Lebesgue 引理). 设 X 是紧致的度量空间，C 是 X 的开覆盖，则存在正实数 δ > 0
使得 X 的任何直径小于 δ 的子集都包含在 C 的某个成员中。δ 称为 C 的 Legesgue 数。

28.4 ⒳⫕ⶥ⭺☨ⱈ㺤㩂㺬

ツ㝘 28.28. 乘积空间 X × Y 紧致当且仅当 X 与 Y 均紧致。
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㯧⹻ 28.29. 设 A ⊂ X 是紧致子集，y ∈ Y。设 W ⊂ X × Y 是 A× {y} 的邻域。则存在 A 的
开邻域 U ⊆ X 和 y 的开邻域 V ⊆ Y，使得 U × V ⊂ W。

证明. 任何点 (x, y) ∈ A× {y} 都是 W 的内点，在乘积拓扑之下，存在开集 Ux ⊆ X 和 Vx ⊆ y
使得 (x, y) ∈ Ux × Vx ⊆ W。{Ux, x ∈ A} 构成 A 的开覆盖，因 A 紧致，故有有限子覆盖，设

{Ux1 , · · · , Uxn} 是这样的有限子覆盖。令 U =
n⋃

i=1

Uxi 及 V =
n⋂

i=1

Vxi。则 U 是 A 在 X 中的开邻

域，V 是 y 在 Y 中的开邻域，并且 U × V ⊂ W。

命题28.28的证明. 假设 X × Y 紧致。X 和 Y 分别是投射 pX : X × Y → X 和 pY : X × Y → Y
的像集。因为紧致集的连续像紧致，故 X 与 Y 均紧致。

设 X 与 Y 紧致，C 是 X × Y 的开覆盖。对任何点 y ∈ Y，我们有 X × {y} ∼= X，从而紧
致。C 也是 X × {y} 的开覆盖，所以有有限子覆盖 Cy。令 Wy 为 Cy 中所有开集之并。由引理，
存在 y 的开邻域 Vy 使得 X × Vy ⊆ Wy。开集族 {Vy, y ∈ Y } 是 Y 的开覆盖，因为 Y 紧致，故
有有限子覆盖，设为 {Vy1 , · · · , Vym}。因为每个 Cyi 有限，所以 C0 = Cy1 ∪ · · · Cym , 有限，并且 C0
覆盖 X × Y。因此 X × Y 紧致。

运用数学归纳法，可以证明有限多个紧致空间的乘积在乘积拓扑下紧致。在承认选择公理的
前提下，有如下更广泛的定理

⛊⹻ 28.30 (Tychonoff 定理). 设 Xα（α ∈ Λ) 是一族非空的紧致空间，则在乘积拓扑之下，
X =

∏

α∈Λ

Xα 紧致。

28.5 ⳨⏩ⱈ㺤㲓➢ⱈⶥ⭺

⛊㯏 28.31. 拓扑空间 X 称为局部紧致的 (locally compact)，如果每个点 x ∈ X 都有紧致的邻
域。

例如，紧致空间都是局部紧致的，欧氏空间 En 也是局部紧致的。

⼃㥠 28.32. 设 X 是局部紧致的 Hausdorff 空间，则

• X 是正则空间。

• 对 ∀ x ∈ X，x 的紧致邻域构成邻域基。

• X 的开子集也是局部紧致的。

⛊㯏 28.33. 拓扑空间 X 称为仿紧的 (paracompact)，如果对任何 X 的开覆盖 U，存在 X 的开
覆盖 U ′，使得

1. 任何 U ′ ∈ U ′ 都包含在某个 U ∈ U 中。

2. 任何 x ∈ X 都存在邻域 V 使得

#
{
U ′ ∈ U ′ ∣∣ U ′ ∩ V += ∅

}
<∞

紧致空间都是仿紧的，取 U ′ 为有限子覆盖即可。欧氏空间也是仿紧的，这可以从 [−n, n]n
的紧致性得出。
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⼃㥠 28.34. 仿紧的拓扑空间具有如下性质

• 仿紧的 Hausdorff 空间都是正规空间。

• 局部紧致的第二可数的 Hausdorff 空间是仿紧的。（En 的仿紧性可以这样得到。）

• 度量空间都是仿紧的。

28.6 㠌㋍ⶥ⭺☨ⱈ㺤⪇1

⛊㯏 28.35. 设 Y 是紧致的 Haussdorff 空间，X ⊂ Y 赋予子空间拓扑，若 X = Y，则称 Y 是
X 的紧致化 (compactification)。设 Y 与 Z 都是 X 的紧致化，若存在同胚 h : Y → X 使得对
∀ x ∈ X 有 h(x) = x，则称 Y 与 Z 等价 (equivalent)。若 X 的紧致化 Y 满足 Y \X 是单点集，
则称 Y 为 X 的一点紧致化 (one-point compactification)。

⼃㥠 28.36. 证明：拓扑空间 X 的一点紧致化若存在，则具有唯一性。

⛊⹻ 28.37. 拓扑空间 X 具有一点紧致化当且仅当 X 是局部紧致的 Hausdorff 空间。

设 X 是局部紧致的 Hausdorff 空间，我们来构造 X 的一点紧致化。取不属于 X 的元素 ∞，
定义 Y = X ∪ {∞}。定义

T =
{
U
∣∣U ⊂ X 开，或 T \ U ⊂ X 在 X 中紧致

}

则 T 是 Y 上的拓扑。(Y, T ) 是 X 的一点紧致化。

若 X 本身紧致，则 X 的一点紧致化是 X 与一个孤立单点的并。若 X 自身不紧致，则在 X
的一点紧致化 Y 中，有 X = Y。

空间 X 称为完全正则的 (completely regular)，若单点集在 X 中闭，且对 ∀ x0 ∈ X 及 X 的
不包含 x0 的闭子集 A，存在连续函数 f : X → [0, 1]，使得 f(x0) = 1 及 f(A) = {0}。

⛊⹻ 28.38 (Stone-Cech 存在性定理). 设 X 是完全正则的拓扑空间，则存在 X 的紧致化 Y，
使得任何 X 上的有界连续函数 f : X → R 可唯一地延拓为 Y 上的连续函数 f̃ : X → R。

⛊⹻ 28.39 (Stone-Cech 唯一性定理). 设 X 是完全正则的拓扑空间，设 Y 与 Z 都是 X 的紧
致化，满足定理28.38中的延拓性质，则 Y 与 Z 等价。

⛊㯏 28.40. 设 X 是完全正则的拓扑空间，X 的满足定理28.38中延拓性质的紧致化称为 X 的
Stone-Čech 紧致化 (Stone-Čech compactification)，记为 β(X)。β(X) 可被如下性质刻画：对
从 X 到任何紧致 Hausdorff 空间 C 的任何连续映射 f : X → C 可唯一地延拓为连续映射
g : β(X)→ C。

1此小节不属于讲授内容
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