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：函数的凸凹性、渐近线，函数作图与方程求根。

1. 设函数 f(x) 是区间 (a, b) 上的凸函数，求证：

(a) 对 ∀x0 ∈ (a, b)，左导数 f ′
−(x0) 和右导数 f ′

+(x0) 存在，从而 f(x) 在 x0 处连续。

(b) 对 ∀x0 ∈ (a, b)，f ′
−(x0) ⩽ f ′

+(x0)

(c) 左导函数 f ′
−(x) 和右导函数 f ′

+(x) 在 (a, b) 内单调上升。

2. 设函数 f(x) 是区间 (a, b) 上的凸函数，求证：对 ∀x0 ∈ (a, b)，存在 m ∈
[
f ′
−(x0), f

′
+(x0)

]
，使得

f(x) ⩾ f(x0) +m(x− x0), ∀x ∈ (a, b)

3. 作下列函数的图形
(a) y = sin3 x+ cos3 x, (b) y = 3

√
xe−x

4. 对常数 λ ∈ R，求方程
1

sinx
+

3
√
3

cosx = λ

在区间 [0, 2π] 上的实根个数。

5. 用牛顿法求方程 x3 − 2 = 0 的正根。已知 x1 = 2，迭代 6 次，计算到 x6。

6. 设函数 f(x) 在 U(x0, δ) 上可导，f(x0) = 0，并存在常数 α，使得

q = sup
|x−x0|<δ

|1− αf ′(x)| < 1

求证：对任意 x1 ∈ U(x0, δ)，由公式 xn+1 = xn − αf(xn) 确定的序列 {xn} 收敛到 x0。

7. 设函数 f(x) 在 (0,+∞) 上可导，且为凸函数，满足

f(x) = x2 + x2 · ε(x), lim
x→+∞

ε(x) = 0

求证：

(a) 对 ∀h ∈
(
0,

x

2

)
，有

f(x)− f(x− h)

h
⩽ f ′(x) ⩽ f(x+ h)− f(x)

h
。

(b) 对 ∀ η > 0，存在 M > 0，使当 x > M 时，对 ∀h ∈
(
0,

x

2

)
有

2x− h− η

h
x2 ⩽ f ′(x) ⩽ 2x+ h+

η

h
x2

(c) lim
x→+∞

f ′(x)

2x
= 1。

(d) 若 f(x) 可导，但不是凸函数，那么由 lim
x→+∞

f(x)

x2
= 1 能否得出 lim

x→+∞

f ′(x)

2x
= 1？

8. 对自然数 n ∈ R，给定方程 xn + x = 1，求证：

(a) 在 x > 0 上方程有唯一解 xn。

(b) lim
n→+∞

xn = 1。

(c) 当 n → +∞ 时，有 1− xn ∼ lnn

n
。
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