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：泰勒公式、函数的单调性与极值

1. 写出下列函数在 x = 0 的泰勒公式至指定的阶数

(a) ln(cosx+ sinx) (x4) (b)
x

2x2 + x− 1
(x4)

2. 设函数 f(x) 在 U(x0, δ) 上有 (n− 1) 阶导数，在 x0 处有 n 阶导数，并且

f (n)(x0) ̸= 0, f ′′(x0) = f ′′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0

求证：当 0 < |h| < δ 时，存在 θ ∈ (0, 1)，使得

f(x0 + h)− f(x0) = hf ′(x0 + θh) 且 lim
h→0

θ =
1

n−1
√
n

3. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上二阶可导，并且 f ′(a) = f ′(b) = 0，求证：存在 ξ ∈ (a, b)，使得

|f ′′(ξ)| ⩾ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|

4. 设函数 f(x) 在 (0,+∞) 上二次可导，且对 ∀x > 0 有

|f(x)| ⩽ M0, |f ′′(x)| ⩽ M2

求证：对 ∀x > 0，有
|f ′(x)| ⩽ 2

√
M0M2

并举例说明上述不等式无法改进。

5. 求证下列不等式

(a) sinx+ cosx > 1 + x− x2 (x > 0) (b) ln(1 + x) ⩾ arctanx

1 + x
(x ⩾ 0)

6. 求证：方程 f(x) =
(
2
π − 1

)
lnx− ln 2 + ln(1 + x2) = 0 在区间 (0, 1) 内有且只有一个实根。

7. 设 u > e，设 x(u) 是方程 x lnx = u 的根

(a) 求证：x(u) ∼ u

lnu
(u → +∞)

(b) 求 f(x) =
lnx

x
在 x > 1 上的最大值。

(c) 求证： u

lnu
⩽ x(u) ⩽

(
1 +

1

e

)
u

lnu
。

8. 设

f(x) =

2− x2

(
2 + sin 1

x

)
, x ̸= 0,

2, x = 0.

求证：

(a) x = 0 是 f(x) 的极大点。

(b) 在 x = 0 的任意小邻域内，f(x) 在 x = 0 的右侧不单调下降，在 x = 0 左侧不单调上升。
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