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ky CQ`/�M 曲线定理
流形 M 中的一条简单闭曲线是指单位圆周在 M 中的一个嵌入。这里的“简单”是指没有自交点，“闭”是指
它是一个环路。平面中的简单闭曲线通常称为 CQ`/�M 曲线。

CQ`/�M 曲线 非 CQ`/�M 曲线

定理 kyXR UCQ`/�M 曲线定理VX 平面中的一条 CQ`/�M 曲线 J 将平面分为两个连通分支，每一个连通分支
都以 J 为边界。

CQ`/�M 曲线定理首先由 *�KBHH2 CQ`/�M UR3j3ĜRNkkV 在他的 *Qm`b /Ƕ�M�Hvb2 提及。但定理的证明并不
容易。CQ`/�M 自己给出的证明非常复杂但不正确。证明的困难在于“简单闭曲线”的概念的一般性，不限
于多边形的边界或者“光滑”曲线，而是包括圆周的所有拓扑像集。同时，如“内部”和“外部”的概念，虽然
直观上是清楚的，必须有准确的定义，然后 CQ`/�M 曲线定理才有可能有严格的证明。第一个严格的证
明是由 o2#H2M(o2#y8) 给出的。

关于 CQ`/�M 曲线定理有如下一些明显的事实：

RX E2zJ 是 E2 中的开集，从而是无边界的曲面。E2zJ 是局部道路连通的，也就是说，每点有道路连
通的邻域。所以 E2zJ 的连通分支都是道路连通分支，并且是开子集。

kX E2zJ 有唯一的无界的连通分支。

jX 如果我们把 E2 换作 S2，定理仍然成立。

CQ`/�M 曲线定理的证明并不容易，如下的 CQ`/�M 曲线是不可求长的
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CQ`/�M 曲线定理可以增强为如下的

定理 kyXk Ua+?Mî~B2bVX 平面中的一条 CQ`/�M 曲线 J 将平面分为两个连通分支，其中一个分支的闭包同
胚于 D2。

在三维里的相应定理并不正确。如下的 �H2t�M/2` 角球是一个范例。
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练习 kyXjX 证明实心 �H2t�M/2` 角球的补空间不是单连通的。

证明X !!
kyXR 折线情形的 CQ`M/�M 闭曲线定理
首先我们证明当 J 是折线情形的证明。

命题 kyX9 U折线情形的 CQ`/�M 曲线定理VX 如果 J 是平面中的简单闭折线，则 J 将平面分为两个连通分
支，每个连通分支以 J 为边界。

练习 kyX8X 对于（一般情形的）CQ`/�M 曲线 J，如果存在道路连接 p,q P E2zJ，则存在 E2zJ 中的（有
限）折线连接他们。

证明X 设 α : r0,1s Ñ E2zJ 连接 p 与 q，则 d0 “ dpJ,αr0,1sq ą 0。由 G2#2b;m2 引理，存在 n P N 使得对

任意整数 0 ď i ă n，有 diam
"

α
ˆ„

i
n
,
i ` 1

n

˙*
ă d0

2
。则折线

p “ αp0q ´ α
ˆ

1
n

˙
´ α

ˆ
2
n

˙
´ ¨¨ ¨ ´ α

ˆ
n ´ 1

n

˙
´ α p1q “ q

连接 p 到 q。对任意 t P r0,1s，设 t P
„

i
n
,
i ` 1

n


，对任意 x P J，有

dpαptq,xq ě dpαpi{nq,xq ´ dpαpi{nq,αptq ą d0 ´ d0

2
“ d0

2

取下确界，有 dpαptq,Jq ě d0
2 ą 0。所以 αpr0,1sq X J “ H，即 αpr0,1sq Ă EzJ。 !!

证明X P 的的线段称为边，线段的端点称为顶点。因为只有有限多条边，我们可以取与所有边都不平行
的向量 !v。对任意 x P E2zJ，考虑从 x 点沿 !v 方向的射线

"x “
"

x ` t!v P E2 ˇ̌
t P r0,8q

(

因为 !v 与所有的边都不平行，"x 与 J 相交于有限多个点。y P "x X J 称为有效相交点，如果 y 不是顶点，
或者 y 是顶点但包含 y 的两条边在 "x 的两侧。点 x P E2zJ 的奇偶性定义为 "x 与 J 有效相交点数的奇偶
性。令 A 为 E2zJ 中偶点的集合，B 为奇点的集合。参看下图。
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p2

p3

!v

断言 U�VX 如果线段 P 与 J 不交，则 P 中任意两点奇偶性相同。

我们考虑当 x 在线段 P 上移动是 "x 与 J 的相交。相交数只有当 "x 与 J 的交点包含顶点时发生改变，
如果该顶点是有效相交点，则 #"x X J 不改变，如果是无效相交点，则 #"x X J 增加或者减少 k，但奇偶
性不变。

断言 U"VX 如果两点 p,q P E2zJ 具有相同的奇偶性，则存在与 J 不交的折线连接 p 到 q。

p q

J

p1 q1

!!
kyXk CQ`M/�M 闭曲线定理的证明
对于一般情形，我们的证明基于 J�2?�`� 的文章 (J�239)（J�2?�`� 的证明基于 JQBb2 的证明）。我们
先证明如下引理

引理 kyXeX 设 α : r0,1s Ñ D2 是一条道路，满足 α´1pS1q “ t0,1u 及 αp0q ‰ αp1q，则 α 分离 D2，也就
是说，D2zαpr0,1sq 不道路连通。

证明X 采用反证法，我们假设 D2zαpr0,1sq 道路连通。我们把 D2 看作复平面 C 中的单位圆盘。不失一
般性，我们设 αp0q “ ´i 及 αp1q “ i。依假设，存在道路 β : r0,1s Ñ D2zαpr0,1sq 连接 ´1 到 1。定义映
射 f : r0,1s ˆ r0,1s Ñ S1 为

f pa,bq “ αpaq ´ β pbq
}αpaq ´ β pbq} .
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记 ! 为 r0,1s ˆ r0,1s 的边界。令 O “ p0,0q 及 x0 “ f pOq “ exp
ˆ

´πi
4

˙
X 定义同伦 G : ! ˆ r0,1s Ñ S1 为

G
`
pa,bq, t

˘
“ f pta, tbq，于是 f : ! Ñ S1 零伦（这里我们仍用 f 表示它在 ! 上的限制），特别地，诱导同

态 f˚ : π1p!,Oq Ñ π1pS1,x0q 平凡。

如图kj所示，令 η : r0,1s Ñ ! 为 ! 中基于 O 的环路，由如下定义的四条道路 ηi : r0,1s Ñ ! Ui “ 1,2,3,4V

η4 η2

η1

η3

f

x0

γ1

γ2

γ3

γ4

图 kj

连接而得
η1psq “ ps,0q, η2psq “ p1,sq, η3psq “ p1 ´ s,1q, η4psq “ p0,1 ´ sq.

令 γi : r0,1s Ñ S1（i “ 1,2,3,4）为道路 γipsq “ f ˝ ηipsq，即

γ1psq “ f ps,0q, γ2psq “ f p1,sq, γ3psq “ f p1 ´ s,1q, γ4psq “ f p0,1 ´ sq.

道路 γ1 连接 x0 “ expp´πi{4q 到 exppπi{4q。因为 γ1psq “ αpsq ` 1
}αpsq ` 1}，γ1psq 的实部非负。令道路 γ 1

1 : r0,1s Ñ S1

定义为 γ 1
1psq “ exp

ˆp2s ´ 1qπi
4

˙
。则对任意 s P r0,1s 有 γ1psq ‰ ´γ 1

1psq，所以 γ1 与 γ 1
1 定端同伦，同伦为

H1ps, tq “ p1 ´ tqγ1psq ` tγ 1
1psq››p1 ´ tqγ1psq ` tγ 1
1psq

››

对 γ2、γ3 和 γ4 有同样构造，则 γ “ γ1.γ2.γ3.γ4 是 S1 中基于 x0 的环路，定端同伦于环路 γ 1 : r0,1s Ñ S1，

其中 γ 1 定义为 γ 1psq “ exp
ˆp8s ´ 1qπi

4

˙
。〈γ 1〉 是 π1pS1,x0q 的生成元，我们有 f˚p〈η〉q “ 〈 f ˝ η〉 “ 〈γ 1〉 ‰ 0，

这与 f 零伦矛盾。所以不存在 D2zα
`
r0,1s

˘
中从 ´1 到 1 的道路，从而 D2 ˆ α

`
r0,1s

˘
不连通。 !!

约当曲线定理的证明X 因为 J 紧致，我们可取点 A,B P J 使得 dpA,Bq “ suptdpx,yq | x,y P Ju。取包含 J 的
矩形 M，使得 J X BM “ tA,Bu，并且 A,B 是 M 一组对边的中点，并且这组对边与线段 AB 垂直。A 和 B
将 J 分为两条道路从 A 到 B 的道路 J1 和 J2。设 C 和 D 是 M 的另外两条边的中点。如图k9所示。由引
理，任何 M 中从 C 到 D 的道路（我们取线段 CD）都与 J1 和 J2 相交。设 P1（P2）是 CD X J 最靠近 C

（D）的点（因为 CD X J 闭，所以 P1 和 P2 可以取到）。P1 和 P2 不可能都属于 J1（都属于 J2），否则，道
路（图k8�）

C CD !! P1
J1pJ2q

!! P2
CD !! D

连接 C 到 D，但与 J2（J1）不交。不失一般性，设 P1 P J1，P2 P J2。令 P4 为 CD X J2 中最靠近 C 的点，
P3 为 CP4 X J1 中最靠近 P4 的点。则 P3P4 X J “ tP3,P4u。记 Q 为线段 P3P4 的中点。
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图 k9

断言 U�VX 不存在 E2zJ 中连接 Q 到 M 外任何一点的道路。从而 E2zJ 不连通。

如果存在道路 α : r0,1s Ñ E2zJ 连接 Q 到 αp1q P E2zM（参看图k8#）。则 α 与 BM 相交不空，令 E 为 α
与 BM 的第一个交点。A 与 B 将 BM 分为两部分 B1 和 B2，其中 B1 包含 C，B2 包含 D。不妨设 E P B1，
则 M 中的如下道路（参看图k8+）

D CD !! P2
J2 !! P4

CD !! Q α !! E
B1 ! ! C

连接 D 到 C，并且与 J1 不交。所以不存在 E2zJ 中连接 Q 到 M 外的道路。

断言 U"VX E2zJ 的每个连通分支都以 J 为边界。

设 U 是 E2zJ 的连通分支。我们有 BU “ U X pE2zUq。因 E2zJ 开，对 x P E2zJ，如果 x P U，则 x R E2zU
从而 x R BU；如果 x R U，则 x R U 从而 x R BU。所以我们有 BU Ď J。
如果 BU Ř J，则存在 L Ă J 使得 L – r0,1s 且 BU Ă L。由 hB2ix2 扩张定理，恒同映射 1L : L Ñ L 可以扩
张为收缩映射 r : E2 Ñ L。令 iL : L ãÑ E2 为含入映射，如果 U 是一个有界分支，定义 f : E2 Ñ E2 为

f pxq “
#

i ˝ rpxq, x P U ,

x, x P E2zU,

如果 U 是（唯一的）无界分支，定义 f 为

f pxq “
#

x, x P U ,

i ˝ rpxq, x P E2zU,

因为对 x P BU “ U X pE2zUq 有 i ˝ rpxq “ x，由焊接引理，f 连续。取内部包含 M 的圆盘 D，则 f 在 D 上
的限制 f0 保持 BD 不动。 f0 不满，因为 pJzLq X f0pDq “ H 且 JzL ‰ H。取 x0 P JzL。对任意 x P D，令
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gpxq 为从 x0 出发经过 x 的半直线与 BD – S1 的交。则我们得到从 D 到 S1 的压缩映射。这是不可能的，
所以 BU “ J。

断言 U*VX E2zJ 有且只有两个连通分支。

我们已经由两个连通分支：包含 Q 的分支和包含 E2zM 的无界分支。如果还有第三个连通分支 V，则
Q R V 且 V Ď M。道路（参看图k8/）

β : C CD !! P1
J1 !! P3

CD !! P4
J2 !! P2

CD !! D

与 V 不交，引理说明 A 和 B 在 Mzβ pr0,1sq 的不同的连通分支里。另一方面，A,B P J “ BV 而 V 连通，
V Ă V Y tA,Bu Ă V，所以 V Y tA,Bu 连通，于是 A 和 B 包含在 Mzβ pr0,1sq 的同一连通分支内，矛盾。

所以 E2zJ 恰好有连个连通分支：一个包含 Q，另一个是无界分支，每个分支都以 J 为边界。 !!
与 CQ`/�M 曲线定理相反，如果我们有同胚于闭区间 r0,1s 的 E2 的曲线，则它并不分离平面。这样的曲
线称为简单曲线。

定理 kyXdX E2 中同胚于闭区间 r0,1s 的子空间 C 不分离 E2。

证明X 假设 E2zA 有多于一个连通分支。因为 A 紧致，我们可以取包含 C 的圆盘 D，设 S1 “ BD。设 K
是 E2zC 的一个有界分支，则 K Ă D。取 p P K，设 r : Dztpu Ñ S1 为沿着连接 p 与 S1 各点的直线而作
的收缩映射，即

rpp1 ´ tqp ` txq “ x, @ t P p0,1s,x P S1

令 f : DzK Ñ S1 为 r 在 DzK 上的限制。

考虑 r 在 C 上的限制 h。由于 C – r0,1s，可以提升 h 为映射 rh : C Ñ R，使得 π ˝rh “ h，这里 π : R Ñ S1

为指数映射。由 hB2x2 扩张引理，rh 可扩张为连续映射 rg : C Y K Ñ R，令 g “ π ˝ rg : C Y K Ñ S1。

定义函数 F : D2 Ñ S1 为

Fpxq “
#

f pxq, x P DzK,

gpxq, x P C Y K.

因为 f 与 g 在 C 上相等，所以 F 良定。欧氏空间的开集的连通分支必为开集，所以 K 是开集。所以
DzK 为闭集。另外，K 的闭包不能与 E2zC 的其他连通分支相交，所以 K Ă C Y K。由于 C 是 D 中的闭
集，措意 C Y K 是 D 中闭集。所以有焊接引理，F 连续。

对 x P S1，我们有 Fpxq “ f pxq “ x，所以 F 为从 D 到 S1 的收缩映射。矛盾。 !!
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