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1. 设 f : S1 → S1 与恒同映射不同伦，证明 f 必有不动点，即存在 x ∈ S1，使得 f(x) = x。

2. 证明从拓扑空间 X 到 Y 的映射零伦当且仅当它可以扩张为从 X 上的锥形到 Y 的映射。

3. 设 f : X → Y 是连续映射，ω 为连接 X 中点 x0 到 x1 的道路类。证明

(f ◦ ω)# ◦ f∗ = f∗ ◦ ω# : π1(X,x0) → π1(Y, f(x1))

换而言之，下面的图表交换
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4. 设空间 X 道路连通，取基点 x0 和 x1，任何从 x0 到 x1 的道路 ω 给出同构

ω# : π1(X,x0) → π1(X,x1)

证明 ω# 不依赖于 ω 的选取当且仅当 π1(X,x0) 是交换群。

5. 设映射 f : S1 → S1 定义为 f(z) = zn（n ∈ Z），描述同态 f∗ : π1(S
1, 1) → π1(S

1, 1)。

6. 设 A是空间 X 的道路连通子空间，取基点 x0 ∈ A，证明含入映射 A ↪→ X 诱导的同态 π1(A, x0) →
π1(X,x0) 是满同态当且仅当 X 中的每条端点在 A 中的道路可以定端同伦到 A 中的道路。

7. 定义映射
f : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1], f(θ, s) = (θ + 2πs, s)

证明：

(a) f 可以相对于 S1 × {0} 或者 S1 × {1} 同伦于恒同映射。
(b) f 不可能相对于 S1 × {0, 1} 同伦于恒同映射。
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