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缘起

⡟文䊕䇻⡫䎀 2014 㛋 12 䊣 12 㦶䊻㩞Ⰼ⫔学㲊㩞学㲤 (イ㚰㬱中㾥㾄㤙) 的一⧂㵍㘜⡉⷇᷍䄡㈾⭸ⷆⴔ
䁽⧪㠋, 䄓⤜㘃キ⧱㑬㋻㭗㬒的㑫⤾ⴈⷒ.

Galois 理论㋪㸞㬨⡟㋧ㅸⰯ⨊㼔⫛㭞㋯程的⹻㘂. ⡉⷇⡟䅃㬨⼮⡟㋧㪛㻱㑥一㾊⼮ Galois 理论㼁⹹,
㦜ⱙ常㸋⨖⭩ㅭ⤥㰚⽗㬴的题⤥. 目的䊻䇻⧃㬵⥜㭗学㋧䐏ヅ应䇱的ㅜ㦻⿆㪄, 㵍㬒デ顾㡅䐒⹼䊕㒘, ⱙ
⤜䊻䇻⧣㭗⽋⫔的㣑䁹理论, ⽔一䐷䁖㑘䇱㬒⽓⺞䇭⤜ゑ. ⼽㻵㦜, 䎃⳾⧪㠘䊗䊗⫐⤜⭞㩰㭗㠻㶜; 㿎ⱁ
Ⱟ㕅的㿑㭗⺞䇻⤾㔫, 理应⫔㋋⫔䷹䐏⪇䇷㸿㰚㬊䍚. 䎃ォ㬨㋮⹼㌓ソ的ご㭙, 䄓㬨⡫䎀⷗㦬学㬗㰚㻿,
䐜㚽䊎䂚⧫␧㑬.
ォ㦜⪴ Galois 理论㲙起, 䄵㻣ㅌズ㪉一Ⰹ程Ⱙ的⡟㋧㪛⫛㭞⡔㈑, ⢋䓝ㅭ⤥㧈 [11] 的䑘ⶪ⤠分䄲㈎⪣

⪣䇱䈁. ⤜⺞㸳㗨⼽㌍㈮。㌈䊞⫛㭞学的⢀ㆈ, 〓䎀㹄㛟䎃㗕㯖: 㰚㸞 “⢀ㆈ” 䄓㬨⡟㸿㰚㸞䇱, 㸿㰚㸞
㸿的.
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1 域论回顾

Galois 理论的㻷⫛⢎㭗ㅉ〚䇻域论语言, ⽔䎀䇪 E. Steinitz 䊻 20 㬡ギ⨖ㅉ㑃. 㼁⹹理论㋪ボ䑏㦯一⫛㭞
学ㅭ⡟, 㧈 [11]. 㸳㗨ビ单回顾㧕ⶪ〚⡟ⶦ㛏㧈㻣.

• 域㬨㉀䇱ゴ, ブ, ⧬, ⨞ (分㚙⳨㒄) 㯥䋓䊬㰄的⫛㭞ㆂ⹚, 㕛䔄ㆂ合㔪, 分㞅㔪⼮ㅜ⿜㔪⭩性䐫; 䓃
䅃⭞䎃㏐㸳㗨䄋㤔⧬ⳉ㯔㿓㋪ㅜ⿜: xy = yx. ⿜言䐏, 一⷗域 (F,+, ·) 㸿⳨㬨一⷗㰚䇱⳨㒄䊋ㅵ㋪
㛇的ㅜ⿜⿘; 䎃㏐ズ㪉㰚䇱⿘ㅵ⼍⧬ⳉ单㸜䊋 1. 㸳㗨䁹用䄵㻣⢋䓝的ⴜ⼦: Q (䇱理㭞域) , R (㬖
㭞域) , C (ⶕ㭞域) .

• 域 F 㩰䄵 X 㸋⢅䊋的的ⱁ㼏㬞⿘エ㸋 F [X], 䇱理⼐㭞域エ㸋 F (X), 䓝⪬㋪䄵Ⰹ䅆ⱁ⢅䊋的㤊㾯,
㧈 F [X,Y ] ⭩.

• 㧕 F 㸋 E 的䓴域 (ゕ: F 对 E 中的 +, −, · ゑ㦂㛇䊬㰄ⴃ⡶) , 䋓⧧ E 㸋 F 的㎊䍦〓㎊域, 䄓エ
㸋 E/F .

• 㪉 E, F 㸋域, 㦯䅃⿘㵍㲍 ϕ : F → E Ⱍ㬨单㵍㲍, ⪬㬒䄓⧧㵍㲍 ϕ 㸋域的㣗㧌, 㡅㼔 ϕ(F ) 㬨 E

的䓴域.

• 域㎊䍦 E/F 的⪯㭞 [E : F ] Ⰹ䅆㸋 dimF E, 䎃㏐ E 㵙⺞⧬ⳉ䊬㰄⧪㸋 F -㼓㑠㋶ヅ.

• ⧱㩰, 㧕对 α ∈ E ⫇䊻 F -ⱁ㼏㬞⿘ F [X] 中的⳨㒄䊋 Q 㬚⭤ Q(α) = 0, 䋓⧧ α 䊻 F 㩰㬨⫛㭞的:
㰝㬨ⱁ㼏㬞 Q 的ⷚ. ⪬㬒⫇䊻⤜㋪䊝ⱁ㼏㬞 P ∈ F [X] 㬚⭤

{Q ∈ F [X] : Q(α) = 0} = (P ) := P · F [X],

⧧䐏㸋 α 的れ㾂ⱁ㼏㬞; P 䊻䐢ⱁ⥏⷗ F× 中的比㏞常㭞的䅃䅆㻣㬨㸉一的. 㧕㗠⷗ α ∈ E 䊻 F

㩰Ⱍ㬨⫛㭞的, 䋓⧧ E/F 㸋⫛㭞㎊䍦.

⪴㻷⫛⹼⮄㋕, ㈎⮅的ⱁ㼏㬞ⷚ㬞ㆃ问题㋪⺊ㆂ㸋⫛㭞㎊䍦的䁱㈠. 㬣㬖㩰, ⷙⰉ㦯䅃 P ∈ F [X], 㸳
㗨䓽㚽⹜ “㾯㬞⭹” ⹚䋍域㎊䍦 E/F 㬚⭤ P 䊻 E 中䇱ⷚ; ⤜Ⳣズ㪉 P 䊻 F 㩰⤜㋪䊝, 䎃㏐的⟍ⳉ㬨㾯
㬞⭹㳎㧌一⷗ⷚ: 考㔨㩭⿘ F [X]/(P ) ⼮㵍㲍

c+ (P ) E := F [X]/(P )

c F

∈

∈

㋪䐅㘘 E 㬨域, ⤜Ⳣ㬴䐏㸋 F 的㎊域; ㋪䐅㘘㞄ゐ α := X + (P ) ∈ E 㕛䔄 P (α) = 0, ⱙ㣳 [E : F ] =

degP . ⳕⶕ⤺作⢄㚽⭤⭞⨅分⫔的䇱㻿㎊䍦 L/F , 㬚⭤
• P 䊻 L 㩰分ㆃ㸋一⪯䅓䓴的〞,
• L 作㸋 F 的㎊域䇪 P 的㰚䇱ⷚ㪛⧪.

䎃䂚的 L/F ⧧㸋 P 的分㑲域. ㋪䄵䐅㘘 P 的分㑲域䊻䐢ⱁ⥏一⷗ F -㵍⹚的䅃䅆㻣㸉一. ⼯㸞 F -㵍⹚?
㧕 F 的㎊域ヅ的㣗㧌 ϕ : L→ L′ 㬚图⢎

L L′

F

ϕ

ㅜ⿜, 䋓⧧ ϕ 㬨 F -㣗㧌, 㵍理㋪Ⰹ䅆 F -㵍⹚. 㸳㗨⿚㋪䄵㆙一⤞Ⰹ䅆㦯一䔆ⱁ㼏㬞 {Pi ∈ F [X]}i∈I 的分
㑲域, 㡅中䐙⢋ゐ I ㋪䄵㬨㸿㻿ゐ, ⫇䊻⼮㸉一性㦵㦜⧪㑃.
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对䇻ⱁ㼏㬞ⷚ㬞ㆃ的䁱㈠, 䔏䐹䄋的㤊㾯㬨㕛䔄㻣㭗㳖ミ的域㎊䍦 L/F

• L/F 䎞⺇, 䅁ゕ L 㬨 F 㩰㚔一䔆ⱁ㼏㬞的分㑲域;
• L/F ㋪分, 䅁ゕ对㦯䅃 α ∈ L ⼮ P ∈ F [X] 㬚⭤ P (α) = 0 䎀, P 㸿䐹ⷚ.

䎃䂚的㎊䍦⧧㸋 Galois ㎊䍦, 㼁应的 Galois 㦛 Gal(L/F ) Ⰹ㸋

Gal(L/F ) := {F -䓵㵍⹚ L→ L} ,

㡅中的㦛䊬㰄㬨䓵㵍⹚的合⧪.
㒕䅃⭞对䇻㦯䅃 P ∈ F [X], 㦛 Gal(L/F ) 䐹㝦 P 䊻 L 中的ⷚ, 䎃㬨䅓㸋对㦯䅃 σ ∈ Gal(L/F ) ⼮

α ∈ L,
P (α) = 0 ⇐⇒ P (σ(α)) = σ(P (α)) = 0.

⭒ L 㬨ⱁ㼏㬞 P 的分㑲域㬒, 䎃⷗䐹㝦作用㬖カㅌ Gal(L/F ) 㣗㧌㸋 {P 的ⷚ的㰚䇱㝦㑱} 的䓴㦛. 䇻
㬨㸳㗨ㅴ㩰㑬 Galois 的⨖䐵:

Galois 㦛 ≈ ⷚ的对⧧

Galois ⹹䇻ⷚ㬞ㆃ的Ⰹ理㋪⢎㭗㧈㻣.

定理 1.1 㪉 P ∈ F [X] 㸋⤜㋪䊝ⱁ㼏㬞, ⤃㦂㡅⳷㑲䈓 L, 䋓 P (X) = 0 ⭥ㆃ㚽⢎㸋ⷚ㬞⭒㣳㆗⭒
Gal(L/F ) 㸋㋪ㆃ㦛.

䎃⷗ㆂ⺜䐢㩺䇱㑞䐷用ⳉ.

• 一㬨䁱㈠㲹Ⰹ方程䇱㸿ⷚ㬞ㆃ. ㏞㧈 P (X) = X5 − 6X + 3 ∈ Q[X] 的 Galois 㦛 Gal(L/F ) 㵍⹚䇻
对⧧㦛 S3, ⹫⤜㋪ㆃ.

• ⱟ㬨䁱㈠一⟄ n ⪯ⱁ㼏㬞 P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a0 的ⷚ䇱㸿⹌㬞ㆃ (䄵ⷚ㬞⢎⫐),

䎃㏐⢎㭗 “一⟄” 㻖㭞的㬷ⳉ㬨ㅌ㸕Ⰹ㻖㭞 a0, . . . , an−1 㬴㸋⢅䊋, 㰚䄵㰚论的ⱁ㼏㬞㬖䋓㬨
P ∈ k(a0, . . . , an−1), 㡅中 k 㬨䁂Ⰹ的〚域ⱙ F := k(a0, . . . , an−1) 㬨 n 䊋䇱理⼐㭞域. ⤜㚲䐅㘘
P 䊻 F 㩰⤜㋪䊝, ⱙ㣳⪬㬒 Gal(L/F ) ≃ Sn. 㲹⢑⭹, 㹆⪯䄵㩰ⱁ㼏㬞方程㸿一⟄的ⷚ㬞ㆃ.

2 Galois 对应
㈮⨊㼔的, ㆂ⹚性的⥄㘇⹼䍶, Galois 理论的⼬㾥㬨㰚㸞的 Galois 对应㧈㻣.

定理 2.1 㪉 L/F 㸋 Galois ㎊䍦, [L : F ] <∞; 䐤 G := Gal(L/F ), 䋓䇱㯌㪅

{H ⊂ G : 䓴㦛} ←→ {F ⊂ E ⊂ L : 䐱ヅ䈓}

H 7−→ LH := {α ∈ L : ∀σ ∈ G, σ(α) = α}

Gal(L/E)←−[ E.
⪬㶃, H ◁G ⭒㣳㆗⭒ E/F 㬨 Galois ㎊䍦.

注记 2.2 对䇻㸿㤏 Galois ㎊䍦 L/F , 䇔㪅 E 7→ Gal(L/E) 㬨单㪅⭌⤜㬨㕛㪅. ⪇理㸿㤏㎊䍦的一䐷⟍
ⳉ㬨ⶔ䈉 G = Gal(L/F ) 㚔䐷䓵㦜的拓扑㦛ㆂ⹚, ⧧㸋 Krull 拓扑; ⭒ [L : F ] 䇱㻿㬒 Krull 拓扑㸿⳨㬨
㏌㩃拓扑. 一⟄㤊㾯的 Galois 对应ⷙ⨗㯌㪅

{H ⊂ G : ⡶䓴㦛} ←→ {F ⊂ E ⊂ L : 中ヅ域}

H 7−→ LH

Gal(L/E)←− [ E.
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一⷗㗓䅍㬖㵍的⟍ⳉ㬨ㅌ Gal(L/E) 作㸋㵗㪅䇱㻿㦛, 䅁ゕ䇱㻿㦛的㵗㪅れ㻿

Gal(L/E) = lim←−
K/E:Galois
[K:E]<∞

Gal(K/E)

⪇理䐏. 㵗㪅⿐㬨䊬用范畴论的常ボ㬷ⳉ, 㩵⽔㲷论淡中范畴ゑ㡅 Galois 㦛㬒⿚。䈗⭞㼁㯧的⹚䋍.

3 应用: 作图问题
Galois 理论的㒎一⷗䑙㘜应用㬨㈎⮅的⨀⺇作图问题. 㸳㗨㻩㝸㋋⹅㉀㎕⧯㤆作图的⫛㭞䅃䅆: 䊻㠞㘇
㩰㦂Ⰹ䐒ㅨ䔙⢋㻖, ⤃㦂Ⰹ单㸜⧅Ⱙ 1. ⪷㔵⭹㯖, 䊻㠞㘇㩰⹚作一⷗⮄㼁⭒䇻⹚作㡅䔙⢋ (x, y); ⭩ゼ的
㯖ⳉ㬨⹚作㼁应的ⶕ㭞 z := x+ yi ∈ C. 䅓⪬⹚作ㅨⰩ㼁⭒䇻⹚作单㸜䊓㩰的⮄.
䎃㲸理论一⭊㈮㸜, 作图问题中 “䐒⨀” ⼮ “䊓⺇” 的⹇用Ⱍ㋪䄵⫛㭞⭹㋭⿎. 䎃方㘇⢋䓝的ㆂ⺜㬨:

1. 一⷗ⶕ㭞 α ㋪用⨀⺇⹚作⭒㣳㆗⭒⫇䊻一䔆域㎊䍦

Q = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ C

㬚⭤ [Fi : Fi−1] ≤ 2, ⱙ㣳 α ∈ Fn. ⿜言䐏, ⨀⺇的作图㚽㑇⤜ⱁ⤜㩺㣂⼤㬨ㆃⱟ⪯方程.

2. 䎞 n ⢀㾯㋪用⨀⺇⹚作的⨅分⡹䄋㳖ミ㬨

n = 2ap1 · · · pr,

㡅中 a, r ∈ Z≥0 ⱙ p1, . . . , pr 㬨㼁䅍的 Fermat 㯹㭞. 䎃㏐⧧一⷗㯹㭞 p 㸋 Fermat 㯹㭞䅃㸞䓦㰝
㋪㾕⧪ p = 22

k

+ 1 的㾯㬞.

㈺㏞㎕㯖, 䎞 17 ⢀㾯㋪作, ⱙ䎞 9 ⢀㾯⤜㋪作. 䎞㧞ㅨ㾯⭒㦜㋪䄵⹚作, 䇪⪬㋪䐋⨀⺇㸿ⳉ㧞⭩分ㅨ
Ⱙ 2π

3 ; 一⟄㎕㯖, 㧞⭩分ㅨ䊻⫛㭞㩰㼁⭒䇻ㆃ㚔类㧞⪯方程㬞 (㳂㬟: 䊬用 sin 〓 cos 的㧞⡗ㅨ⹌㬞) . 䐢
㆒⿚䇱㿎ⱁ㭞学➏⼤䎀㸋䎃㾊作图题㿊⼥㈌㑇, 㡅中一㾊ㆃⳉ㬨⫎㹔的, 一㾊䋓缘䇻对⨀⺇作图的ㆈⰉ
䇱㹔.
⹦㻄㎑学䎀䐏㰚䄵㠌⼤䐒⨀⼮䊓⺇, 㾬㿎䇱㡅䍽学〓㬖ペ中的ⷚ䊕, 䇱⫞㭞学㬘䁱㈠䎀㆙㾱䁰㰁的㲞

㈠. 㦜ⱙ㭞学コ㗨⼽䋈㈮⥍㉖⭞: 㧈⺜㬫⭒⳦㌎对⹅㉀的㻿䐧, ㏞㧈㦾㿎⫙⢋エ的䐒⨀, 䋓㧞⭩分ㅨ䅁㋪
⹚作. ⭌䎃㾊⢅㳆䓽㵲⤜㋋⨀⺇作图的塞㈫.
㸳㗨㸕⡹䄋キ⧱⹦㻄㎑文㘘的㯝㼌⟝ⶅ. 一䐷ⷒ㶃䇱㦅㵍㬒䄓㸋中⺛㦬㭍㻅的作图方ⳉ㬨䍼䐞, 㡅㭞

学㘇㼓的䁱㈠䑘䄋㬨㦶⡟㦬的⹅作 (㦶文: Origami = 䍼ịど) . 对䇻䍼䐞的⤺作, ⫔コ应ⶤ〓ⱁ〓㩺䇱
䐒⹼的㑬ㆃ, 䊻⪬⤜作䁰㆘的ㆈ㯖, 㼁⹹㲷论㼋ボ [1, §10.3]. ⳣ䍶䐏㣑㬷ⳉ, 㸳㗨㋪䄵㲞㲷一⷗ⶕ㭞 α 㚽
ⴒ䇪䍼䐞㎕⹚作.

定理 3.1 ⶕ㭞 α ∈ C ㋪䇪䍼䐞⹚䔘, ⭒㣳㆗⭒⫇䊻䄜䔆䈓㎊䍦

Q = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ C

㬚⭤ [Fi : Fi−1] ≤ 3, ⱙ㣳 α ∈ Fn.

ⷚ㈾䐏㣑⹹䇻㧞⭩分ㅨ的㲷论, 㑃⭤䄵㻣ㆂ⺜.

推论 3.2 ㋪䇪䍼䐞㧞⭩⳷㦯䅃ㅨ.
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䄵䍼䐞㧞⭩分ㅨ䇱一㲸㲹⢑ビ单的作ⳉ, ⤜⡹䇹回⭹Ⱀ用㧞⪯方程, ㈾㻅䎃㬨➃⤠⽄䊻 1980 㛋㳂⨗
的, 参ボ [1, p.284]. ⷘ㸜㋪䄵㰇㬷䍳一䍦䐞㵘㎕㬖䂊. ⷙⰉㅨⰩ θ; ⤜㬈一⟄性㋪䄵ズ㪉 0 < θ < π

2 . 㸳㗨
䊻一䍦㈹㾯的䐞㩰 (㧈㻣图) ㆙㾱⤺作: ズⰉ θ 䇪㻣图的⪷线 PS 䍦⨗.

1. 䊻䐞㩰⹚作㑞㳖䐒线 P ′R′, P ′′R′′, 㬚㡅ㅵ㵍㈹㾯⭸⢀ PR 㠞㾱, ⱙ㣳线Ⱟ P ′P ′′ 与 P ′′P ⭩⧅. 䎃
一⤞㦾䄸用䍼䐞㶋⧪: ㅌ䐞䍦对䍼㑞⪯ゕ㋪.

2. 㵙⺞䍼䐞㬷ⳉ, ㅌ线Ⱟ P ′P 㼓䇳㩰方䍼㸋线Ⱟ Q′Q, 㬚⭤ Q′ 㕅䊻⪷线 PS 㩰ⱙ Q 㕅䊻 P ′′R′′ 㩰.

3. 㸳㗨ⰰ言 ψ := ∠QPR ゕ㰚㤔的 θ
3 .

P

P ′′

P ′

R

R′

R′′

S

Q

Q′

θ ψ

证明 䐒⹼⭹㋕, 㲾㾯 P ′Q′QP 㼁对䇻 “䍼⼼” (ゕ㑞线Ⱟ P ′Q′, PQ 中⮄的㑍线) 㬨对⧧的, 䅓ⱙ

θ − ψ = ∠Q′PQ = ∠P ′QP.

䇪⹚䋍䄸䐋 △P ′QP 㬨⭩䂝㧞ㅨ㾯, ⹫ ∠P ′QP ′′ = ∠P ′′QP . 䇪㠞㾱线性䐫䐋 ∠P ′′QP = ψ. 䓼㩰㋪⭤

θ − ψ = ∠P ′QP = 2 · ∠P ′′QP = 2ψ.

䇻㬨⽖ 3ψ = θ, 㘘㰚䈜䐅.

Galois 理论㡚㆒㦵䇱㿎ⱁ㸕ㆃ的⫔问题. ㏞㧈 Galois 㛇问题: 㬨ⴒ对㗠⷗䇱㻿㦛 G Ⱍ⫇䊻 Galois ㎊
䍦 L/Q, 㬚⭤ Gal(L/Q) ≃ G? 䇱㾬㦅的Ⱒ䎀㋪䄵参㋕ [7].

4 拓扑学中的类比

㸳㗨ㅴ䓦㋕㋕拓扑学中的ⶕ⮟㋶ヅ理论, 䎃㬨⢋䓝的⤥㑰 (㏞㧈 [9, ⭻㹆䍣]). 㸋㬚䎃㲸理论䇱䅃䅆, 㬸㻩
㿌䋒Ⰹ一类 “合理的” 拓扑㋶ヅ. 䄵㻣㧈⤜㒎作㯖㘘, 㰚㸞㋶ヅㅵ䐙㈷⤠⭡㔘㑋㵉的拓扑㋶ヅ.
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定义 4.1 ㋶ヅ⭥㑍㿙䇔㪅 q : X ′ → X 㧈㕛䔄㻣㭗㳖ミ, 䋓⧧㸋ⶕ⮟䇔㪅: X 䇱䄜䔆㋋ⶓⶨ X =
∪
U ,

㬚⭤ⰵ㗠⷗ U Ⱍ⫇䊻ゐ⼰ I ⼮ㅜ⿜㵝⢎

q−1(U)
⊔

i∈I U 㸿ㅜ⤃

U

∼

q 䓵㦜䇔㪅

⿜䁵䐏, 䇔㪅 q 㻿䐧䊻㗠⷗ U 㩰㬨䄵 I 㸋㻬㸍⭥㠞ⳓ⪵.

㦯䅃ⶕ⮟ q : X ′ → X 㕛䔄⭡㔘㳂㪞性䐫: 对㦯⼯⪴ x ∈ X ⭞ y ∈ Y 的㑍㿙⭡㔘 γ : [0, 1]→ X 䄵ゑ
x′ ∈ q−1(x), ⫇䊻㸉一的㑍㿙⭡㔘 γ′ : [0, 1]→ X ′ 㬚⭤ q ◦ γ′ = γ 㣳 γ′(0) = x′. 㸳㗨㻑⺀㾯㼔⭹⧧ゐ合
q−1(x) 㸋 x 㩰的㻬㸍.
㆒⽔㸳㗨考㔨的ⶕ⮟䇔㪅 q : X ′ → X 的⭸㋶ヅ X Ⱍズ㪉㸋㑍㵉的. 䄵㻣㬨拓扑学中的一⷗〚⡟

ㆂ⺜.

定理 4.2 ⰵ㦯䅃㑍㵉㋶ヅ X ⼮ x ∈ X, 䓽⫇䊻ⶕ⮟㋶ヅ p : X̃ → X (⧧㸋 X ⭥ⳛⶕ⮟㋶ヅ) , 㕛䔄䇻
㻣㭗㾵䐫: 䁂定 x̃ ∈ p−1(x), 䋓:

ⰵ㦯䅃ⶕ⮟ q : Y → X ⼮㦯䅃 y ∈ q−1(x), ⫇䊻㸉䄜⭥㑍㿙䇔㪅 φ : X̃ → Y 㬚⭤㵝⢎

X̃ Y

X

φ

p q

ㅜ⿜.

⪬㶃, 䓫㑰 (X̃, x̃) 㕛䔄㸉䄜㾵: ⰵ㦯㑞䔊㕛䔄㩰㭗㳖ミ⭥ (X̃, x̃), (X̃ ′, x̃′), ⫇䊻㸉䄜⭥㵍㞀 φ : X̃ ′ → X̃

㬚⭤ φ : x̃′ 7→ x̃.

Ⰹ理中的性䐫㬨范畴论中 “ⳛ性䐫” 的㉙ゲ㏞䓴, 㸉一性⤜⺞㬨㡅㾯㬞的㵧论 (㳂㬟: 分⢑㦂 q 㸋
X̃ → X ⼮ X̃ ′ → X, 用㼁应的 φ ⹚䋍㰚㤔㵍㞀ゑ㡅㛇) .
对㦯䅃㑍㿙䇔㪅 q : Y → X ⼮ q′ : Y ′ → X, 㸳㗨㋪Ⰹ䅆㡅ヅ的㲍㪅㸋㬚㻣图ㅜ⿜的㑍㿙䇔㪅 φ:

Y Y ′

X

φ

q q′

㈂⹽⼍」, ⤜Ⳣビエ⪬㲍㪅ゐ㸋 HomX(Y, Y ′). ⭒ q = q′ 㬒, 考㔨㋪㛇的㲍㪅 φ ㈮⭤⭞䓵㵍⹚㦛
AutX(Y ); ⭚䓋⧬ⳉ㯔㿓ゕ⭤㡅㼁ⳕ㦛 AutX(Y )op.

定义 4.3 㪉㋶ヅ X 㑍㵉. ⰵ䇻㦯䅃 x ∈ X, 㦂定 (X̃, x̃) 㧈㩰. 䋓 X ⰵ〚⮄ x ⭥㵹㠬〚⡟㦛定义㸋

π1(X,x) := AutX(X̃)op.

䁹用䄵㩰ⴜ⼦, ㆗㿉一㾊㾯㬞⤺作ゕ㋪㵧⨗㻣㭗㬣㬖: 对㦯䅃ⶓ⮟䇔㪅 q : Y → X, ⫇䊻㯌㪅

q−1(x)
1:1←→ HomX(X̃, Y )

φ(x̃)←−[ φ
ㆉ⪬, π1(X,x) 䊻㻬㸍ゐ q−1(x) 㩰䇱䓵㦜的 “䔔” 作用, 䎃㬨㸳㗨䐏㰚䄵㦂 AutX(X̃) 的㼁ⳕ㦛的䊎䅓!
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注记 4.4 一⟄拓扑㭊わ㻑⺀用⭡㔘的ㅴ合Ⰹ䅆〚⡟㦛 π1(X,x), 䔏⽔䐅㘘㰝㵍⹚䇻ⳛⶓ⮟的䓵㵍⹚㦛.
㠋ⴚ㰚㻿, ⡟文⤜ㆃ㬮䎃一㆙㔘.

㸳㗨䊺㒕䅃⭞〚⡟㦛Ⰹ䅆的㒎一⷗㾯㬞㵧论.

命题 4.5 ⫇䊻䓵㦜⭥㯌㪅

AutX(X̃)

1:1

㯌㪅䔆
(
φY : q−1(x)

1:1→ q−1(x)
)

Y
q−→X: ⶓ⮟

: 㕛䔄
Y1 Y

X ㅜ⿜

p

q1 q
⇒

q−1
1 (x) q−1

1 (x)

q−1(x) q−1(x) ㅜ⿜

φY1

φY


㡅䐱⭥䇔㪅 q−1

1 (x)↠ q−1(x) 䇪 p : Y1 ↠ Y 䇶⭝.

证明 ⧰㦜, 对䇻ⷙⰉ的 q : Y → X, 㦯䅃 φ ∈ AutX(X̃) ⷙ⨗ HomX(X̃, Y ) ⭞䓵㪎的䇔㪅, 䅓ⱙⷙ⨗
q−1(x) ⭞䓵㪎的䇔㪅 φY . ⭒ q : Y → X ⢅Ⱀ㬒䄸䐅 φY 㕛䔄㰚䈜的㼁㦾㳖ミ. ⳕ⺞㎕㯖, ⷙⰉ䎃㗕一䔆
φY , 㵍理㋪䐋 φX̃ ⷙ⨗一䇔㪅 HomX(X̃, X̃) → HomX(X̃, X̃); Ⰹ䅆㼁应的 φ ∈ HomX(X̃) 㸋 idX̃ 的㼒.
㤌Ⱒ䎀䐅㘘㩰㭗的 φ↔ (φY )Y 㬨⿆㛇的㯌㪅.

㬣㬖㩰, 䄵㩰⹕㎶的⤜㶃㬨范畴论㏐的㗸㳐䅞理的䐅㘘.
用㸳㗨ゕㅌ㠭⧣的范畴语言㎕㯖, 䄵㩰㘝题㋪⺊ㆂ㸋: π1(X,x)op 㬨 “㻬㸍⼐䓴 [Y

q−→ X] 7→ q−1(x)

的䓵㵍⹚㦛”.

5 范畴语言

㲙ゑ范畴论的⡟㋧ㅭ⤥⤃⤜ⱁ, 䎃⼮范畴论䊻⭒⫛㭞学中的⭹㸜れ⤜㼁⧧, Ⱒ䎀⡹䄋㬒㋪䄵参㋕ [12, ⭻
14 䍣].
⡟文中, 一⷗范畴 C 䇪㑞㲸䓫㑰⹚⧪:

• 䇪对㼔⹚⧪的类;

• 对㦯䅃㑞⷗对㼔 X,Y , 㡅ヅ的㲍㪅⹚⧪一⷗ゐ合, エ作 Hom(X,Y ) = HomC(X,Y ), 㡅中的䊋㯹䄓
⧧㸋マ㵘 f : X → Y .

⪬㶃㿉ⷙⰉ:

• 对㦯㑞⷗㵘㸓㼁ㅴ的㲍㪅 X
f−→ Y , Y g−→ Z, ㋪⹚作㡅合⧪ X

g◦f=gf−−−−−→ Z. 㲍㪅的合⧪㕛䔄ㆂ合㔪.

• 对㦯䅃对㼔 X ⫇䊻⽄⭩㲍㪅 idX : X → X, 㰝䇪䄵㻣性䐫㋭⿎: 对㦯䅃 f : Y → X ⼮ g : X → Y

ㅵ䇱 idX ◦ f = f ⼮ g ◦ idX = g.

䇪⪬㋪Ⰹ䅆㲍㪅的㋪㛇性: 㧕对 f : X → Y ⫇䊻 g : Y → X 㬚⭤ fg = idX , gf = idY , 䋓⧧ f 㬨㋪㛇的;
⪬㬒㕛䔄㩰㭗㳖ミ的 g 㬨㸉一的, エ㸋 f−1 ⤃⧧作 f 的㛇. ㋪㛇㲍㪅䄓⧧作㵍⹚. ㅌ C 中マ㵘⭚䓋, 对
㼔⤜⢅, ⭤⭞的㾣范畴⧧㸋㼁ⳕ范畴 Cop.
䓴范畴 C′ ⊂ C 的Ⰹ䅆㬨㻵㦜的: ㆗㿌䄋㤔 C′ 的对㼔, 㲍㪅, 㲍㪅的合⧪⼮ idX Ⱍ㎕䓵 C. 㧕

HomC′(X,Y ) = HomC(X,Y ) 对㰚䇱 C′ 的对㼔 X,Y ⽄⧪㑃, 䋓⧧ C′ 㬨㕛䓴范畴.

例 5.1 㤌䓢㚆㻣⢎

7



范畴 对㼔 㲍㪅

Sets ゐ合 䇔㪅
R-Mod 䔔 R-㚄 㚄㵍㲍

Cov(X) ⶓ⮟㋶ヅ q : X → Y 㑍㿙䇔㪅
Y1 Y

X

ϕ

q1 q
(ㅜ⿜图⢎)

Π1(X) ⮄ x ∈ X ⭡㔘 f : x⇝ y 的㵍㔸类

䎃㏐ R 㸋⼍单㸜䊋的ㅜ⿜⿘, ⱙ X 㸋㋶ヅ.
㿌对䔏⽔一⷗㏞䓴㔵作㯖㘘. 㰚㸞⭡㔘㻖䐙㑍㿙䇔㪅 f : [0, 1]→ X 㬚⭤ f(0) = x, f(1) = y, 㡅ヅ的

㵍㔸䄋㤔⡄⧷Ⱜ⮄⤜Ⱀ. 㦯㑞㳖⭡㔘 f : y ⇝ z ⼮ g : x⇝ y 的合⧪ fg : x⇝ z Ⰹ䅆㸋 “䊻㬒Ⱟ [0, 12 ] 㻩
䁹 g ⪴ x 䔀⭞ y, 䊻㬒Ⱟ [ 12 , 1] 䊺䁹 g ⪴ y 䔀⭞ z”. ⤜㚲䂊䐅⭡㔘的合⧪䊻㵍㔸䅃䅆㻣㕛䔄ㆂ合㔪, ⱙ
㣳⽄⭩㲍㪅 idx 对应⭞常值⭡㔘 [0, 1]→ {x}; 㦯䅃⭡㔘 f 䐏㛇䇪㡅㛇㾱 t 7→ f(1− t) ⷙ⨗.
䓃䅃⭞ Π1(X) 中㗠⷗㲍㪅Ⱍ㋪㛇, 䎃䂚的范畴⧧㸋⺄㦛; ⧧ Π1(X) 㸋㋶ヅ X 的〚⡟⺄㦛. ⷙⰉ〚⮄

x ∈ X, 䊻 Π1(X) 中的䓵㵍⹚㦛 Hom(x, x) 㸿⳨㬨䇪⭡㔘ㅴ合㰚Ⰹ䅆的〚⡟㦛 π1(X,x), ⱙ Π1(X) 䊭⤹
⹹䇻㋶ヅ X 的ⷝⴂ⶜的㾦㻃.

定义 5.2 ⪴ⳗ⨌ C1 ⭞ C2 ⭥⼐䓴 F 䅃㸞䄵㻣䓫㑰: ⰵ㼔⥄⪯⭥䇔㪅 X 7→ FX 䄵ゑ㲍㪅⥄⪯⭥䇔㪅
[X

f−→ Y ] 7→ [FX
f−→ FY ], 㕛䔄䄵㻣㳖ミ

F (idX) = idFX , ∀ⰵ㼔X,

Ff ◦ Fg = F (f ◦ g), ∀㋪⼰⧪⭥㲍㪅f, g.

⼐䓴 F,G ヅ⭥㲍㪅 (䇷⧧㸋䓵㦜⢅⿜) φ : F → G

C1 C2

F

G

定义㸋䄜䔆㲍㪅 φX : FX → GX, 㡅䐱 X 㦂⢊ C1 䐱ⰵ㼔, 㬚⭤ⰵ㗠⷗ C1 䐱㲍㪅 f : X → Y 㻣㵝ㅵㅜ
⿜.

FX FY

GX GY

Ff

φX φY

Gf

⼐䓴ゑ㡅ヅ的㲍㪅 (䓵㦜⢅⿜) ㉀䇱㻵㦜的合⧪䊬㰄, ⪬㶃⿚㚽Ⰹ䅆⼐䓴ヅ㲍㪅的㋪㛇性. 䓝⪬, ㋪䄵
Ⰹ䅆一⷗⼐䓴 F 的䓵㵍⹚㦛 Aut(F ) := {φ : F → F ㋪㛇}.
㻷䊻㋪䄵䓦㬷㑋㻖㣑㭗的ⶓ⮟㋶ヅ (拓扑〓゙⼯学) 与 Galois 理论 (⫛㭞学).

1. 㒏 X 㸋㋶ヅ. 考㔨范畴 Cov(X), 䁂Ⰹ〚⮄ x ∈ X; 㸋㑬ビ⿐, 䎃㏐ズ㪉 X 㑍㵉. Ⰹ䅆㻬㸍⼐䓴

Fibx : Cov(X) −→ Sets

[Y
q−→ X] 7−→ q−1(x).

㻩㣑⹹䇻〚⡟㦛与ⶓ⮟㋶ヅ的㾯㬞㲷论㯖的㸿⳨㬨

Aut(Fibx) = π1(X,x)
op.
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2. 㒏 F 㸋域. 考㔨䄵 F 的㰚䇱㋪分㎊䍦 E/F 㸋对㼔的范畴 CF , 㡅中对㦯䅃㋪分㎊䍦 E/F ⼮ E′/F ,
Ⰹ䅆㑞䎀ヅ的㲍㪅ゐ㸋

HomCF
(E,E′) = {φ : E′ ↪→ E, φ㸋 F −㣗㧌}.

䓃䅃⭞䎃㏐㣗㧌的方㼓与㲍㪅㼁ⳕ, 㸳㗨㕎㩰。㋕⭞缘䇪. 䁂Ⰹ一⷗㋪分⡶⟝ F sep/F ⤃Ⰹ䅆㼁应
的㻬㸍⼐䓴

Fib : CF −→ Sets

E/F 7−→ HomCF (F
sep, E).

㻵㦜䇱
Aut(Fib) = Gal(F sep/F )op.

3. 㦻゙⼯与拓扑㌓ソ䇻一㔐的⟍ⳉ䐏一㬨 Grothendieck 㸋ⶦ㾮Ⰹ䅆的⫛㭞〚⡟㦛. 䄵㻣⹭Ⰹ域 k,
㡅⫛㭞⡶⟝ k̄, ㋪分⡶⟝ ksep ⊂ k̄ 䄵ゑ k 㩰的 “⼤” ⶦ㾮 (㏞㧈䄋㤔 X/k 㸋䇱㻿㾮, 分㏌, ゙⼯
䎜⭩⭩) . 㦂Ⰹ一⷗゙⼯⮄ x̄, 䅁ゕ k-ⶦ㾮的㲍㪅 Spec(k̄) x̄−→ X ⤃ズ㪉 x̄ 㵙⺞ Spec(ksep) 分ㆃ,
Grothendieck 䊻 [6, Exp. V] Ⰹ䅆㑬㼁应的⫛㭞〚⡟㦛

π1(X, x̄)

⭒ k = C 㬒, ㋪䐅㘘㰝⮅范㵍⹚䇻拓扑〚⡟㦛 πtop
1 (X(C), x̄) 的㵗㪅䇱㻿㶋⡙⿐. 一⟄㤊㾯㻣, 䐤

X̄ := X ×k ksep, 䋓䇱⮅范的㦛Ⱝ䎞合㑱

1→ π1(X̄, x̄)→ π1(X,x)→ Gal(ksep/k)→ 1

⧧㸋㵍㔸䎞合㑱; 䇪⪬⭝⨗⪴ Gal(ksep/k) 䇔⭞㶃䓵㵍⹚㦛 Out(π1(X̄, x̄)) 的㦛㵍㲍, 䎃㈮㸋㑋㻖
Galois 理论与ⶕ゙⼯㋋⡺㑬一㳖㗦㈗. 䎃㲸㼌ⳉ䊻䊗ㅜ⿜ (anabelian) ゙⼯中⟈䁾䄋ㅨ.

⹹䇻⫛㭞〚⡟㦛的㆙一⤞ㆃ㯖, 䎃㏐㵧プ [8].

6 线性常微分方程与单值作用

线性常微分方程ゑ㡅㡇⮄理论㬨㭞学中㏛㈤㗷㾣的题目, 㰅㦜⪌统㩰㰝常⡜⺊㸋㈎⮅分㹗的一䍣 (㧈 [10,
⭻ⱟ䍣]), 㬖䋓デ㵉䇻ⶕ⢅⼐㭞与⫛㭞, ㆙一⤞⿚㚽⭝㼓㪏㋭的拓扑与゙⼯问题. 㻖统的ㆃ㯖ボ䑏 [3, 5].
㸳㗨㻩考㔨ⱟㅸ线性常微分方程

∂2zu+ p(z)∂zu+ q(z)u(z) = 0,

㡅中 p(z), q(z) 㬨ⷙⰉ的⼐㭞. 㸳㗨㻄㶜对ⷙⰉ的⮄ x ⼮⨖值 (u(x), u′(x)) ㆃ u, 䐢㩺㈷⤠㸋䐏. 㻩㻮㗨
的㬖ペ⢎㘘,䁱㈠䎃类方程的䄋䐝䊻䇻考㔨ⶕ⢅⼐㭞: 䄵㻣ㅵ㬴 u = u(z)㸋 Riemann㤓㘇 P1 = C⊔{∞}
中㚔㋋ゐ Ω ㏐的䁨⪠⼐㭞, x ∈ Ω, 㻖㭞 p, q 䊻 Ω 㩰䄓㬨䁨⪠的.
ㆃ的性䓕㉗Ⰹ䇻㻖㭞的ㆃ㹗性䐫, 㧕 p 〓 q 䊻 z = x ⪇䇱れ⮄, ⢄⧧ x 㸋ⶤ方程的㡇⮄; 㧕㆙一⤞䇱

ordz=xp(z) ≥ −1, ordz=xq(z) ≥ −2,

䋓⧧㡇⮄ x 㬨䎞䋓㡇⮄. 䎃㾊Ⰹ䅆对ⷀㅸ㤊㾯䇱㻵㦜的㵧⺄. 㡇⮄的䎞䋓性㬨考㔨㗾゗㭞⤃䊬用㰚㸞
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Frobenius 方ⳉ㤔ㆃ方程的㻩㉗㳖ミ.
㻣㘇㆗㈺⨗䔏䑙㘜的㏞䓴—⧍゙⼯方程

z(1− z)∂2zu+ (c− (a+ b+ 1)z)∂zu− abu = 0,

㡅中 a, b, c ∈ C 㬨⫞㦂的参㭞, c /∈ Z≤0. ⪬方程䇱㧞⷗䎞䋓㡇⮄ {0, 1,∞}. ⳕ⺞㎕㯖, 㰚䇱⫙㧞⷗䎞䋓㡇
⮄的一䊋ⱟㅸ线性常微分方程Ⱍ㚽⿐㸋⧍゙⼯方程.
䊻㡇⮄ z = 0 ⶞㆝, ⧍゙⼯方程的一⷗㗾゗㭞ㆃ䇪 Gauss 的⧍゙⼯⼐㭞ⷙ⨗

F (a, b, c; z) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n

· z
n

n!
, ∀q, (q)n :=

n−1∏
k=0

(q + k).

゗㭞⭒ |z| < 1 㬒㬶㑓. 㡅㰝ㆃ䄓㋪䄵用⧍゙⼯⼐㭞⢎㬟, 㦜ⱙ⧣㭗㔵㻴䐇㕜, 参ボ [10, §4.3].
⶞⫙一㳂, ⧍゙⼯方程䊻⳨ Archimedes 域㩰䄓䇱㪏㋭的理论, 䎃㬨 Dwork ⭩㦬的⹅作.
㻣㘇考㔨䁨⪠ㆃ u 的⫇䊻⼮㸉一性问题.

• ㈷⤠㩰, 䊻一⷗ⷙⰉ的⮄ x ̸= 0, 1,∞ ⶞㆝, ㆃ u 对䇻ⷙⰉ的⨖值 (u(x), (∂zu)(x)) ⫇䊻㣳㸉一.

• 䎜㳆㩰, 䓃䅃⭞ P1 ∖ {0, 1,∞} = C ∖ {0, 1} 㵍㔸⭩ゼ䇻㑞⷗单㸜䊓䁹一⮄的䍔合 S1 ∨ S1, 䅓
ⱙ π1(P1 ∖ {0, 1,∞}, ⋆) 㬨䓵䇪㦛, 㰝䄵㦧㡇⮄ 0, 1 的㑞㳖单⿘㔘㸋〚. 䁹䓦㗠㳖㑍㿙⭡㔘
γ : [0, 1] → P1 ∖ {0, 1,∞}, ㏜用㈷⤠的⫇䊻㸉一性㋪䄵ㅌ γ(0) ⶞㆝的ㆃ u 䑑⤞䁴拓⭞ γ(1) ⶞㆝;
㉀㳆参㋕㻣图, 㡅中⫇䊻ㆃ的㾂㑻域䄵⿳㩌䊓㝭⢎㬟.

• ⷚ㈾㑍㿙性⼮ㆃ的㈷⤠㸉一性, ⭡㔘㵍㔸⤜ⶥ⢅ㆃ䊻䐶⮄ γ(1) ⶞㆝的䁴拓. ⭌㬨⭒⭡㔘 γ 㸋⡶㬒,
䁹䐏䁴拓⭞䐶⮄的ㆃ㸕⡹与䊎ㆃ㼁㵍. 䍰➎䊻䇻 P1 ∖ {0, 1,∞} 的拓扑: γ 㸕⡹㵍㔸䇻常值⭡㔘.

0 〓 1

γ(0)

㒏 V 㸋方程䊻㚔Ⰹ⮄ x ⶞㆝的ㆃ㋶ヅ, 䁰ⷒ㎕㯖䎃㏐考㔨的㬨ㆃ䊻 x 的䁠; ㈷⤠㸉一性䊭⼍㑬

V ≃ {(u(x), (∂zu)(x)) : u㬨㈷⤠ㆃ} ≃ C2.

䓼㩰㰚㭗, 㸳㗨㰍⭤⭞⧧作单值作用的㦛㵍㲍 π1(P1 ∖ {0, 1,∞}, x) → GL(V ). 单值作用的㘉㭗⺊ㆂ㸋
对䎞㼓㸈㦧 0 ⼮ 1 的单⿘㔘ⷘ䓵ェ㰄㼁应的 2× 2-㈹䎔, 䎃㬨 Riemann 的⹅作, 㡅⹌㬞比ㅰⶕ䊴, ボ [5,
Example 5.10].
㻷䊻㈖㵘㎎䊗, 类㯧⹚䋍对䇻䊻 P1 ∖D 㩰㦯䅃ㅸ㭞, 䎞䋓㡇⮄的方程㵍䂚䇱㾈, 䎃㏐ D ⊂ P1 㬨一⷗

䇱㻿䓴ゐ. 㰚㸞 Riemann-Hilbert 问题⢄㬨㲞㲷䇱㚥㾊 π1 的⢎㬟㎕䓵䎃类方程的单值作用.
㆙一⤞⨊㼔䐏, ㋪䄵考㔨㧈㻣的㤊㈔: X 㬨 Riemann 㘇, ⶕ⫛㭞㤛线〓䎀一⟄的ⶕ㒘㾯, ⤃䊻合㬫的

㌓ソ㻣㲷论 (E , D), 㡅中 E 㬨 X 㩰的䇱㻿䐩㼓㑠⪴ⱙ D 㬨㡅㩰的㠞㲚㑋㕈. 㼁应的 “㯏㠞ㅹ㘇” ⹚⧪
一⷗ X 㩰的⥄ E D, 㰝㬖カ㬨 X 㩰的㈷⤠㻖统, 䊻Ⰹ⮄ x 㩰的㈆一䂚⫙䇱〚⡟㦛 π1(X,x) 的单值作用.
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䁱㈠䎃类问题的一⟄的㌓ソ应㭕 D-㚄理论 [3]. 䇪䇻㸳㗨䅃䈜⼮ⱁ㼏㬞的 Galois 理论作䐒ㅴ类比, 㻣㘇
ㅌ⤪㦂㒎一㲸㆙㔘: 微分 Galois 理论.

7 统合: 淡中对偶理论
淡中范畴ゑ㡅对偶性䊕䇻淡中䐳㎪⼮ Krein ⹹䇻㆕㦛⢎㬟论的⹅作, ⽔㎕䊻 Saavedra Rivano ⼮ Deligne
的㬷中⧚⭸ⶥ㵘⿜㘇 [2]. 㸋⪬⡹㿌䅞㆙一㾊⡜⧧㸋䍦㑠范畴的语〄, 㧕䈜㯖㤆⨟, ㈮⤜㘃䄋Ⳏ䊞Ⰹ䅆的⥄
㔮⮟䱷. 㰚䄵㤌㦾㸳⤪㦂䇂㼔㝪ⴈⷒ.

定义 7.1 㦂定䈓 k, ビ⭆㡑ボズ㪉⫛㭞⡶; 䄜⷗ (䐱㾵) ⭎䐱ⳗ⨌㻖䐙䄵㻣䓫㑰:

• 䄜⷗⼰㬫⭥ k-㼀㾵 Abel ⳗ⨌ C (䅃㸞 Hom-ゐⰝ㬨 k-㼓㑠㋶ヅ, 㲍㪅⼰⧪㸋㯌㼀㾵㾮, ⱙ㣳㡅䐱⼮
R−Mod 䄜䂚䇱⼬, 䈁⼬, 䎞⼰㑱⭩⤺䔘);

• 䄜⷗㦂䐖䊻 C ㏐⭥㯌⼐䓴 ⊗, 〓䎀䇤〞ⳗ⨌⭥䈐䁵㯖㬨䄜⷗⼐䓴 C × C ⊗−→ C;

• ⰵ䇻 ⊗ ⭥⭆㸜ⰵ㼔 1;

• ⪴ C ⭞㼁ⳕⳗ⨌ Cop 䐏ⰵ㝝⼐䓴 X 7→ X∨;

• 䄜⷗ⷙ定⭥㵍⹚ Hom(1,1) ≃ k.

䔏䐒ㅴ⭥例䓴㬨䈓 k 㩰䇱㻿㸍㼓㑠㋶ヅⳗ⨌ Vectf , 㡅䐱䄜㸍㋶ヅ 1 := k 䔘㸋⭆㸜ⰵ㼔, 㑍㵍䁑⧄⭥䍦
㑠〞 ⊗ ⼮ⰵ㝝㋶ヅ⼐䓴 X 7→ X∨. 㸳㗨䄋㤔⹚⧪⭎䐱ⳗ⨌⭥䓫㑰䄓㕛䔄例䓴 (Vectf ,⊗,∨) 㰚㉀⭥〚⡟
㾵䐫, 例㧈 ⊗ ⭥ㆂ⼰㔪, 1 ⢎㻷㧈㵍⧬ⳉ⭆㸜, 䄵ゑ㕛䔄⼰㬫㾵䐫⭥䓵㦜⢅⿜ 1→ X∨⊗X, X ⊗X∨ → 1
⭩⭩. 注䅃: 䎃㾊㾵䐫㆗䊻⥏䄜⷗䓵㦜㵍⹚⭥䅃义㻣⧪㑃.
䐢⹹㆕䄋⭥㳖ミ㬨⫇䊻 “㻬㸍⼐䓴” ω : C → Vectk: 㰝㿌㸋 (i) k-㼀㾵㣳䐳㬖 (䊻 Hom-㋶ヅ⥄⪯㩰

㸋㵍⹚), 䎞⼰ (⡄䎞⼰㑱) ⭥; (ii) 䍦㑠⼐䓴 (⡄⧷㑞⢀䈌 ⊗ 䇱⹹⭥ㆂ⹚).

㸳㗨ㅌ➲淡中范畴的䓫㑰ビエ㸋 (C, . . .).
ⳣ䍶㻩㣑㬷ⳉ㋪䄵对㻬㸍⼐䓴Ⰹ䅆䓵㵍⹚㦛 G := Aut⊗(ω), 䅁ゕ Aut(ω) 中⡄ k-线性⼮ ⊗ ㆂ⹚的䓴

㦛. 考㔨⭞䎃㾊对⧧性, ω 的㼒㬖䋓㕅䊻 G 的䇱㻿㸍⢎㬟范畴 G −Rep 中; 㻣㘇ㅌⶔ䈉 G ⳣ㪅⫛㭞㦛
ㆂ⹚, 㰚论的⢎㬟䄓ㅌ䓵Ⱀ㬨⫛㭞㦛的⢎㬟, 䎃㬒 G−Rep ㉀䇱䓵㦜的淡中范畴ㆂ⹚.

注记 7.2 ⼯㸞域 k 㩰的⫛㭞㦛? 䎃㬨䐙 k 㩰的ⶦ㾮 G 㑍㵍㲍㪅
• m : G×G→ G (㦛⧬ⳉ)
• i : G→ G (㦂㛇)
• 1 ∈ G(k) (单㸜䊋)

㬚⭤㦛论⹌理对䎃㾊 G 㩰的䊬㰄⧪㑃. 䐒ㅹ㑬⭒⭹㯖, ⫛㭞⪹ G 㩰㉀䇱一⷗㦛ㆂ⹚, 㬚⭤ⷘ䐷㦛论䊬㰄
Ⱍ㬨 “⫛㭞⭹” Ⰹ䅆的. ⳣ㪅⫛㭞㦛䅃㸞 G 㬨ⳣ㪅 k-ⶦ㾮, 〚⡟㏞䓴㬨 GL(n). 线性⫛㭞㦛䅃㸞 G 㬨㚔
⷗ GL(n) 的⡶䓴㦛, ㏞㧈 G = SL(n) ⼮ O(n) ⭩. 对䇻ⳣ㪅⫛㭞㦛, 䓝⪬㋪䄵考㔨㡅 “⫛㭞⭹” Ⰹ䅆的䇱
㻿㸍⢎㬟, 䎃㬨㰚㸞⫛㭞㦛⢎㬟的㉀㳆㚻⼎.
㵷䊓㤛线〓䎀ⷝ一⟄的 Abel ⪹㬨⫛㭞㦛的㒎一类〚⡟㏞䓴, 㡅性䓕⼮ⳣ㪅⫛㭞㦛佥䅍. ⹹䇻⫛㭞㦛

的㪏㧌ㆊ㩽㋪参㋕ [13].

定理 7.3 ⷙ定⭎䐱ⳗ⨌ (C, . . .) 㑍㵍㻬㸍⼐䓴 ω, 㦛 G := Aut⊗(ω) ㉀䇱䓵㦜⭥ⳣ㪅 k-⫛㭞㦛ㆂ⹚, ⱙ
㼁䇇⭥⼐䓴 (C, . . .)→ G−Rep 㬨⷗⭎䐱ⳗ⨌䐏ヅ⭥⭩ゼ.

注记 7.4 㬣㬖㩰 G 㬨一䔆线性⫛㭞㦛的㵗㪅れ㻿. 㲹⢑⭹, ⪴一⷗线性 k-⫛㭞㦛⨗ⳃ (⤜Ⳣ㪉 k = C
ⱙ㦛㸋䇱㻿㦛), 䇪㡅䇱㻿㸍⢎㬟范畴䔄䄵䐹⹚䊎㦛; 䎃㈮ㆃ㬮㑬淡中范畴的䑘Ⰹ理⼯䄵䇷⧧作对偶性 —
㰝㬨ㅜ⿜㦛的 Pontryagin 对偶Ⰹ理的㵧⺄. 㣑㳂㬨㸳㗨⡹㿌一⤃考㔨㦛⢎㬟的䍦㑠〞⼮ⷘ䐷⼐䓴性, ㆗
㋕⤜㋪䊝㲹䎘⢋㬨䊗䊗⤜⹜的.
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淡中范畴䊻゙⼯与㭞论方㘇ⱁ䇱应用, ⟝㎉䐟⫆⪹⼮ Hodge ㆂ⹚⭩问题的䁱㈠. 䄵㻣㆗㲷论微分方程
的㏞䓴.

8 微分 Galois 理论一瞥
㣑㦬䊻⨅分理ㆃ Galois 的⹅作䐏⽔, ⼽㌍㈮ㅌ目⺃䓋䄧⭞线性微分方程㩰的应用. 㰚㸞的微分 Galois 理
论一⟄⺊䇻 Picard, Vessiot ⼮ Kolchin ⭩㦬的㋋⪕性⹅作, 䐝䊻⪴对⧧性㎕理ㆃ微分方程. ビㆊ㋪参考
[4], 理论㻙ㅻ㼋ボ [5]. 㻷㆒䄓䄵 “微分⫛㭞” 一⪫⟝㈺对ⷘ类㉀䇱㚔䐷微分䊬㰄的⫛㭞ㆂ⹚䐏䁱㈠.
㆒⽔ㅵズ㪉域的㲹䎘㸋㒄.

定义 8.1 㰚㸞㸃⳷䈓㻖䐙䄜䔊䓫㑰 (K, ∂), 㡅䐱 K 㬨䈓ⱙ ∂ : K → K 㕛䔄

∂(x+ y) = ∂x+ ∂y,

∂(xy) = (∂x)y + x(∂y).

注䅃⭞ ∂1 = ∂0 = 0. ⧄㭞䈓定义㸋 K∂ := Ker(∂).
㪉 (K, ∂K) ⼮ (L, ∂L) 㸋㸃⳷䈓, 㧕 L ⊃ K ⱙ ∂L|K = ∂K 䋓⧧ (L, ∂L) 㬨 (K, ∂K) ⭥㎊䍦〓⧧ ∂-㎊

䍦; 䓝⪬䄋㒍, ㋪䄵定义 ∂-㵍⹚⭩ⶦ㛏.

⿜言䐏, 䊻 K 㩰⨞㑬ゴブ⧬⨞㸳㗨ⱏ㶃考㔨一⷗㕛䔄 Leibnitz 㔪的䊬㰄 ∂, ⤜Ⳣ⧧䐏㸋微分.

例 8.2 䇱理⼐㭞域 C(z), Laurent 㗾゗㭞域 C((z)), 䄵ゑ㬶㑓⟌㈗⳨㒄的㗾゗㭞⿘ C{z} 䐏分㬞域
C({z}) Ⱍ㬨微分域, 㡅㩰 ∂ = ∂z 的Ⰹ䅆㬨䓵㘘的, 常㭞域ㅵ㸋 C.

定义 8.3 㰚㸞㸃⳷㚄㻖䐙䄜⷗ n-㸍 K-㼓㑠㋶ヅ V , 㡅䐱 n ∈ Z≥0, 䩣㵍䇔㪅 ∇ : V → V , 㕛䔄ゴ㾵
∇(v + w) = ∇(v) +∇(w) ⼮ Leibnitz 㔪

∇(fv) = (∂f)v + f∇v, f ∈ K, v ∈ V.

㏜用㻑ボ的ゝ㣪, 㤔ㆃ微分域 K 中的方程 (∂n + an−1∂
n−1 + · · · + a0)u = 0 㼁⭒䇻对㬫⭒的微分

㚄 (V,∇) 㘉㭗 V ∇ := Ker(∇ : V → V ). 一⷗⢋䓝⭌⤜㸉一的㦂ⳉ㬨 V := Kn, 㒏 u ∈ K 对应⭞
(u, . . . , ∂n−1u) ∈ V ⱙ ∇ : V → V 㸋

∇ := ∂ −


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

... . . .
−a0 −a1 · · · −an−1 1

 .

㻣㘇㬨一⷗〚⡟的⫛㭞㬣㬖, 䑏㸜㾬㿎䄲㈎䊻常微分方程的㋯程㏐ボ⺞ (㤌回䅅 Wroński 㾱㑱㬞).

命题 8.4 㪉 (V,∇) 㸋 (K, ∂) 㩰⭥㸃⳷㚄, dimK V = n, 䋓

dimK∂ V ∇ ≤ n.

㩰㬞中⭩⼦一⟄⤜⧪㑃, 䊎䅓㋪䄵⪷㔵⭹理ㆃ㸋域 K 㸕⡹㚽㦾㚪微分方程的ㆃ. 䄵ⱁ㼏㬞分㑲
域的⹚䋍㸋ベ, 㸳㗨㋪䄵㬵䓦㾯㬞⭹⹚䋍 K 的 ∂-㎊䍦 L, 㬚⭤㾣的微分 L-㚄 (V ⊗K L,∇L) 㕛䔄
(V ⊗K L)∇L = n; ⭒㦜, 㸳㗨⿚䄋㤔 L 的㦂ⳉ㬨㈂㑠 “㈎イ” 的.

定义 8.5 ズ㪉 K∂ ⫛㭞⡶. ⭒䄵㻣㳖ミ㕛䔄㬒, 㸳㗨⧧䄜⷗ ∂ ㎊䍦 L/K 㬨䄜⷗ Picard-Vessiot ㎊䍦:
• L∂ = K∂ ,
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• dimK∂ (V ⊗K L)∇L = n,
• ㅌ (V ⊗K L)∇L ⊂ V ⊗K L 䇤 V ⭥㦯䄜䔊〚⭸⢎⫐, 䋓㦌㳆⳷㑠䊻 K 㩰㪛⧪ L.

定理 8.6 ⡄⧷㩰㭗ズ㪉. ⰵ䇻 (K, ∂) 㩰⭥㦯䅃㸃⳷㚄 (V,∇) Ⱍ⫇䊻 Picard-Vessiot ㎊䍦 L/K; 㰝㗨䊻
∂-㵍⹚䅃义㻣㬨㸉䄜⭥.

䐅㘘的䊎理⼮分㑲域的䋍ⳉ类㯧, ➕㻣⤜⢎.

定义 8.7 ⧱㩰, 定义 (V,∇) ⭥㸃⳷ Galois 㦛㸋 Gal∂(L/K) := AutK,∂(L, ∂).

微分 Galois 理论中䄓䇱 Galois 对应. 㤌䑏㸜䓢㚆㰝与䐏㣑㤊㾯的䅍㵍.

定理 8.8 㸃⳷ Galois 㦛 G := Gal∂(L/K) ㉀⡙䓵㦜⭥ K∂-㼀㾵⫛㭞㦛ㆂ⹚: 㬖カ㩰 G ↪→ GLK∂ (n).
㸳㗨䇱㯌㪅

{H ⊂ G : ⡶䓴㦛} ←→ {K ⊂ E ⊂ L : 䐱ヅ㸃⳷䈓}

H 7−→ LH

Gal∂(L/E)←−[ E.
⪬㶃, H ◁G ⭒㣳㆗⭒ E/K 㬨 Picard-Vessiot ㎊䍦.

䎃㏐䔏㻵䁼䎀⭒㭕 G 的线性⫛㭞㦛ㆂ⹚. ⱁ㼏㬞的 Galois 㦛⺊ⷚㆂ冽㬨ⷚ的㚔㾊䐤⿜, ⱙ微分㚄〓
䎀线性常微分方程的 Galois 㦛作用㬖カ䇪㰝䊻 n 㸍 K∂-㼓㑠㋶ヅ (V ⊗K L)∇L 㩰的线性作用㉗Ⰹ. ⤜
㚲㼌ボ, 䎃⼮〚⡟㦛的单值作用应⭒䇱㗽㣱的㑋㻖, ⱙ㸳㗨䄖䄲㋕⭞〚⡟㦛䄓㬨㚔䐷䅃䅆㻣的 Galois 㦛!
㈺㏞㘘䐏, 对䇻 Riemann 㤓㘇 P1 㩰㉀䇱䎞䋓㡇⮄的线性常微分方程, 㣳エ㡅㡇⮄ゐ㸋 D, 一⷗〚⡟的㬣
㬖㬨: π1(P1 ∖D) 的单值作用的㼒 (䎃㬨 GLn(C) 的䓴㦛) 的 Zariski ⡶⟝䓵㦜⭹㵍⹚䇻㰝的微分 Galois
㦛.
㆘䄵㻣⢎䐹㪋ⱁ㼏㬞理论⼮微分理论的类比:

䑘题 ⱁ㼏㬞 微分㚄

对⧧性 ⷚ的对⧧ 方程ㆃ的对⧧
㎊䍦 Galois ㎊䍦 Picard-Vessiot ㎊䍦
对⧧㦛 Gal(L/K) Gal∂(L/K)

应用 ⱁ㼏㬞方程的ⷚ㬞ㆃ 微分方程的 “⨖⭩” ㆃ

䔏⽔一㳖㿉䄋ㆃ㬮. 䎃㏐的⨖⭩ㆃ䅃㸞䓦⪴〚域 K ㏞㧈 C(z) ⨗ⳃ, ⹚作一㑱 ∂-㎊䍦

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km

㰚㚽〒⭤的䊋㯹, 㳖ミ㬨对㗠⷗ 0 ≤ i < m ㅵ䇱 Ki+1 = Ki(u), 㡅中 u (ゑ微分䊬㰄 ∂Ki+1) ㎕䓵䇻
• ⤜Ⰹ〞分〓䊜ⳕ⭝⼐㭞, 䅁ゕ㤔ㆃ ∂u = a, a ∈ Ki;
• 䐙㭞, 䅁ゕ㤔ㆃ ∂u = au, a ∈ K×

i ;
• ⫛㭞㎊䍦, 䅁ゕ㤔ㆃⱁ㼏㬞方程 P (u) = 0.

䎃⟄㬷㿙⭤⭞的 ∂-㎊䍦⧧作 Liouville ㎊䍦. 微分 Galois 理论的一⷗㈎⮅Ⰹ理㧈㻣, 㰝㋪䄵㯖㬨 Galois
的ⷚ㬞ㆃ㝱䓝的一䐷微分⟇⡟.

定理 8.9 㪉K∂ ⫛㭞⡶,䄜⷗ Picard-Vessiot㎊䍦 L/K 㬨 Liouville㎊䍦⭥⨅䄋㳖ミ㬨G := Gal∂(L/K)

⭥⭆㸜㑍㵉⳷䐈 G◦ 㬨㋪ㆃ⭥㼀㾵⫛㭞㦛.

㑍㵉线性⫛㭞㦛 H ㋪ㆃ的㋭⿎与⨊㼔㦛㤊㾯类㯧, ⥏⢑㆗䊻䇻⪬㬒䄋考㔨的㬨⫛㭞⟇⡟的⿜㸜䓴㦛.
㸳㗨⤜㪇䔄䐅㘘, ㆗㳂㬟一⮄: ⳕ⭝⼐㭞⼮䐙㭞㤊㾯分⢑䊻 G◦ 的合⧪㑱㏐⹒献ゴ性㦛 Ga ⼮⧬性㦛 Gm,
ⱙ䎃㑞䎀䎞㬨㋪ㆃ㦛的〚⡟⹚ミ.
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㻷䊻䅞㧌淡中对偶理论. 㩰㎕䄲㈎䅟䊝用⭞㑬微分㚄的䍦㑠〞: 㧕 V , W ㅵ㬨 (K, ∂) 㩰的微分㚄,
䋓䊻 V ⊗K W 㩰㋪䄵Ⰹ䅆 ∇(v ⊗ w) = ∇v ⊗ w + v ⊗ ∇w. 对偶㋶ヅ V ∨ 㩰䄓䇱⮅范的微分㚄ㆂ⹚
(∇∨λ)(v) = −− λ(∂v). 单㸜䊋 1 Ⰹ㸋 (K,∇ = 0). 䇻㬨㸳㗨䇱淡中范畴的〚⡟䄋ミ.
㆒⹭Ⰹ (V,∇), ⤃㒏 ⟨V,∇⟩⊗ 㸋 (V,∇) 㪛⧪的淡中㕛䓴范畴. ㉀㳆⭹㯖, 䎃㸿⳨㬨考㔨㰚䇱㾯㧈

(V,∇)⊗r ⊗ (V ∨,∇∨)⊗s, r, s ∈ Z≥0

的微分㚄的䇱㻿䐒⼮, 䊺考㔨㰚䇱䓴㩭㰚⭤⭞的㕛䓴范畴. 范畴 ⟨V,∇⟩⊗ 䊻⫛㭞⡶域 K∂ 㩰㬨线性的. 䁂
㦂与 (V,∇) 㼁应的 Picard-Vessiot ㎊䍦 L/K; Ⰹ䅆 ⟨V,∇⟩⊗ 的㻬㸍⼐䓴㸋

ωL : (W,∇W ) 7→ (W ⊗K L)∇W,L .

㋪䄵䂊䐅䎃㾊䓫㑰 (⟨V,∇⟩⊗, . . . , ωL) 㦘㬖Ⰹ䅆㑬淡中范畴.

命题 8.10 䔘㸋 K∂-⫛㭞㦛, Aut⊗(ωL) 䓵㦜⭹㵍⹚䇻 G := Gal∂(L/K). 㲹⢑⭹, ⟨V,∇⟩⊗ ⭩ゼ䇻
G−Rep.

微分 Galois 理论⿚䇱㿎ⱁ⢅㳆, ㏞㧈ⱁ⢅䊋㤊㾯⼮㰚㸞 q-⥏分方程的⥏分 Galois 理论⭩. 㒎一方㘇,
㰇䓦ェ㰄〛ゝ㭖⼮ⴜ⼦ェ㰄的ⳃ䍚, 微分⫛㭞的㰄ⳉ㘇㼓䄓⢅⭤㦶䅇䐹䄋. 㠋ⴚ㰚㻿⤜㚽劊エ, Ⱒ䎀㋪䊻
参考㭊目中䁑⭤线㰘.
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