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摘要 本文介绍了稳态对流扩散问题的稳定化有限元方法. 其主要难点在于当对流占优时可能出现边

界层, 导致传统有限元方法在边界层内失去稳定性, 从而产生剧烈震荡. 在拟均匀网格下, 稳定化有限

元方法可分为两类: 迎风型方法和指数拟合方法. 前者利用对流速度的信息在变分形式中增加稳定化

项，而后者利用边界层解的特征将指数函数引入到格式设计中. 这两类方法对于设计电磁场等新型对

流扩散问题的数值方法起到重要指导作用.
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1 引言

对流扩散方程是一类常见的偏微分方程, 描述了物质在流体介质中同时受到对流和扩散的影响.

其中, 对流项描述了流体运动引起的物质输运, 扩散项描述了物质由于浓度梯度而发生的自发扩散. 对

流扩散方程在多个科学和工程领域中都具有广泛的应用, 包括流体力学、天体物理学、地下水流、气

象学、半导体和反应流动等.

在有界区域 Ω ⊂ Rd 上, 经典的标量对流扩散方程有如下形式:

Lu := −ε∆u+ β · ∇u+ γu = f, 在Ω内. (1.1)

这里, u 表示待求的物理量 (如浓度、温度等), ε > 0 表示扩散系数, β 表示速度场. 该问题的适定性可

以在一定的边界条件下 (如 u|∂Ω = 0) 成立. 扩散项 −ε∆u 与对流项 β · ∇u 的相互作用导致了方程解

的特殊行为. 例如, 当问题是对流占优, 即 ε≪ |β| 时, 问题 (1.1) 的解可能出现内部或边界层结构 (在

非常小的区域解及其导数急剧变化). 边界 Γ := ∂Ω 根据流场方向, 可分为入流出流两类, 即:

Γ− := {x ∈ Γ : β · n < 0}, Γ+ := {x ∈ Γ : β · n > 0}.
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对于纯对流问题 (即 ε = 0), 仅需在入流边界 Γ− 处施加 Dirichlet 边界条件. 因此, 当 ε→ 0+ 时, (1.1)

的边界条件不自洽性是导致解可能存在边界层结构的原因之一. 考虑 u|∂Ω = 0 的简单情形, 其变分问

题为: 求 u ∈ H1
0 (Ω) 使得

a(u, v) := ε

∫
Ω

∇u · ∇v +
∫
Ω

(β · ∇u)v +
∫
Ω

γuv =

∫
Ω

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω). (1.2)

在离散层面上, 记 Th 为 Ω 的正则单纯形剖分族 (简单起见, 这里假设区域为多边形). 对于任意

T ∈ Th, hT 表示 T 的直径. 对于变分问题 (1.2), 如果使用经典的有限元方法, 并且边界层处网格尺度

hT 较大, 那么得到的数值解通常会在整个区域中产生大幅度的数值震荡. 该现象的出现不仅是因为

经典有限元方法无法充分近似边界层内的解, 也是因为其在层内失去了稳定性, 参见 [139] 中 6.1 节的

讨论. 要正确解析这些层结构，需要细化网格使得 hT 与扩散和对流之间的比例相当, 使得对流不再在

单元内占主导地位. 在许多情况下, 这样的处理会增加大量的自由度, 增加离散问题求解规模. 另一方

面, 由于通常情况下只对全局解感兴趣, 因此亟需设计无论网格细化程度的稳定化方法以消除震荡.

在拟均匀网格 (quasi-uniform meshes) 下, 本文将回顾 (1.1) 的两类稳定化有限元方法:

(1) 迎风型方法 (见第 2 节), 包括: 残量型、对称型稳定化方法, 以及间断 Galerkin 方法;

(2) 指数拟合方法 (见第 3 节), 包括: 指数拟合样条, 以及算子指数拟合.

对流扩散问题的数值方法还涉及许多重要研究课题, 在本文中没有涉及, 感兴趣的读者可以参考

专著或综述 [97, 98,118,135,139]. 这里列举一些与有限元方法相关的研究课题及相关进展:

• 自适应边界层网格 (Layer-adapted meshes). 边界层解是对流占优时的一个典型解, 可以设计不同

类型的自适应边界层网格来捕捉该特征 [9, 132]. 作为最常用的一种自适应边界层网格, Shishkin 类型网

格下可应用标准有限元方法 [99, 122,136,142], 以及流线扩散有限元方法 [40, 101,140,155]. 相应的超收敛及

后处理技术也有很多研究 [51, 100,121,123,156].

• 快速求解器. 尽管对流项导致离散系统非对称, 扩散占优时经典的快速求解技术仍然保持有效,

例如多重网格法 [10, 19,20] 和区域分解法 [37, 38]. 对于对流占优情况的求解器设计, 在磨光时应考虑自由

度重排 [17, 55,144,146], 在粗化时也应基于流场信息 [92, 93,104,111].

• 时间发展问题数值方法. 对于时间发展的对流扩散方程, 一个重要的工作是 Cockburn 与 Shu 提

出的局部间断 Galerkin (LDG) 方法 [45], 并以此发展了大量数值方法 [46, 109,133]. 另一类重要方法是特

征线法 [50, 114], 并引出一系列研究工作 [39, 58,74,89,125,126].

近年来, 对流扩散方程在电磁场等向量场问题中也有着愈发重要的应用. 例如，国际原子能机构

在清洁核能源官方说明 [70] 中指出, 磁约束核聚变是最佳的清洁核能源, 其核心机制是 “强力磁场控制

高能碰撞的等离子体”. 本文也将基于一些标量问题的稳定化有限元方法, 讨论其在电磁场等新型对流

扩散问题中的推广和应用.

2 迎风型方法

迎风格式是处理对流项的经典方法, 它可以有效地减轻数值震荡, 特别是在对流占优的情况下. 在

差分方法中，迎风的含义是差分方向与流场相反. 本节将介绍如何在有限元框架下应用这种迎风思想.

总的来说, 在试验函数或测试函数的选择以及双线性型的设计中, 可以明确地利用流场信息, 从而提

高数值方法的稳定性.
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2.1 残量型稳定化

为了保持数值格式的稳定性, 本小节首先讨论将加权残差添加到标准 Galerkin 有限元格式的两

种稳定化技术: 流线扩散和最小二乘有限元方法. 由于精确解的残差为零, 该稳定化方法可以天然保

持相容性. 随后讨论将残量自由泡函数加入到有限元空间的稳定化技术, 并说明这两种稳定化技术的

紧密联系. 本小节中的有限元空间为如下标准的分片 k 次连续函数空间:

Vh := {vh ∈ H1
0 (Ω) : vh|T ∈ Pk(T ) 对于任意单元 T ∈ Th}.

2.1.1 流线扩散型方法 (SDFEM 或 SUPG)

基于流线扩散的有限元方法最早由 Hughes 和 Brooks 提出, 称为流线扩散有限元 (streamline-

diffusion FEM, SDFEM) [75]; 它的另一个熟知的名称为流线迎风 Petrov Galerkin (streamline upwind

Petrov Galerkin, SUPG) [29]. 该方法在双线性型中加入带权的残量, 以达到格式的稳定化. 其定义为:

寻找 uh ∈ Vh 使得对于任意的 vh ∈ Vh, 满足

a(uh, vh) +
∑
T∈Th

δT (−ε∆uh + β · ∇uh + γuh,β · ∇vh)T = (f, vh) +
∑
T∈Th

δT (f,β · ∇vh)T , (2.1)

其中, (·, ·)T 代表单元 T 上的 L2 内积, δT 为人工参数, 称为流线扩散参数. 当 Vh 为分片线性连续

函数空间且常数项 γ = 0 时, 稳定化项变为
∑
T∈Th

δT (β · ∇uh,β · ∇vh)T , 其强形式对应着微分算子

−δ|β|2uββ, 其中 δ 为分片常数函数, uββ 为流速 β 的二阶方向导数. 因此, 该稳定化可以看作在流线

扩散方向增加数值粘性, 因此得名 SDFEM. 另一方面, (2.1) 可以看作将测试函数空间 (即 vh 所在的

空间) 由 Vh 换为 {vh+
∑
T∈Th

δTβ ·∇vh : vh ∈ Vh}, 即测试函数空间由试验函数空间加流线迎风得到,

因此得名 SUPG.

SUPG 方法满足相容性, 即 (2.1) 中将 uh 换为真解 u 时恒成立 (又称 Galerkin 正交性). 流线扩

散参数 δT 的选取则需兼顾稳定性与收敛性. 从最终误差阶的角度, 拟最优的 δT 选取策略为 (见 [139]

中 6.4 节):

δT =

 δ0hT 如果PeT > 1 (对流占优情况),

δ1h
2
T /ε 如果PeT 6 1 (扩散占优情况).

(2.2)

其中, 网格 Péclet 数定义为 PeT := ∥β∥0,∞,ThT /(2ε), δ0 和 δ1 为人工选取的正参数.

是否可以在 (2.2) 的选取准则下给出 δT 的” 最优” 选择? 对于一维常系数问题, 最优的 δT 对应

于 II’in-Allen-Southwell 格式 [49, 82], 具体形式见后文 (3.2). 一般来说，这个问题的答案是否定的. 对

于多维问题, 可考虑 δT 的选取与 ε 一致收敛性的联系 [117,130,141], 或与解在边界层内外的精度的联系
[103,145]; 其他相关讨论参见 [60, 73,86,87,118].

SDFEM (SUPG) 格式有许多后续改进. 例如, 为了在内部或边界层获得高分辨率, 可以在流线扩

散格式加入错风 (crosswind) 耗散 [47, 88,110]; 为了在离散层面保持最大值原理, 可以对 SDFEM 加入

非线性激波捕捉校正项 [31, 32,81,94,102,108,131]. 文献 [83–85] 综述了多种减少边界层伪震荡的数值方法,

并通过大量数值算例加以佐证.

最小二乘有限元方法 (Galerkin Least Square Finite Element Method, GLSFEM). SUPG 的

一个重要特点是, 在标准 Galerkin 方法中添加每个单元的加权残量, 其相容性与权重的选取无关. 另
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一种权重选取方法对应着问题 (1.1) 的如下加权残量∑
T∈Th

δT (Luh − f,Lvh)T . (2.3)

将此项替换 SUPG 方法 (2.1) 中的加权残量, 得到的数值格式称为 GLSFEM [78]. 由于残量 (2.3) 可

以看作在每个单元内求解最小二乘问题 minvh∈Vh

∑
T∈Th

δT ∥Lvh− f∥20,T , 该方法因而得名. 更一般地,

可以考虑残量
∑
T∈Th

δT (Luh − f, ψ(vh))T , 其中 ψ 为给定算子. 显然, SUPG 对应着 ψ(vh) = β · ∇vh,
GLSFEM 对应着 ψ(vh) = Lvh; 文献 [61] 中考虑了 γ = 0 时 ψ(vh) = ε∆vh + β · ∇vh 的格式.

2.1.2 残量自由泡函数稳定化 (Residual-free Bubble Function, RBF)

在 [28] 中, Brezzi 和 Russo 首先给出了流线扩散型方法的一种新的刻画. 其核心想法是, SUPG

格式的稳定化可以由 (局部) 泡函数的静态凝聚 (static condensation) 产生 [8]. 为了更加清晰地展示这

种刻画, 以下将假设 β 与 f 为分片常数, γ = 0, 讨论分片线性连续有限元空间 Vh(即 k = 1) 的泡函数

稳定化.

假设已经给定单元 T 上的某个泡函数 b̃T , 定义如下泡函数空间:

Bh = span{b̃T ∈ H1
0 (T ),∀T ∈ Th}. (2.4)

于是可以在有限元空间 Vh⊕Bh 上求解 (1.2), 便获得泡函数稳定化方法的一种表达形式. 另一种表达

形式利用静态凝聚的思想, 即局部消去泡函数. 具体地说, 将数值解分解为 uh = uL + uB ∈ Vh ⊕ Bh,

并分别取测试函数为 vL ∈ Vh 和 vB ∈ Bh, 得到

ε(∇(uL + uB),∇vL) + (β · ∇(uL + uB), vL) = (f, vL), (2.5)

ε(∇(uL + uB),∇vB) + (β · ∇(uL + uB), vB) = (f, vB). (2.6)

注意到 (2.6) 为一维问题, 通过简单计算可得到 uB =
∑
T∈Th

dT b̃T , 其中 dT = (1,b̃T )T
ε|b̃T |21,T

(f − β · ∇uL)|T .

再将 uB 的结果带回 (2.5), 便得到泡稳定化方法的如下表达形式: 寻找 uL ∈ Vh, 使得

a(uL, vL) +
∑
T∈Th

κT (β · ∇uL,β · ∇vL)T = (f, vL) +
∑
T∈Th

κT (f,β · ∇vL)T , ∀vL ∈ Vh. (2.7)

该形式与流线扩散型 (SUPG) 方法 (2.1) 一致, 只是稳定化参数变为

κT =
1

|T |
|(1, b̃T )T |2

ε|b̃T |21,T
.

泡函数稳定化与 SUPG 的相关性只在单纯形网格的线性元空间成立, 四边形网格结果不同 [21, 95].

随之而来的问题是, 如何选取泡函数 b̃T ? 注意到 (2.6), 当 vB 跑遍所有 H1
0 (T ) 时, 恰好为如下问

题的弱解: uB |∂T = 0, 在 T 内, −ε∆uB + β · ∇uB = (f − β · ∇uL)|T . 同时, 注意到右端项在单元 T 为

常数, 因此, 理想情况下 b̃T 为残量自由的泡函数 (residual-free bubble function), 即

−ε∆b̃T + β · ∇b̃T = 1 在T内, b̃T = 0 在∂T上. (2.8)

对于一维情况, b̃T 可以解析解出, 带入 (2.7) 同样对应于 II’in-Allen-Southwell 格式 [49, 82], 具体形式见

后文 (3.2). 对于高维问题, (2.8) 的解析解形式复杂, 实际情况下可选取伪残量自由泡函数 [23], 次网格

稳定化 [27], 多层方法 [62,67] 等.
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一般来说, 给定分片 k 次多项式空间 Vh 和适当的泡函数空间 Bh, 满足 Vh ∩ Bh = ∅. 则泡函数

稳定化方法可表示为: 寻找 uh ∈ Vh 满足

a(uh +M(uh), vh) = (f, vh)− a(F (f), vh) ∀vh ∈ Vh. (2.9)

其中, M(uh), F (f) ∈ Bh 由求解 Bh 上的变分子问题得到. 即对于任何 vB ∈ Bh, 有 a(M(uh), vB) =

−a(uh, vB), a(F (f), vB) = (f, vB). 从该形式可看出, 泡函数稳定化与多尺度有限元方法也有紧密联系,

参见 [76, 77,79,118].

2.2 对称型稳定化

尽管上节中残量型稳定化方法有许多好的性质, 但其增加的稳定化项是非对称的, 这会在最优控

制算法设计 [16]、质量集中 [48] 等技术应用中带来困难. 本小节将考虑避免该缺陷的两种对称型稳定化

方法: 局部投影法和连续内罚法.

2.2.1 局部投影法 (Local Projection Stabilization, LPS)

在残量型稳定化方法的讨论中, 人们发现其稳定化的作用只体现在
∑
T∈Th

δT (β · ∇u,β · ∇u) 中.

然而, 该项并不相容: 当对流占优时 δT = O(hT ), 带入真解后的相容性误差为 O(h
1/2
T ), 导致格式的收

敛阶不最优. 局部投影法的基本思想为: 引入另一个有限元空间 Dh, 并记 πh : L2(Ω) → Dh 为其上的

L2 投影, 随后用 κh(β · ∇u) 替代 β · ∇u 的作用. 这里 κh := I − πh, 在 Dh 满足逼近性时可获得高阶

相容性误差.

随之产生的一个问题是: 如何定义有限元空间 Dh? 我们采用 [65,106] 的符号, 首先给出 Dh 所依

赖的网格: 考虑 Mh 为 Ω 的另一个网格剖分, 其单元 M ∈ Mh 称为宏单元, 满足每个 M 包含一个或

多个 Th 的单元. 通常情况, Dh 取为 Mh 上的间断有限元空间. 记离散变量所在的分片多项式空间为

Yh ⊂ H1(Ω). 局部投影法 (LPS) 的定义如下: 寻找 uh ∈ Vh := Yh ∩H1
0 (Ω) 使得

(ε∇uh,∇vh) + (β · ∇uh + γuh, vh) + Sh(uh, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh, (2.10)

其中稳定化项 Sh 取为

Sh(u, v) =
∑

M∈Mh

τM

(
κh(β · ∇u), κh(β · ∇v)

)
M
. (2.11)

LPS 在求解 Stokes 问题 [14] 时被首先提出, 并拓展到求解输运方程 [15] 和 Oseen 方程 [18] 中. 这

些结果使用了两层 (two-level) 思想, 即投影空间 Dh 的网格比求解空间 Yh 的网格粗. 该思路与次网

格建模 (subgrid modeling) [56, 68] 有紧密联系, 不同的是, 次网格建模采用梯度的波动作为稳定化项, 而

LPS 采用梯度在速度方向的波动. 另一种思路是保持 Dh 与 Yh 的网格一致, 即 Mh = Th, 而适当扩充

求解空间 Yh 达到格式的稳定性. 对于这两类方法, Dh 与 Yh 的构造除了需满足传统的逼近性, 另一

核心要求为 [65,106]:

inf
qh∈Dh(M)

sup
vh∈Yh(M)

(vh, qh)M
∥vh∥0,M∥qh∥0,M

> β > 0, (2.12)

其中 Yh(M) := {wh|M : wh ∈ Yh} ∩ H1
0 (M). 该条件表明, Yh(M) 的维数至少需大于或等于 Dh(M)

的维数. 根据 [134] 的结果, 当所有宏单元均等价于一个参考宏单元时, 条件 (2.12) 可简化为 ZM :=

{qh ∈ Dh(M) : (qh, vh)M = 0, ∀vh ∈ Yh(M)} = {0}. 下面简要介绍两类方法对应的一些例子, 具体的

分析参见 [106].
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两层方法的例子. 对于单纯形网格, 最常用的例子是将宏单元 M ∈ Mh 的每个顶点与其重心相连,

得到 d + 1 个子单纯形; 这些单纯形组成的网格便是 Th, 并记 Mh = T2h. 此时, 一族满足 (2.12) 有

限元空间对记为 (Yh, Dh) = (Pk,h,P−1
k−1,2h), 其中 Pk,h 表示 Th 上分片 k 次 (k > 1) 连续有限元空间,

P−1
k−1,2h 表示 T2h 上分片 k − 1 次间断有限元空间. 类似的想法可以应用于四边形 (d = 2) 和六面体

(d = 3) 网格, 但其逼近性和关于 (2.12) 的要求更加复杂, 具体参见 [6, 106].

扩充 Yh 的例子. 记 λi(i = 1, · · · , d+ 1) 为单纯形 T 的重心坐标. 考虑 T 的体泡函数 bT := Πd+1
i=1 λi,

并记 Pbubble
k (T ) := Pk(T ) + bT · Pk−1(T ), 其中 k > 1. 一个常用的稳定有限元空间取法为 (Yh, Dh) =

(Pbubble
k,h ,P−1

k−1,h). 注意到 Pbubble
k (T ) 的定义中并不一定是直和, 其包含的体泡函数维数恰好为 k − 1

次多项式维数, 即 dimYh(T ) = dimDh(T ). 也就是说, 这种扩充从局部维数的角度是最优的. 同样的,

该想法也可应用于四边形和六面体网格 [6, 106].

下面简述扩充 Yh 与 SUPG 的关系. 考虑 k = 1 的情况, 此时 Pbubble
1 (T ) 中的两部分为直和. 记

τT = τM , 类似于 2.1.2 节的讨论, 局部求解泡函数, 可得到

ε(∇uL,∇vL) + (β · ∇uL, vL) +
∑
T∈Th

θT (β · ∇uL,β · ∇vL)T = (f, vL) +
∑
T∈Th

θT (f,β · ∇vL)T ,

其中流线扩散参数为

θT :=
1

|T |
· |(1, bT )T |2

ε|bT |21,T + τT ∥β · ∇bT ∥20,T
∼ h2T
ε+ τT ∥β∥2

.

对比流线扩散型方法的选取经验 (2.2), 对流占优时取 τT ∼ hT /∥β∥, 扩散占优时取 τT = 0 即可.

2.2.2 连续内罚法 (Continuous Interior Penalty, CIP)

另一种对称型稳定化方法为连续内罚有限元方法 (CIP): 在边界处, 通过函数值的惩罚近似边界

条件; 在单元内部, 通过对导数信息的惩罚获得稳定性. 具体的说, 取离散空间满足 Vh ⊂ H1(Ω), 注意

这里没有强制零边值. CIP 的定义如下: 寻找 uh ∈ Vh 满足

ah(uh, vh) + Jh(uh, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh, (2.13)

其中, 方程及边界惩罚项和稳定化项分别定义为

ah(u, v) := ε(∇u,∇v) + (β · ∇u+ γu, v)− ⟨β · nu, v⟩Γ−

− ε⟨ ∂u
∂n

, v⟩Γ − ε⟨u, ∂v
∂n

⟩Γ +
∑
F⊂Γ

ηF εh
−1
F ⟨u, v⟩F , (2.14)

Jh(u, v) :=
∑
F∈F0

h

τF ⟨βh · J∇uKF ,βh · J∇vKF ⟩F . (2.15)

这里, F0
h 为所有内部单元面的集合, ηF 为边界惩罚参数; βh 为 β 的连续分片线性近似, 对于 F ∈ F0

h

上给定的单位外法向 nF , 函数跳跃定义为 JwKF := limt→0 w(x + tnF ) − w(x − tnF ). 显然, (2.15) 与

F 上单位外法向选取无关. 由于稳定化项的形式在二维时为单元边界的导数跳跃, 该方法也被称为边

稳定化方法 (edge stabilization). 类似的稳定化参见 [30, 34,35].
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CIP 的稳定化机制与 LPS 有密切联系. 事实上, [30] 中构造了一个投影算子 π∗
h : H2(Th) → Vh, 对

于任意 vh ∈ Vh 与单元 T , 均满足:

hT ∥βh · ∇vh − π∗
h(βh · ∇vh)∥20,T 6 C

∑
F∈Fh(T )

∫
F

h2F |βh · J∇vhKF |2 dS,
其中 Fh(T ) := {F ∈ F0

h : F ∩ T ̸= ∅}. 该不等号的另一个方向在 [34] 中给出, 即说明 CIP 可以等效地

看作将 (2.11) 中 κh 换做 I − π∗
h 的 LPS. 然而, 相较于非协调的 LPS 方法, CIP 的优势在于其满足相

容性, 也较容易推广到局部网格和多项式次数加密的版本 (hp FEM) [33].

2.3 间断 Galerkin 方法 (Discontinuous Galerkin, DG)

间断 Galerkin 是数值求解偏微分方程最常用的方法之一. 对于对流扩散问题, 相关的 DG 格式

研究工作很多 [42, 43,45,54,72,80,143,154]. 这些 DG 方法形式不同, 本小节将采用 [7] 提出的加权残量

(weighted-residual) 方法给出一个统一形式. 令 F 为相邻单元 T+ 和 T− 的公共面, n± 为 ∂T± 上的

单位外法向. 对于内部面 F ∈ F0
h, 定义如下 DG 中常用的平均和跳跃:

{v} =
1

2
(v+ + v−), JvK = v+n+ + v−n−, {{v}} =

1

2
(v+ + v−), [v] = v+ · n+ + v− · n−.

在边界面 F ∈ F∂
h 上, JvK = vn, {v} = v, {{v}} = v. DG 格式稳定化的一个主要机制是加权平均: 在内

部面 F 上, 定义权重 α± 满足 α+ + α− = 1, 则标量和向量函数的加权平均定义为

{v}α = α−v− + α+v+, {{v}}α = α−v− + α+v+. (2.16)

显然, 当 α± = 1
2 时, 上述定义即为标准平均. 而 α 的选取与速度 β 相关时, 便起到了迎风的效果.

引入通量 σ(u) := −ε∇u+ βu 并记 γ̃ = γ − divβ. 标量对流扩散方程 (1.1) 可写成如下形式:

divσ(u) + γ̃u = f.

形式上看, 为了保持通量的法向连续性及变量 u 的连续性, 该问题在网格 Th 上的等价形式为:

divσ(u) + γ̃u = f 在每个单元T ∈ Th上,

[σ(u)] = 0 在每个区域内部面F ∈ F0
h上,JuK = 0 在每个区域内部面F ∈ F0
h上,

u = 0 在每个区域边界面F ∈ F∂
h上.

于是, 引入权重算子 B0,B1,B2,BD1 , 得到如下变分形式: 寻找 uh ∈ Vh, 使得对于任意 vh ∈ Vh 满足

(divhσ(uh) + γ̃uh − f,B0vh) +
∑
F∈F0

h

∫
F

JuhK · B1vh

+
∑
F∈F0

h

∫
F

[σ(uh)]B2vh +
∑
F∈F∂

h

∫
F

uhBD1 vh = 0. (2.17)

这里, Vh 取为分片 k 次多项式的 DG 空间, divh 表示分片散度 (下同). 该形式将各个方程的残量加以

组合, 通过选取不同形式的 B, 便可以得到各种 DG 格式. 其另一个优势是有天然的相容性, 即当 uh

换为真解 u 时 (2.17) 恒成立.
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文献 [7] 给出一些了常用的 B 选取方式, 我们将其总结成最一般的形式:

B0v|T = v, B1v|F = εηFh
−1
F JvK − θ{ε∇hv}α + {βv}α − {βv},

B2v|F = −{v}1−α, BD1 v|F = εηFh
−1
F v − (θε∇hv + βvχΓ−

D
) · n,

(2.18)

其中, θ ∈ [−1, 1] 为内罚型 DG 控制扩散项处理方式的参数: θ = 1 为对称型; θ = −1 为非对称型;

θ = 0 为中性型. 正常数 ηF 有一致正下界, 即对于任意 F ∈ Fh, 有 ηF > η0 > 0. 格式的迎风机制

由权重 α 给出, 即要求 β · JαK = (2α+ − 1)β · n+ > 0. 取 n+ 为迎风单元处的外法向, 此条件即要求

α+ > 1
2 , 即迎风单元在平均时占更多比重.

注意到上述格式虽然在推导时引入通量, 但最终格式仍只依赖于原始变量 u. 近些年, 将通量 σ

与原始变量 u同时作为求解变量的 DG 方法逐渐流行起来. 尽管问题的整体自由度变多, Cockburn 等

人提出了可杂交化的混合间断有限元方法 (Hybridizable Discontinuous Galerkin, HDG) [41, 44,109,115],

可以降低整体问题规模; 通过提高通量空间的多项式次数, 文献 [64] 得到了特殊网格下 HDG 方法数

值通量的最优收敛阶.

2.4 分析结果

本小节将简要介绍以上格式的分析结果, 其核心是构建离散层面的稳定性. 我们首先讨论从连续

层面的稳定性. 对于标量对流扩散方程 (1.1), 一维的情形的典型解包含形如 z(x) = e−Cx/ε 的指数型

边界层. 注意到 |z|1 = O(ε−1/2). 为了平衡范数中各项的贡献, 在连续层面上定义如下带权范数:

∥v∥21,ε := ε|v|21 + ∥v∥20.

在该范数下, 双线性型 (1.2) 的强制性 (即稳定性的一个充分条件) 在如下假设下可以得到.

假设2.1 存在常数 γ0 使得

γ − 1

2
∇ · β > γ0 > 0. (2.19)

该假设产生的原因是将 (1.2)中的对流项分部积分一半,即 (β ·∇u, v) = 1
2 (β ·∇u, v)− 1

2 (u,∇·(βv)).
取 v = u 时, 便得到不含变量导数的 L2 项 (β · ∇u, u) = −1

2 (∇ · β, u2). 由强制性和 Cauchy-Schwarz

不等式, 可得到稳定性结果 ∥u∥1,ε 6 C∥f∥0.

离散稳定性. 注意到上述格式的离散空间为拟均匀网格下的分片多项式空间, 即 |uh|1 = O(h−1/2).

此时, 连续层面的范数中 ε1/2|uh|1 = O(ε/h)1/2, 其量级在对流占优情形 (即 ε≪ h 时), 无法与低阶项

匹配. 因此, 需要更强的离散范数 ∥ · ∥h,ε, 以获得稳定性.

有了离散稳定性, 并结合有限元方法中经典的技术 (如插值估计、逆估计等), 便可得到在适当的

参数选取下数值格式的拟最优误差估计. 对于 2.1–2.3 节的数值格式, 其分析结果有如下统一形式:

ah(vh, vh) > C∥vh∥h,ε ∀vh ∈ Vh, (2.20)

∥u− uh∥h,ε 6 C(ε1/2 + h1/2)hk|u|k+1. (2.21)

下面列出不同方法的范数定义和参数选取准则:
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1. 流线扩散型方法 (SDFEM 或 SUPG). 范数定义为

∥v∥h,ε := ∥v∥SUPG :=
(
ε|v|21 ++∥v∥20 +

∑
T∈Th

δT ∥β · ∇v∥20,T
)1/2

.

可以看出, 相较于连续问题的范数, ∥ · ∥SUPG 包含了额外的流线方向导数控制, 因而防止了数值

解在 Ω 大部分区域的震荡. 当 δT 按照 (2.2) 选取时 (其中人工参数 δ0 和 δ1 适当选取，依赖于

γ0、网格正则性常数、逆不等式常数等), 便得到 (2.20) 和 (2.21).

需要注意, 误差估计 (2.21) 依赖于 |u|k+1, 其在解存在边界层或内层时很大. 因此, 需考虑局

部误差估计 (local error estimate), 其中首个局部逐点误差估计在 [88] 中给出, 后续的结果参见

[110,157]; 此外, [157] 中讨论了结构网格下的最优 L2 收敛阶, 类似的结果也体现在其他稳定化方

法中 [124]. 流线扩散型方法的 hp 版本及误差分析参见 [73].

2. 最小二乘有限元 (GLSFEM). 给出两种范数定义

∥v∥h,ε := ∥v∥GLS :=
(
ε|v|21 + ∥v∥20 +

∑
T∈Th

δT ∥Lv∥20,T
)1/2

,

∥v∥h,ε := ∥v∥SDGLS :=
(
∥v∥2SUPG +

∑
T∈Th

δT ∥γv − ε∆v∥20,T
)1/2

.

只需要 δT 为正常数, 便可得到在 ∥ · ∥GLS 下的稳定性 (2.20). 另一方面, 当 δT 满足与流线扩散方

法同样的条件时, 可得到在 ∥ · ∥SDGLS 下的稳定性; 进一步地, 当 δT = δ0
hT√

1+(ε/hT )2
时 (其中 δ0

为正常数), 可得到 ∥ · ∥SDGLS 下的拟最优误差估计 (2.21).

3. 残量自由泡函数稳定化 (RBF). 由于泡函数空间 Bh(见公式 (2.4)) 包含非多项式函数, 因此上面

关于离散稳定性的讨论并不适用. 事实上, RBF 方法的稳定性 (2.20) 和误差估计 (2.21) 在连续层

面的范数 ∥ · ∥1,ε 下就成立. 在 Vh 为线性元空间时, 相关分析参见 [22], 其揭示了范数中 ε1/2| · |1
项在 Vh ⊕ Bh 中可以控制对流项, 这个结果是非平凡的. 对于 Vh 为高阶元空间的分析参见 [24],

其证明采用了 Besov 空间的插值用来平衡扩散和对流项的正则性, 与 [22] 的技术本质不同.

4. 局部投影法 (LPS). 定义范数

∥v∥h,ε := ∥v∥LPS :=
(
ε|v|21 ++∥v∥20 +

∑
M∈Mh

τM∥κh(β · ∇v)∥20,M
)1/2

.

当 τM 非负时, 稳定性 (2.20) 成立; 假设离散空间满足逼近性和 (2.12), 当 τM ≃ hM 时, 便可得到

(2.21). 其分析的核心步骤是构造一个与投影空间 Dh 正交且满足逼近性的插值算子 [106].

5. 连续内罚法 (CIP). 对于格式 (2.13), 定义范数

∥v∥h.ε := ∥v∥CIP :=
(
ε|v|21 + ∥v∥20 + Jh(v, v) + ∥|β · n|1/2v∥20,Γ +

∑
F⊂Γ

εh−1
F ∥v∥20,F

)1/2

.

当 ηF > η0 > 0 且 η0 充分大时, 可以获得稳定性 (2.20); 并且当 τF ≃ h2F 时, 可得到 ∥ · ∥CIP 下的

拟最优误差估计 (2.21). 对于更一般情况的 CIP 估计参见 [30].
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6. 间断 Galerkin (DG). 对于格式 (2.17), 定义范数

∥v∥h.ε := ∥v∥DG :=
(
ε|v|21 + ∥v∥20 +

∑
F∈Fh

∥|β · n|1/2JvK∥20,F +
∑
F∈Fh

εh−1
F ∥JvK∥20,F)1/2

.

当格式中权重满足迎风条件, 并且 ηF > η0 > 0 且 η0 充分大时, 可以获得 ∥ · ∥DG 下的稳定性

(2.20) 及拟最优误差估计 (2.21). 进一步地, 可以通过在测试函数中乘以特殊指数型函数的方式,

获得离散格式的极小 - 极大条件 (该条件是稳定性的充要条件). 利用这种技巧, 假设 2.1 可以放

松到 γ− 1
2∇·β > 0, 具体分析参见 [7]. DG 方法相关的逐点误差估计和局部误差估计参见 [69,90].

2.5 间断 Galerkin 方法在向量对流扩散问题中的进展

需要注意, 上述方法的研究对象为标量对流扩散方程 (1.1). 其稳定化方法的设计与分析，很大程

度上依赖于对方程中对流形式的理解. 近年来, 对流扩散模型在电磁场等向量场问题中也有着愈发重

要的应用 [70]. 由于向量场下对流项的数学形式和结构更加复杂, 相关研究工作亟需展开. Heumann

与 Hiptmair 将一类特殊的迎风方法成功应用于向量场纯对流方程 [71]. 本小节将基于作者最近的工作

[147], 介绍 (向量型) 磁对流扩散问题中的 DG 方法.

为了简单起见, 考虑如下磁对流问题:
∇× (ε∇× u)−β × (∇× u) +∇(β · u)︸ ︷︷ ︸

:=Lβu,称为李导数

+γu = f 在Ω内,

n× u+ χΓ−(u · n)n = 0 在Γ上.

(2.22)

该模型可以模拟导电流体在稳态流场下的电磁场 [66, 71], 其中 u 代表磁矢势 (magnetic potential). 类比

于假设 2.1, 问题的适定性可以在如下假设下成立, 该假设可以看作是 Friedrichs 对称算子理论 [57, 63,71]

的一个特例和推广.

假设2.2 (Friedrichs 条件) 存在常数 ρ0 满足

ρ(x) := λmin

[
(γ − ∇ · β

2
)I +

∇β + (∇β)T

2

]
> ρ0 > 0, x ∈ Ω. (2.23)

需要注意的是, 与标量情形 DG 方法类似, 可以通过在测试函数中取特殊的指数函数, 将假设 2.2

中的条件放松到 ρ0 > 0, 具体分析参见 [147]. 对于向量型问题的 DG 方法, 其函数值跳跃可分为切向

与法向部分, 这两部分在格式设计中将起到不同的作用. 具体的说, 对于 F ∈ F0
h, 定义

JvKt := n+ × v+ + n− × v−, [v]n := v+ · n+ + v− · n−.

引入通量 σ(u) := ε∇× u− β × u, 我们将 (2.22) 写成

∇× σ(u) + β(∇ · u) +
[
(γ −∇ · β)I +∇β + (∇β)T

]
u = f .

形式上看, 连续问题需要保持通量 σ(u) 的切向连续, 并且由于 ∇×u 和 ∇ ·u 的出现, 应保持 u 的法

向和切向连续, 即在每个区域内部面 F ∈ F0
h 上

JuKt = 0, Jσ(u)Kt = 0, [u]n = 0.

10
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同时, 单元内部应满足方程, 区域边界应满足边界条件. 遵循着 2.3 节介绍的加权残量方法思路, 引入

权重算子 B1, B2, B3, BD1 , 可得到如下变分形式: 寻找 uh ∈ Vh, 使得对于任意 vh ∈ Vh 满足∫
Ω

[∇h × (ε∇h × uh) + Lβ,huh + γuh − f ] · vh

+
∑
F∈F0

h

∫
F

JuhKt · B1vh + Jσ(uh)Kt · B2vh + [uh]nB3vh

+
∑

F∈F∂
h,D

∫
F

[n× uh + χΓ−(uh · n)n] · BD1 vh = 0.

(2.24)

其中 ∇h× 与 Lβ,h 分别代表逐个单元计算旋度和李导数, Vh 一般取为向量值分片 k 次多项式 DG 空

间. 与标量格式相同的是, (2.24) 同样有天然的相容性. 不同形式的 B 对应与不同形式的 DG 格式. 我

们在 [147] 中给出了如下一般选取方式:

B1v = εηFh
−1
F JvKt − θ{{ε∇h × v}}αd︸ ︷︷ ︸

B11v

−{{β × v}}αd
+ {{β × v}}α︸ ︷︷ ︸

B12v

, (2.25a)

B2v = −{{v}}1−αd
, (2.25b)

B3v = −{β · v}1−α + τF |Jα− αdK|[v]n, (2.25c)

BD1 v = εηFh
−1
F n× v − θ[n× (ε∇h × v)]× n︸ ︷︷ ︸

BD
11v

(2.25d)

−(β · n)[n× v + (n · v)n]χΓ−︸ ︷︷ ︸
BD

12v

.

这里, 参数 θ ∈ [−1, 1] 为内罚型 DG 控制扩散项处理方式的参数: θ = 1 为对称型; θ = −1 为非对称

型; θ = 0 为中性型. 正常数 τF 和 ηF 在格式中的作用有本质不同: 前者对解的切向连续性进行内罚,

因而需要假设充分大; 后者对解的法向连续性进行稳定化, 因而只需为 O(1) 的正常数.

α 和 αd 为加权平均的广义权重, 并且 α 满足迎风条件, 即 β · JαK > 0. 然而, 广义权重 αd 不需

要满足迎风条件, 这是因为在分析中当取 vh = uh 时, 包含 αd 的跳跃项会相互消去, 这种机制是向量

值问题所特有的.

对于格式 (2.24), 其稳定性可以在如下范数下成立:

|||v|||2 := |||v|||2d + |||v|||2rc , (2.26)

其中

|||v|||2d := ε∥∇h × v∥20,Ω + ε∥v∥2t := ε∥∇h × v∥20,Ω + ε
∑
F∈Γ

h−1
F ∥JvKt∥20,F ,

|||v|||2rc := ∥ρ̄1/2v∥20,Ω +
∑
F∈Fh

∥|β · n|1/2JvKF ||20,F + ∥v∥2n,

∥v∥2n :=
∑
F∈F0

h

|Jα− αdK|∥[v]n∥20,F ,
这里 ρ̄(x) 为如下定义的分片常数函数 ρ̄(x)|T := ρ̄|T := minx∈T ρ(x). 我们仍然可以得到类似于 (2.21)

的误差估计结果 [147], 即存在不依赖于 ε 和网格尺度 h 的常数 C > 0 和网格尺度 h0, 满足当 h < h0

11
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时,

|||u− uh||| 6 Chk(ε1/2 + h1/2)|u|k+1,Ω. (2.27)

最近, 我们在 [148] 中给出了 (2.22) 的一种可杂交化 DG 方法, 并获得了类似的误差估计结果.

3 指数拟合方法

上一节介绍的迎风型方法, 其估计中的右端项往往依赖于真解的高阶导数, 当边界层存在时, 真

解的高阶导数随着扩散系数 ε → 0 而趋于无穷. 为此, 对于数值格式引入ε- 一致性的概念: 称格式关

于范数 ∥ · ∥ 是 k 阶一致收敛的, 如果存在一个不依赖于 ε 和网格尺度 h 的常数 C 和网格尺度 h0, 使

得当 h < h0 时,

∥u− uh∥ 6 Chk. (3.1)

这里, ∥ · ∥ 在差分格式中往往取为离散无穷模 ∥ · ∥∞,d, 即节点处最大绝对值; 在有限元格式中也可取

为 ∥ · ∥∞ 或能量模 ∥ · ∥ε. 由于对流扩散方程的解析解可能会出现指数型边界层, 因此传统的有限元多

项式逼近空间无法获得 ε- 一致收敛.

即使是考虑离散无穷模 ∥ · ∥∞,d 下的 ε- 一致收敛性, 也需要将指数函数的信息加入到格式设计

中. 例如, 一维情形下的 II’in-Allen-Southwell 格式 [49,82], 将差分离散格式中二阶差分添加一些与对流

项相关的特殊指数权重,

ρi coth(ρi)ε
u(xi−1)− 2u(xi) + u(xi+1)

h2
+ βi

ui+1 − ui−1

2h
+ γiui = fi, (3.2)

其中 ρi =
βih
2ε , βi := β(xi), h 为均匀网格尺度. 该格式在对流项为常数时, 得到的差分解在网格节点处

与真解完全相同. 进一步, Kellog 和 Tsan 基于离散极大值原理, 给出了一般的非零对流项下此类差分

方法在离散无穷模 ∥ · ∥∞,d 下的估计 [91], 并指出其是一阶 ε- 一致收敛的. 文献 [59] 指出系数接近于

(3.2) 的数值格式也可以保持 ε- 一致收敛, 并给出了 ε- 一致收敛的一个充分条件. 在差分的意义下, 也

可以通过近似离散 Green 函数得到格式 (3.2), 更多的 ε- 一致收敛差分格式参见 [118] 的 I.2.1.3-I.2.1.4

节. 许多指数拟合格式的设计方法在一维情形都对应于 II’in-Allen-Southwell 格式 (3.2), 参见 [119].

在有限元框架下, 关于如何设计离散格式使其能够捕捉并还原出边界层的指数型函数, 或者在某

种程度上对指数类函数能够达到较好的拟合效果, 有着大量丰富的文献研究. 拟均匀网格下的指数拟

合方法可以分为两类: 一类是构造特殊的有限元空间, 使其包含指数型基函数, 从而可以在函数空间

的层面捕捉和近似边界层; 另一类方法则是从离散格式 (变分形式) 入手, 仍使用传统有限元空间, 基

于对流扩散算子的一个内蕴恒等式和指数拟合思想设计出一类特殊的离散格式.

3.1 指数拟合样条基: 一维情形

本小节先考虑 (1.1) 在一维时的情况, 即 −εu′′ + β(x)u′ + γ(x)u = f(x). 这里假设对流速度不变

号, 并且双线性型满足能量范数下的强制性, 即

β(x) > β0 > 0, 且 γ(x)− 1

2
β′(x) > γ0 > 0.

12
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其中, 正常数 β0 和 γ0 与 ε 无关. 注意到这里速度不变号是本质假设, 后者可以在速度不变号假设下

对 u 乘以适当的指数函数得到.

考虑 β(x) 为常数且 γ(x) = 0 的情况, 此时L- 样条基函数φi 定义为

−εφ′′
i + βφ′

i = 0 在每个网格单元上, 且 φi(xj) = δij , (3.3)

即 φi 为 xi 处的样条基函数. 记 Vh 为 φi 张成的样条有限元空间. 将 u 在 Vh 上的节点插值函数记为

uI , 即 (u− uI)(xi) = 0. 在每个单元内通过比较原理和局部强制性, 容易证明如下插值估计

∥u− uI∥∞ 6 Ch, ∥u− uI∥ε 6 Ch1/2. (3.4)

能量模下 ε- 一致收敛性. 样条有限元空间 Vh 下的 Galerkin 有限元方法为: 寻找 uh ∈ Vh, 使得对于

任意 vh ∈ Vh 满足 a(uh, vh) = (f, vh). 利用双线性型的强制性和 Galerkin 正交性, 可得

α∥u− uh∥2ε 6 a(u− uh, u− uI) = ε((u− uh)
′, (u− uI)′) + (β(u− uh)

′, u− uI).

由 Cauchy-Schwarz 不等式,

ε((u− uh)
′, (u− uI)′) 6 α

4
∥u− uh∥2ε + C(α)∥u− u2I∥2ε,

|(β(u− uh)
′, u− uI)| = |(β(uI − uh)

′, u− uI)| 6 C∥(uI − uh)
′∥L1∥u− uI∥∞

6 Ch−1/2ε1/2|uI − uh|1∥u− uI∥∞

6 α

4
ε|u− uh|21 + Cε|u− uI |21 + C(α)h−1∥u− uI∥2∞.

这里, 对流项的估计用到了 L- 样条有限元函数的 L1 估计 ∥v′h∥L1 6 Ch−1/2ε1/2∥v′h∥L2 , 参见 [113,138].

将上述结果结合插值估计 (3.4), 便可得到 ∥u− uh∥ε 6 Ch1/2, 并且该估计是最优的.

对于变系数 β(x) 和非零 γ(x), 可对其做分片常数近似, 记为 β̄,γ̄, 由此得到 L̄- 样条基函数

−εφ′′
i + β̄φ′

i + γ̄φi = 0 在每个网格单元上, 且 φi(xj) = δij . (3.5)

由此, 可在相应的 L̄- 样条有限元空间下进行标准的 Galerkin 有限元方法. 另一种样条基的构造中不

考虑常数项, 即在每个网格单元上满足 −εφ′′
i + β̄φ′

i = 0, 称为不完全 (指数拟合) 样条基. 相应的, 离散

双线性型中需要对常数项做质量集中 (mass lumping). 以上两种方法都可以得到能量模下半阶 ε- 一

致收敛性 [138].

最大模下 ε- 一致收敛性. 由于最大模估计中不需要利用强制性, 因此离散问题的试探空间与测试空

间可取不同 (即 Petrov-Galerkin 方法), 分别记为 Vh 与Wh. 在给定离散双线性型 ah(u, v) := (εu′, v′)+

(β̄u′, v) + (γ̄u, v) 后, 定义网格点 xj 处的离散 Green 函数 Gj 满足

ah(w,Gj) = w(xj) ∀w ∈ H1
0 (Ω).

为了让测试空间 Wh 包含离散 Green 函数, 需要其包含 L̄∗- 样条基函数 ψi
[137], 即

−εψ′′
i − β̄ψ′

i + γ̄ψi = 0 在每个网格单元上, 且 ψi(xj) = δij . (3.6)

13



吴朔男: 广义对流扩散问题的稳定化有限元方法

此时, 对于数值格式 ah(uh, vh) = (f̄ , vh),∀vh ∈Wh, 可得

(u− uh)(xj) = ah(u− uh, Gj) = (ah − a)(u,Gj) + (f − f̄ , Gj)

= (f − f̄ , Gj) + (u′, (β̄ − β)Gj) + (u, (γ̄ − γ)Gj).

由 u 的先验估计和离散 Green 函数的一致有界性, 可得 ∥u− uh∥∞,d 6 Ch.

事实上, 如果用 L̄∗- 样条有限元空间作为测试空间, 离散代数系统与试探空间 Vh 选取无关. 类似

的, 如果用 L̄-样条有限元空间作为试探空间, 离散代数系统与测试空间Wh 选取无关.我们用 (Vh,Wh)

表示试探与测试空间对, 用 “⇔” 表示离散系统相同, 于是有

(L̄, L̄) ⇔ (L̄, ·) ⇔ (L̄, L̄∗) ⇔ (·, L̄∗) ⇔ (L̄∗, L̄∗),

其中 L̄- 样条有限元空间简记为 L̄ (类似地, L̄∗- 样条有限元空间简记为 L̄∗). 作为该等价性的一个直

接推论, 在 L̄- 样条有限元空间下, Galerkin 有限元方法也满足 ∥u− uh∥∞,d 6 Ch. 事实上, 由于 L̄- 样
条函数包含指数函数信息, 利用离散最大模估计和比较原理, 可以证明在连续的无穷模范数下的一阶

ε- 一致收敛性 [137], 即 ∥u− uh∥∞ 6 Ch.

由于真解只在边界层内部有指数函数表现, 因此只在边界层内采用样条函数 (L̄- 样条试探函数,

L̄∗- 样条测试函数), 在外部采用分片线性函数, 仍然可以得到满意的结果 [138].

3.2 指数拟合样条基: 高维情形

对于更高维度的问题, 根据上面的讨论结果, 指数型样条有限元空间的基本思想在于构造满足对

流扩散算子 Lu = −ε∆u+β · ∇u+ γu 作用后 (近似) 为零的函数作为基函数. 这里仍然假设速度不变

号, 即 β = (β1(x), . . . , βn(x))T > (β1
0 , . . . , β

n
0 )
T , 其中 βi0(i = 1, . . . , n) 为正常数. 同样地, 该假设在指

数变换的作用下可推出强制性.

结构网格指数拟合样条. 为了简单, 这里以二维为例. 在矩形网格下, 网格单元边与坐标轴平行, 因此

可以将对流扩散算子限制在每个维度, 得到一维问题. 下面以 γ = 0 时的 (近似)L- 样条有限元空间的

构造来说明该思想.

记单元 Ki,j := (xi, xi+1)×(yj , yj+1), 其 (下、右、上、左) 四条边分别为 Ei+ 1
2 ,j

:= (xi, xi+1)×{yj},
Ei+1,j+ 1

2
:= {xi+1}× (yj , yj+1), Ei+ 1

2 ,j+1 := (xi, xi+1)×{yj+1}, Ei,j+ 1
2
:= {xi}× (yj , yj+1). 此时, 可以

在每条边上对速度分量进行常数近似, 即

β̄1
i+ 1

2 ,j
≈ β1(x)|E

i+1
2
,j
, β̄2

i,j+ 1
2
≈ β2(x)|E

i,j+1
2

.

注意到这种分片常数近似只在边上进行, 因而跨过单元是不变的. β̄ 的选取不是唯一的, 可以取边中

点函数值, 或者左右端点平均值. 定义 ϕ1i,j(x) 和 ϕ2i,j(y) 分别为 x 和 y 方向边上的 L̄- 样条基函数, 即

−ε(ϕ1i,j)′′ + β̄1(ϕ1i,j)
′ = 0 在每条横边 Eℓ+ 1

2 ,j
上, 且 ϕ1i,j(xk) = δik,

−ε(ϕ2i,j)′′ + β̄2(ϕ2i,j)
′ = 0 在每条竖边 Ei,ℓ+ 1

2
上, 且 ϕ2i,j(yℓ) = δjℓ.

(3.7)

于是, 节点 (xi, yj) 处的样条基函数定义为 ϕi,j(x, y) := ϕ1i,j(x)ϕ
2
i,j(y), 其张成的有限元空间 Vh 是 H1

协调的. 当 Ki,j 单元对边上的速度分量的常数近似相同, 即 β̄1
i+ 1

2 ,j
= β̄1

i+ 1
2 ,j+1

且 β̄2
i,j+ 1

2

= β̄2
i+1,j+ 1

2

时, 可将其延拓到 Ki,j 上, 即 β̄|Ki,j = (β̄1
i+ 1

2 ,j
, β̄2
i,j+ 1

2

)T . 此时, 由于样条基函数有变量分离的形式, 容
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易看出 L̄ϕi,j |Ki,j = 0, 即满足 L̄- 样条基函数条件. 对于任意维度的矩形网格, 仍可按照这种思路, 将

每个一维边上的指数拟合样条基函数相乘得到高维样条基函数. 总结起来, 这种定义方式可以天然保

持空间的 H1 协调性, 但是在一般的速度场下无法在单元上严格满足 L̄- 样条性质.

另一种思路是在单元上定义速度场的分片常数近似 β̄. 例如,二维情形可以定义 β̄|Ki,j := 1
4 (β(xi, yj)+

β(xi+1, yj) + β(xi+1, yj+1) + β(xi, yj+1)). 此时, 在单元 Ki,j 内可以定义四个基函数 ϕk,ℓ|Ki,j :=

ϕ1k|Ki,j (x)ϕ2ℓ |Ki,j (y), 其中 k = i或i + 1, ℓ = j或j + 1, 分别对应于四个顶点 (xk, yℓ). 这里, ϕ1k|Ki,j

和 ϕ2ℓ |Ki,j 由单元速度 β̄|Ki,j 的分量给出, 即

−ε(ϕ1k|Ki,j )′′ + β̄1|Ki,j (ϕ1k|Ki,j )′ = 0 在单元 x 方向, 且 ϕ1k|Ki,j (xĩ) = δĩk,其中ĩ = i, i+ 1,

−ε(ϕ2ℓ |Ki,j )′′ + β̄2|Ki,j (ϕ2ℓ |Ki,j )′ = 0 在单元 y 方向, 且 ϕ2ℓ |Ki,j (yj̃) = δj̃ℓ,其中j̃ = j, j + 1.
(3.8)

因此, ϕi,j 的支集为其相邻的四个矩形单元, 其函数值在每个单元中由 (3.8) 给出. 容易看出, 该方法

可以推广到任意维度的矩形网格. 相较于前一种方法, 该方法的出发点是从速度场的单元分片常数近

似, 因此可以天然保持单元上 L̄- 样条性质. 但是对于一般的速度场, 由于 β̄ 在不同单元时可能不同,

因此样条基函数在跨过单元时不一定连续, 导致空间非协调.

对于特殊情形, β1 = β1(x) 和 β2 = β2(y), 上述两种构造是等价的. 此时, 样条有限元空间 Vh 是协

调的, 并且满足单元上 L̄- 样条性质. 类似于一维情形, 仍可以到能量模下 ε- 一致收敛性 ∥u− uh∥ε 6
Ch1/2, 并且该估计是最优的 [113].

对于一般情形的对流速度, 文献 [120] 设计了非协调 L̄- 样条有限元空间 (3.8) 下的数值格式, 通

过估计相容性误差, 同样得到了在一定条件下, 能量误差的半阶 ε- 一致收敛结果. Dörlfler 基于一些基

本假设建立了一个分析框架, 给出了协调和非协调的张量样条有限元空间下, Lp 范数和 Lp 能量范数

(p ∈ [2,∞]) 的先验分析和 ε- 一致收敛结果 [52, 53].

非结构网格: 通量线性近似. 上述基函数的构造方式仅限于结构网格, 其方法无法直接推广到非结构

网格上. 一般来说, 在非结构网格上解析获得 L- 样条函数往往是不现实的, 需要对问题进行一些近似.

仍然以二维三角形 T 为例, 如果假设速度场 β 在单元 T 内是常数且 γ = 0, 算子有如下形式:

Lu = −∇ · J(u), 其中 J(u) := ε∇u− βu := ε(∇u−∇ψu) = εeψ∇(e−ψu), (3.9)

其中 ψ = β ·x/ε. 注意到, 通量 J(u) 仅仅是散度自由的, 无法直接推导出 u 满足的性质. 在 [127,128]

中, 额外假设通量 J(u) 为线性函数, 可以推导出 u 属于如下空间:

span{1, eβ·x/ε,β × x}, 其中二维情况下 β × x := β1x2 − β2x1.

给定单元自由度为三个顶点值, 便可以在上述空间内解出唯一的基函数, 但是整体的有限元空间是非

协调的. 该方法比较直接地引入指数函数, 在数值上同样表现良好.

非结构网格: 逐点低维限制近似. 注意到对流扩散方程的解析解在一维时容易得到, Wang 在 [149] 中

基于低维限制的思想, 构造了一类单纯形网格下的近似指数拟合的协调基函数. 该方法旨在给出基函

数在每个内部点处的函数值. 仍然以二维三角形为例, 并假设 γ = 0, 将未知量设为基函数在单元内任

意点 x0 的值和通量值 (3.9), 即 (ϕ0,J0).

记顶点 xm (m = 1, 2, 3) 到 x0 的向量为 lm, 其单位方向为 em = lm
|lm| (见图 1). 于是, 对流扩散算

子限制在 lm 上将得到限制后的一维问题, 由 (3.9) 便可以按照如下步骤推导出 (ϕ0,J0) 应满足的三个

方程.
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步骤一: 将算子 L 限制在低维线 lm (m =

1, 2, 3) 上, 得到:

em · εeψ∇(e−ψϕ0)|lm = em · J0.

步骤二: 在一维线 lm 上积分, 得到m = 1, 2, 3

时的三个方程:

e−ψmϕm − e−ψ0ϕ0 = ε−1

∫
lm

e−ψ ds(em · J0).

(3.10)

x1

x2 x3

x0

l1

l2
l3

图 1 逐点低维逼近示意图.

如果将自由度定义为顶点函数值, 则基函数值 ϕm 已知, ψm = β · xm/ε, 联立 (3.10) 的三个方程

便可求解出 (ϕ0,J0). 当 x0 遍历过单元内所有点时, 便可以获得基函数全部的函数值信息. 在 [150] 中

通过一维 Bernoulli 函数给出基函数在每个点处的显式表达式, 分析了该基函数的一些基本性质, 并给

出相应的数值格式的收敛分析. 这种逐点低维限制近似的想法适用于任意维度的单纯形网格 [5].

对偶网格: 盒子指数函数空间. 在原始网格和对偶网格上分别设计离散空间, 是有限体积法常用的技

术. 有限体积方法与有限元方法的离散系统有紧密联系, 特别是在最低阶格式时. 对于对流扩散问题,

一种常见的处理方法是扩散部分应用有限元方法, 对流部分应用 (基于对偶网格的) 有限体积方法. 另

一种常用的方法是盒子方法, 也被称为 Scharfetter-Gummel 方法 [11, 129], 其在半导体器件模拟中有着

非常广泛的应用 [25, 36]. 该思想可以应用于对偶网格上指数拟合空间的构造. 事实上, 基于 Delaunary

对偶网格, 文献 [107] 给出了一种分片指数基的构造. 其核心仍然是将 L 限制在原始网格一维边上得

到边上的指数函数, 随后将该指数函数沿着边的法向延拓到某个二维 “盒子” 上 (盒子的构造用到对

偶网格信息). 由此看出, 该方法是一种指数拟合的盒子方法, 其分析同样可以应用于其他该类型的数

值格式. 通过一种特殊的依赖网格的范数, 该方法的稳定性是 ε- 一致的, 然而 ε- 一致的误差估计仍然

是开放问题, 尽管其有很好的数值表现.

3.3 算子指数拟合

与构造指数型基函数不同, 算子指数拟合方法仍使用标准 (多项式) 有限元离散空间, 而将指数拟

合思想应用于离散变分形式的设计. 在半导体器件模拟中, 速度场由电子势的梯度给出, 即 β = ∇ψ̃.
此时, 通量仍可写成 (3.9) 的形式, 即

J(u) = ε∇u− βu = εeψ̃/ε∇(e−ψ̃/εu). (3.11)

利用该形式, Brezzi 等在 [26] 中提出了一种指数拟合方法, 其主要想法分为如下三步: (i) 变量替换

u = ρeψ̃/ε; (ii) 对于 ρ 满足的方程进行离散, 并且在格式设计引入指数函数平均; (iii) 将关于 ρ 的离散

系统变换回关于原始变量 u 的离散系统. 在第二步中, 可以采用传统的混合有限元方法或杂交化有限

元方法等, 该算法框架可以在没有添加任何稳定化项的情况下实现自然的迎风效应.

在很多情况下, 通量 J(u) 的变化是很温和的. 基于该发现, 文献 [105] 设计了一种基于通量分片

常数的近似的数值方法, 应用于数值求解二阶自伴椭圆问题. Xu 和 Zikatanov 结合了通量形式 (3.9)
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和通量分片常数近似的思想, 提出了一种新型有限元方法求解标量对流扩散方程, 该方法被称为边平

均有限元方法 (Edge-Averaged Finite Element, EAFE) [153]. 该格式采用传统的分片线性 Lagrange 元

空间, 在较弱的网格条件下可保证其单调性 (即离散矩阵为 M- 矩阵). 将对流扩散算子整体处理, 利

用通量的形式 (3.9) 将指数信息用于离散格式的设计中, 这种思想在 Angermann 的一系列文章 [2–4]

以及 Bank 等的文章 [12] 中得到了体现. EAFE 格式在各项异性扩散系数中的推广参见 [96], 时空离

散的推广参见 [13].

广义对流扩散问题的单纯形平均有限元方法. 上述算子指数拟合方法的研究对象为标量对流扩散问

题 (1.1), 即 H(grad) 对流扩散问题. 本节将基于作者最近的工作 [151], 介绍 (向量型) 磁对流扩散问

题的算子指数拟合方法. 为了简单起见且前后符号相容, 这里考虑的模型问题为如下 H(curl) 对流扩

散问题 ∇× (ε∇× u− β × u) + γu = f 在Ω内,

n× u = 0 在∂Ω上,
(3.12)

以及如下的 H(div) 对流扩散问题−∇(ε∇ · u− β · u) + γu = f in Ω,

u · n = 0 在∂Ω上.
(3.13)

在 H(curl) 对流扩散方程中, u 代表电场, 其与 (2.22) 中的变量含义不同, 因而方程形式不同.

算子拟合的核心想法之一就是将扩散算子与对流算子统一处理. 类比于 (3.9), 对于速度场进行常

数假设后, 有如下恒等式:

对于H(grad)问题 : J(u) := ε∇u− βu = εeψ∇(e−ψu), (3.14a)

对于H(curl)问题 : J(u) := ε∇× u− β × u = εeψ∇× (e−ψu), (3.14b)

对于H(div)问题 : J(u) := ε∇ · u− β · u = εeψ∇ · (e−ψu), (3.14c)

其中 ψ = β · x/ε. 也就是说, 这三类数学形式不同的对流扩散算子存在一个内蕴恒等式:

J(u) = εeψD(e−ψu), D = 梯度(∇),旋度(∇×),或散度(∇·). (3.15)

基于最低阶传统有限元 (即 Lagrange 元, 第一类 Nédélec 元 [112], Raviart-Thomas 元 [116]), 我们

在 [151] 给出了内蕴恒等式 (3.15) 的离散版本. 具体的说, 对于离散空间的函数 uh ∈ Vh, 经过指数变

换后 e−ψuh 不再存在于离散空间. 因此, 离散指数变换定义为 Πhe
−ψ : Vh → Vh, 其中 Πh 为基于自由

度的规范插值. 可以证明离散指数变换的算子逆存在, 因此得到如下 (离散) 公式:

(数值) 通量 = ε·(离散) 指数逆变换 · 标准微分算子 · (离散) 指数变换.

事实上, 数值通量的计算等价于在子单纯形上进行某种指数平均, 因此该方法称为单纯形平均有限元

方法 (Simplex-Averaged Finite Element, SAFE).

SAFE 格式结合一些特殊的局部投影算子, 可以在标量情形下推导出 EAFE 格式. 从这个角度看,

SAFE 格式是 EAFE 格式在向量对流扩散问题的自然推广. 基于指数平均的特性, 可以说明 SAFE 格

17



吴朔男: 广义对流扩散问题的稳定化有限元方法

图 2 二维 H(div) 对流扩散问题: 传统有限元 (左) 与算子指数拟合有限元 (右) 的 u1 分量比较.

式同样具有自然的迎风效应, 因而可以鲁棒地处理扩散系数接近零时问题带来的边界层效应. 该方法

在数值上有着优异的表现 (见图 2), 并在 L2 范数下具有与扩散系数一致的最优收敛阶. SAFE 格式的

设计思路可用于其他离散类型 [1].

SAFE 格式中, 算子指数拟合的离散空间为最低阶有限元空间. 在随后的工作 [152] 中, 将其推广

到高阶多项式空间. 根据离散通量的设计思路, 其核心是给出了离散指数变化在高阶空间下的可逆性.

对于算子指数拟合方法, 其 ε- 一致的误差估计仍然是个开放问题. 由于极值原理等概念在向量场下不

再适用, 因而向量场下格式的分析更加困难.

4 结语

对流扩散方程是描述多物理场耦合的基本模型之一, 其在各个工程领域中有着广泛的应用. 对于

标量问题的稳定和高效数值方法, 一直是偏微分方程数值解领域的经典问题, 而电磁场等向量型对流

扩散问题的数值方法近年来越来越受到重视. 本文以标量对流扩散问题为主要对象, 回顾了两大类稳

定化方法, 着重于其在拟均匀网格下的稳定化机制, 并给出了相应的分析结果. 同时, 本文介绍了一些

稳定化机制在向量型对流扩散问题中的拓展, 包括 DG 和算子指数拟合. 对于其他的稳定化机制是否

能够推广到向量型问题中, 是一个值得思考和研究的课题方向.

现有的算法是复杂多物理场耦合模拟中的一个重要模块, 限于篇幅, 本文没有详细探讨如何将其

融入到整体的格式设计中; 此外, 本文也没有涉及对流扩散问题的一些其他重要课题 (如自适应边界

层网格、求解器、时间发展问题离散格式等), 有兴趣的读者可以阅读相关的参考文献. 相较于扩散问

题, 由于对流与扩散的共同作用, 相应问题的稳定化离散格式和分析更加困难, 其在格式设计和稳定

性、收敛性分析中还存在着许多开放问题, 需要深入地进一步研究.

致谢 感谢许进超教授长期以来的支持和帮助. 感谢在读博士王锦东、韩如冰在本文撰写过程中的帮助.
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Abstract This paper overviews several stabilized finite element methods for steady-state convection-diffusion
problems. The main challenge lies in the occurrence of boundary layers when convection dominates, which
leads to the loss of stability of traditional finite element methods within the boundary layers, resulting in severe
oscillations. Under a quasi-uniform grid, stabilized finite element methods can be classified into two categories:
upwind methods and exponential fitting methods. The former incorporates stabilization terms into the variational
form based on the convection information, while the latter introduces exponential functions into the scheme based
on the characteristics of the boundary layer solution. These two types of methods play an important guiding role
in the design of the numerical schemes for new convection-diffusion problems, such as electromagnetic convection-
diffusion problems.

Keywords convection-diffusion problems, finite element methods, upwind, exponential fitting, electromag-

netic convection-diffusion
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