
1 习题 5.5 第 4 题

证明: 若 n 级实矩阵 A 的特征多项式在复数域中的根都是实数, 则 A

⼀定正交相似于上三⾓矩阵.
证明:

注意题⽬条件⽐“矩阵 A 为实对称矩阵”弱, 不能说明 A 正交相似于对

⾓矩阵！

⽤数学归纳法证明. ⾸先, n = 1 时, 命题显然成⽴.
假设命题在 n = k − 1 时成⽴, 下⾯考虑 n = k 级矩阵. 由于 A 的

特征多项式的根都是实数, 我们取⼀个实特征值 µ, 及其相应的单位特征

向量 v1. 利⽤施密特正交化可以找到 n − 1 个单位向量 v2, · · · , vn, 使得

T = [v1, v2, · · · , vn] 为正交矩阵. 因此

AT = T

[
µ bT

0 A1

]
, 其中 A1 为 n− 1 级矩阵.

因为

∣∣λIn − T−1AT
∣∣ = ∣∣∣∣∣ λ− µ −bT

0 λIn−1 −A1

∣∣∣∣∣ = (λ− µ) |λIn−1 −A1| ,

因此 A1 满⾜条件: 特征多项式的根都是实数. 由归纳假设, 存在正交矩阵

P 使得 P−1A1P 为上三⾓矩阵, 从⽽[
1 0

0 P−1

]
T−1AT

[
1 0

0 P

]
=

[
µ bTP

0 P−1A1P

]
, 为上三⾓矩阵.

⽽

(
T

[
1 0

0 P

])T

=

[
1 0

0 P T

]
T T =

(
T

[
1 0

0 P

])−1

, 即 T

[
1 0

0 P

]
为正交

矩阵.
由数学归纳法即证结论.
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