
1 作业 7

1.1 补充题 1

设 α1, α2, · · · , αs 是欧式空间 Rn 内⼀个向量组, 令

D =


(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αs)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αs)
...

...
...

(αs, α1) (αs, α2) · · · (αs, αs)


证明: α1, α2, · · · , αs 线性⽆关的充分必要条件是 |D| ̸= 0.
证明

记矩阵 A = [α1, α2, · · · , αs], 则 D = ATA.

• 充分性: 任取齐次线性⽅程组 Ax = 0 的⼀个解 x0, 那么显然

Dx0 = ATAx0 = 0.

即 x0 也是线性⽅程组 Dx = 0 的解. 由 |D| ̸= 0 知 Dx = 0 只有零解,
从⽽必有 x0 = 0. 即 Ax = 0 只有零解, α1, α2, · · · , αs 线性⽆关.

• 必要性: 任取齐次线性⽅程组 Dx = ATAx = 0 的⼀个解 x0, 则

(Ax0)
TAx0 = xT

0 A
TAx0 = 0.

这意味着 Ax0 = 0, 即 x0 是 Ax = 0 的解. 由 α1, α2, · · · , αs 线性⽆关

知 Ax = 0 只有零解, 从⽽ Dx = 0 只有零解, 从⽽ |D| ̸= 0.

1



1.2 补充题 2

设 A 为⼀个 n 阶⽅阵, ξ 为 Rn 中⼀个列向量. 如果 Ak−1ξ ̸= 0, 但
Akξ = 0.

1. ξ,Aξ, · · · , Ak−1ξ 线性⽆关.

2. 如果 k = n, 证明: A 相似于如下矩阵

0 1

0 1
. . . . . .

0 1

0


.

证明

1. 由 Ak−1ξ ̸= 0 知 Ajξ ̸= 0, j = 0, 1, · · · , k − 1.

假设存在 k 个系数 a0, a1, · · · , ak−1 使得

k−1∑
i=0

aiA
iξ = 0.

在上式两侧分别左乘 Ak−1, 得到: a0A
k−1ξ = 0, 即 a0 = 0. 从⽽

k−1∑
i=1

aiA
iξ = 0.

在上式两侧分别左乘 Ak−2, 得到: a1A
k−1ξ = 0, 即 a1 = 0. 依此类推,

可得 a0 = a1 = · · · = ak−1 = 0, 因此 ξ,Aξ, · · · , Ak−1ξ 线性⽆关.

2. 由 Akξ = 0, 可知:

A · [Ak−1ξ,Ak−2ξ, · · · , Aξ, ξ]

= [Ak−1ξ,Ak−2ξ, · · · , Aξ, ξ] ·



0 1

0 1
. . . . . .

0 1

0


2



由 1 问知⽅阵 [Ak−1ξ,Ak−2ξ, · · · , Aξ, ξ] 可逆, 从⽽ A 相似于如下矩
阵 

0 1

0 1
. . . . . .

0 1

0


.
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