
1 作业 6

1.1 补充题 1

设 A,B 是数域 K 上两个 n× n 矩阵且 AB = BA. 又设 C 是将 A,B

⾏向量依次排列所得的 2n× n 矩阵，即

C =

[
A

B

]

证明

rank(A) + rank(B) ≥ rank(C) + rank(AB).

证明

设齐次线性⽅程组 CX =

[
A

B

]
X = 0 的⼀个基础解系是 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵr.

将其分别扩充为 AX = 0 的⼀个基础解系 ϵ1, · · · , ϵr, α1, · · · , αs 和 BX = 0

的⼀个基础解系 ϵ1, · · · , ϵr, β1, · · · , βt.
我们考虑向量组 ϵ1, · · · , ϵr, α1, · · · , αs, β1, · · · , βt, 由于:

ABϵi = 0, i = 1, · · · , r,

ABβj = 0, j = 1, · · · , t,

BAαk = 0, k = 1, · · · , s.

因此 ϵ1, · · · , ϵr, α1, · · · , αs, β1, · · · , βt是齐次⽅程组 ABX = BAX = 0的⼀

组解向量. 下证该向量组线性⽆关: 假设存在⼀组系数 γ1, · · · , γr, η1, · · · , ηs, τ1, · · · , τt ∈
K 使得:

r∑
i=1

γiϵi +
s∑

i=1

ηiαi +
t∑

i=1

τiβi = 0

假设
t∑

i=1

τiβi ̸= 0, 在上式两侧左乘 A, 得到: A

(
t∑

i=1

τiβi

)
= 0, 又由

B

(
t∑

i=1

τiβi

)
= 0, 我们得到

(
t∑

i=1

τiβi

)
是 CX = 0 的⾮零解, 从⽽由基础

解系的定义, 可以由 ϵ1, · · · , ϵr 线性表出. 但另⼀⽅⾯, ϵ1, · · · , ϵr, β1, · · · , βt

线性⽆关, ⽭盾, 从⽽必有
t∑

i=1

τiβi = 0; 完全同理可证
s∑

i=1

ηiαi = 0. 从⽽
r∑

i=1

γiϵi = 0. 线性⽆关性意味着 γ1, · · · , γr, η1, · · · , ηs, τ1, · · · , τt 全为 0. 从
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⽽向量组 ϵ1, · · · , ϵr, α1, · · · , αs, β1, · · · , βt 是线性⽆关的. 所以 ABX = 0

的基础解系的秩不⼩于 r + s+ t. 即:

rank(AB) ≤ n− r − s− t = [n− (r + s)] + [n− (r + t)]− [n− r]

= rank(A) + rank(B)− rank(C).

1.2 补充题 2

给定数域 K 上的分块矩阵

M =

[
A C

0 B

]

其中 A 为 m× n 矩阵, B 为 k × l 矩阵. 证明:

1. rank(A) + rank(B) ≤ rank(M).

2. 当 rank(A) = m 或 rank(B) = l 时，rank(A) + rank(B) = rank(M).

证明

1. 设 rank(A) = r, rank(B) = t. 则 A 有⼀个 r 阶⼦矩阵 A1, 使得

|A1| ̸= 0; B 有⼀个 t 阶⼦矩阵 B1, 使得 |B1| ̸= 0. 从⽽
[
A C

0 B

]
有⼀

个 r + t 阶⼦式 [
A1 C1

0 B1

]
= |A1||B1| ̸= 0.

因此 rank(M) ≥ s+ t = rank(A) + rank(B).

2. 若 rank(A) = m, 即 A ⾏满秩, 那么⼀定有 m ≤ n. 从⽽存在 A

的 m 个线性⽆关的列向量 αi1 , · · · , αim , 使得
[
A C

]
的每列均可由

αi1 , · · · , αim 线性表出. 因此可以将矩阵 M 通过初等列变换化为:[
A 0

0 B

]

即 rank(M) = rank(A) + rank(B).
若 rank(B) = l, 即 B 列满秩, 那么⼀定有 l ≤ k. 从⽽存在 B 的 l 个
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线性⽆关的⾏向量 βT
i1
, · · · , βT

il
, 使得

[
C

B

]
的每⾏均可由 βT

i1
, · · · , βT

il

线性表出. 因此也可以将矩阵 M 通过初等⾏变换化为:[
A 0

0 B

]

即 rank(M) = rank(A) + rank(B).

3


