
1 作业 4

1.1 补充题 1

证明: 向量组 α1, α2, · · · , αs(s ≥ 2, α1 ̸= 0) 线性相关的充分必要条件

是, ⾄少有⼀个 αi 可被 α1, α2, · · · , αi−1 线性表出.
证明:

• 充分性
某个 αi 可被 α1, α2, · · · , αi−1 线性表出, 因此 α1, α2, · · · , αi−1, αi 线

性相关, 从⽽ α1, α2, · · · , αs 线性相关.

• 必要性
向量组 α1, α2, · · · , αs线性相关,因⽽存在不全为 0的系数 γ1, γ2, · · · , γs
使得:

s∑
i=1

γiαi = 0.

我们记 t 为满⾜ γt ̸= 0 但 γi = 0,∀i > t 的指标. 显然指标 t 满⾜

2 ≤ t ≤ s. 否则若 t = 1, 则 0 ̸= γ1α1 = 0, ⽭盾. 因此我们有:

αt =
t−1∑
i=1

−γi
γt
αi,

即⾄少有⼀个 αi 可被 α1, α2, · · · , αi−1 线性表出.

1.2 补充题 2

设 A 是数域 K 上的 n 阶矩阵. 若 A 的元素⾄少有 n2−n+1 个零，证

明 A 的秩 rank(A) < n，并求出 rank(A) 的最⼤可能值.
证明:
由于 A 的元素⾄少有 n2−n + 1 个零，因此 A 的元素⾄多有 n2 −

(n2−n+ 1) = n− 1 个⾮零. 因此矩阵 A 必有⾄少⼀⾏元素均为 0, 因此 A

不满秩, 即 rank(A) < n. 倘若 A的 n−1个元素 aii ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n−1,
则 rank(A) = n− 1, 这是最⼤可能值.
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1.3 补充题 3

在 Kn 内给定向量组

αi = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · , s(s ≤ n).

如果

|ajj | >
s∑

i=1
i ̸=j

|aij |, j = 1, 2, · · · , s,

证明 α1, α2, · · · , αs 线性⽆关.
证明:
假设 α1, α2, · · · , αs 线性相关, 即存在不全为 0 的系数 γ1, γ2, · · · , γs 使

得:
s∑

i=1

γiαi = 0.

记 γt = max
1≤i≤s

|γi| > 0, 令 γ̃i =
γi
γt
, i = 1, 2, · · · , s, 则有

s∑
i=1

γ̃iαi = 0, |γ̃i| ≤ 1, i = 1, 2, · · · , s.

从⽽

|att| = |attγ̃t| =

∣∣∣∣∣∣∣
s∑

i=1
i ̸=k

aitγ̃i

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
s∑

i=1
i ̸=k

|ait|,

这与题设⽭盾.

2


