
1 习题一

1.1 补充题 1

1.1.1 解法 1(仅会用到本章节知识)

解: 其系数矩阵为: 

a b b b · · · b

b a b b · · · b

b b a b · · · b

. . . . .

b b b b · · · a


从第二行开始, 每一行减去第一行得:

a b b b · · · b

b− a a− b 0 0 · · · 0

b− a b a− b 0 · · · 0

. . . . .

b− a 0 0 0 · · · a− b


• 情形一. 若 a = b, a ̸= 0(若 a, b 全为 0 则本题无意义), 则令 x2, · · · , xn

为自由未知量, 得:

x1 = − b

a
(

n∑
i=2

xi)

• 若 a ̸= b 则把第一行减去其他每一行的 b
a−b
倍, 得:



a+ (n− 1)b 0 0 0 · · · 0

b− a a− b 0 0 · · · 0

b− a b a− b 0 · · · 0

. . . . .

b− a 0 0 0 · · · a− b


• 情形二: 若 a ̸= b 且 a ̸= (n− 1)b, 则方程组只有零解.

• 情形三: 若 a = (n − 1)b, n > 2, 取 x1 为自由未知量, 对第 i 个方程
(i = 2, · · · , n), 得

(b− a)x1 + (a− b)xi = 0
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解得:xi = x1, i = 2, · · · , n

1.1.2 解法二 (该方法需要学完大半本书)

解: 该方程是否仅有零解，等价于其行列式是否为 0.(你也可以用第二
章计算该行列式的方法算)

A =



a b b b · · · b

b a b b · · · b

b b a b · · · b

. . . . .

b b b b · · · a


=



a− b+ b b b b · · · b

b a− b+ b b b · · · b

b b a− b+ b b · · · b

. . . . .

b b b b · · · a− b+ b



= (a− b)I +



b b b b · · · b

b b b b · · · b

b b b b · · · b

. . . . .

b b b b · · · b


= (a− b)I + 1B′

其中 B′ = (b, b, b, b, · · · , b), 1 =



1

1

1
...
1


利用 det(λI+abT ) = λn−1(λ+bTa)

可得:detA = (a− b)n−1(a− b+ nb) = (a− b)n−1(a+ (n− 1)b) 剩下的讨论
同解法 1. 评注: 此解法其实不是很适用于此题, 因为最后对于有非零解的情
形还是需求所有非零解. 不过以后我们还会经常碰到类似的技巧. 所以就在
此处给出来了.

1.2 第二题

解: 本题本质上只要验证对乘法封闭. 假设 α, β ∈ Q(π) 设:

α =

∑n1

i=0 a
(α)
i πi∑m1

i=0 b
(α)
i πi

, β =

∑n2

i=0 a
(β)
i πi∑m2

i=0 b
(β)
i πi
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则:

αβ =
(
∑n1

i=0 a
(α)
i πi)(

∑n2

i=0 a
(β)
i πi)

(
∑m1

i=0 b
(α)
i πi)(

∑m2

i=0 b
(β)
i πi)

=
(
∑n1+n2

k=0 (
∑

i+j=k a
(α)
i a

(β)
j )πk)

(
∑m1+m2

k=0 (
∑

i+j=k b
(α)
i b

(β)
j )πk)

因为 a
(α)
i , a

(β)
i , b

(α)
i , b

(β)
i ∈ Q 所以他们对加乘封闭. 所以 αβ ∈ Q(π) 对于加

减除证明类似.
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