
1 补充题 1

设 α, β 是欧⽒空间中两个不同的单位向量, 证明: 存在⼀个镜⾯反射
A, 使得 Aα = β.
证明

因为 α ̸= β, 因此长度 |α− β| ̸= 0. 记 γ =
α− β

|α− β|
, 并定义线性变换

A = I − 2Pγ , 其中 Pγx = (x, γ)γ 是在 ⟨γ⟩ 上的正交投影.

根据定义, A 是⼀个镜⾯反射. 并且:

Aα = α− 2

(
α,

α− β

|α− β|

)
α− β

|α− β|
.

注意

(α, α− β) = (α, α)− (α, β) = (β, β)− (α, β) = (β − α, β) ,

从⽽

2

(
α,

α− β

|α− β|

)
=

(α, α− β)

|α− β|
− (β, α− β)

|α− β|
= |α− β|.

因此

Aα = α− (α− β) = β.

Q.E.D.

2 补充题 2

证明: n 维欧⽒空间 V 中任⼀正交变换 A 都可以表⽰成⼀系列镜⾯反

射的乘积.
证明

对维数 n 做数学归纳法. 显然 n = 1 时, A = 1 = (−1)2, 命题成⽴.
假设 n − 1 维欧式空间 V 上的任⼀正交变换可以表⽰成有限个镜⾯

反射的乘积, 下⾯考虑维数为 n 时情形. 取欧式空间 V 的⼀个标准正交基

η1, η2, · · · , ηn.
若 A = I, 考虑 V 上把标准正交基 η1, η2, · · · , ηn 映为 −η1, η2, · · · , ηn

的线性变换 B. 显然 B 是正交变换, 且是关于 ⟨η1⟩⊥ 的镜⾯反射. A = B2.
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若 A ̸= I, 此时不妨设 Aη1 ̸= η1. 由于 |Aη1| = |η1| = 1, 存在镜⾯反射
B1 使得 B1η1 = Aη1. B1η1, B1η2, · · · , B1ηn 和 Aη1, Aη2, · · · , Aηn 分别都是
V 的⼀组标准正交基. 有

⟨B1η2, · · · , B1ηn⟩ = ⟨B1η1⟩⊥ = ⟨Aη1⟩⊥ = ⟨Aη2, · · · , Aηn⟩,

记 U = ⟨Aη2, · · · , Aηn⟩. U 是 V 上将 Aηi 映为 B1ηi, i = 1, 2, · · · , n 的正
交变换 C 的不变⼦空间. 从⽽ C 在 U 上的限制 C|U 是⼀个正交变换.
由归纳假设,存在 U 上有限个镜⾯反射 C2, · · · , Cs,使得 C|U = C2C3 · · ·Cs.

把 Cj 扩充为 V 上的线性变换 Bj , 使得 Bj(Aη1) = Aη1, Bj |U = Cj ,
j = 2, 3, · · · , s. 对任意 j = 2, · · · , s, 设 Cj 是关于 U 中某个超平⾯ ⟨δj⟩⊥

的镜⾯反射, 则显然 Bj 是关于 V 中超平⾯ ⟨δj⟩⊥ ⊕ Lj 的镜⾯反射.
从⽽

Aηi = C−1(B1ηi) = B−1
s · · ·B−1

2 B1ηi, i = 2, 3, · · · , n,

Aη1 = B−1
s · · ·B−1

2 Aη1 = B−1
s · · ·B−1

2 B1η1.

因此 A = B−1
s · · ·B−1

2 B1, 其中 B−1
j 仍是镜⾯反射, j = 2, 3, · · · , n.

由数学归纳法, 命题成⽴.
Q.E.D.

3 补充题 3

将⼀个复⽅阵分解为实部和虚部 U = P + iQ. 证明: U 为⾣矩阵的充

分必要条件是 P ′Q 对称且 P ′P +Q′Q = I.
证明

记号 U∗ 表⽰ U 的共轭转置.

U 为⾣矩阵

⇔ U∗U = I

⇔ (P ′ − iQ′)(P + iQ) = (P ′P +Q′Q) + i(P ′Q−Q′P ) = I

⇔ P ′P +Q′Q = I 且 P ′Q 对称

Q.E.D.
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4 补充题 4

证明矩阵

U =
1√
n



1 1 · · · 1

1 ω · · · ωn−1

1 ω2 · · · ω2(n−1)

...
...

...
1 ωn−1 · · · ω(n−1)2


, 其中 ω = e

2πi
n

是⾣矩阵.
证明

对任意正整数 m > 0,

1 + ωm + ω2m + · · ·+ ω(n−1)m =
1− (ωm)n

1− ωm
= 0.

又注意到 |ωm| = 1, ωm = ω̄m,定义 αi = (1i−1, ωi−1, ω2(i−1), · · · , ω(n−1)(i−1))′,
i = 1, 2, · · · , n. 则 i ≤ j 时,

α∗
iαj = 1 + ωj−i + ω2(j−i) + · · ·+ ω(n−1)(j−i) =

0, i < j 时,

n, i = j 时.

因此 U 是⼀个⾣矩阵.
Q.E.D.
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