
1 补充题 1

设 A 是 n 维线性空间 V 上的⼀个幂零线性变换, 令 λ0 = 0. A 的特征

⼦空间 Vλ0
的维数为 k, 证明: An−k+1 = 0.

证明

由于 A 是 n 维线性空间 V 上的⼀个幂零线性变换, 因此 A 只有 0 特征值.
A的特征⼦空间 Vλ0

的维数为 k 意味着 rank(A) = n−k. 因此 A的 Jordan
标准型 J 的主对⾓元均为 0, 次对⾓元中有 n − k 个 1. J 写成分块对⾓形

式为:
J = diag{J1, J2, · · · , Jm, 0},

其中每个 Ji 为 Jordan 块:

Ji =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

... . . . . . . ...
0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


∈ Rni×ni , i = 1, 2, · · · ,m.

由于 rank(A) = n−k,因⽽有 ni ≤ n−k+1, i = 1, 2, · · · ,m. 因为 Jni

i = 0,
从⽽必有 Jn−k+1 = 0, 即得到 An−k+1 = 0.

Q.E.D.

2 补充题 2

设 A ∈ Mn(K), 且 A 是⼀个幂零矩阵. 在 Mn(K) 内定义线性变换:

BX = AX−XA, ∀X ∈ Mn(K).

证明: B 是⼀个幂零线性变换.
证明

⾸先验证 B 是⼀个线性变换: Mn(K) 是⼀个线性空间, 且

• ∀X,Y ∈ Mn(K), B(X + Y ) = A(X + Y )− (X + Y )A = BX +BY .

• ∀X ∈ Mn(K), B(kX) = A(kX)− (kX)A = kBX, ∀k ∈ K.

接着使⽤数学归纳法证明: BkX =
k∑

i=0

(−1)iCi
kA

k−iXAi.
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• k = 1 时, BX = (−1)0A1XA0 + (−1)1A0XA1 = AX −XA, 成⽴;

• 假设 k = m− 1 时断⾔成⽴;

• 在 k = m 时,

BmX = Bm−1(BX) = Bm−1(AX −XA)

=
m−1∑
i=0

(−1)iCi
m−1A

m−1−i(AX −XA)Ai

=
m∑
j=0

(−1)jCj
mAm−jXAj .

断⾔得证.

由于 A 是幂零矩阵, Al = 0. 由 max{2l − i, i} ≥ l, ∀i = 0, 1, · · · , 2l, 因此对
任意 X ∈ Mn(K), B2lX = 0. 因此 B 是⼀个幂零线性变换.

Q.E.D.

3 补充题 3

在实数域上线性空间 R[x]n+1 内定义内积:

(f(x), g(x)) :=

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx.

证明: 下⾯的 Legendre 多项式

P0(x) = 1,

Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
[(x2−1)k], (k = 1, 2, · · · , n).

是 R[x]n+1 的⼀组正交基.
证明

只需证明 ∫ 1

−1

dn

dxn
[(x2 − 1)n] · dm

dxm
[(x2 − 1)m]dx = 0, m > n.

利⽤分部积分公式, 得到:∫ 1

−1

dn

dxn
[(x2 − 1)n] · dm

dxm
[(x2 − 1)m]dx

=
dn

dxn
[(x2 − 1)n] · dm−1

dxm−1
[(x2 − 1)m]

∣∣∣∣1
−1

+ (−1)

∫ 1

−1

dn+1

dxn+1
[(x2 − 1)n] · dm−1

dxm−1
[(x2 − 1)m]dx.
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由于 1 和 −1 都是 (x2 − 1)m = 0 的 m 重根, 因⽽ 1 和 −1 都是

dm−1

dxm−1
[(x2 − 1)m] = 0

的根, 从⽽
dn

dxn
[(x2 − 1)n] · dm−1

dxm−1
[(x2 − 1)m]

∣∣∣∣1
−1

= 0.

因此 ∫ 1

−1

dn

dxn
[(x2 − 1)n] · dm

dxm
[(x2 − 1)m]dx

=(−1)

∫ 1

−1

dn+1

dxn+1
[(x2 − 1)n] · dm−1

dxm−1
[(x2 − 1)m]dx

= · · ·

=(−1)m
∫ 1

−1

dn+m

dxn+m
[(x2 − 1)n] · [(x2 − 1)m]dx

=0.

最后⼀个等式是因为 n < m ⇒ dn+m

dxn+m
[(x2−1)n] = 0. Q.E.D.
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