
1 补充题 1

设 A 是线性空间 V 上的⼀个线性变换, 且 A2 = A. 证明:

1. V 中任⼀向量 α 可分解为 α = α1 + α2, 其中 Aα1 = α1, Aα2 = 0, 且
这种分解是唯⼀的;

2. 若 Aα = −α, 则 α = 0.

证明:

1. ∀α ∈ V , 定义 α1 := Aα, α2 := α − Aα. 不难验证, Aα1 = A2α =

Aα = α1, 且 Aα2 = Aα−A2α = 0. 存在性得证;

对任意 α, 假设存在 α1, α2 和 α′
1, α′

2 满⾜: α = α1 + α2 = α′
1 + α′

2 以

及 Aα1 = α1, Aα′
1 = α′

1 和 Aα2 = Aα′
2 = 0. 则有:

α1 − α′
1 = A(α1 − α′

1) = −A(α2 − α′
2) = 0,

从⽽ α1 = α′
1, α2 = α′

2. 唯⼀性得证.

2. 对 α, 存在满⾜题⽬条件的分解 α = α1 + α2, 从⽽ −α = Aα = α1,
α2 = 2α.

α = −Aα = −1

2
Aα2 = 0.

Q.E.D.
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