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摘要 假设 X = {Xt, t > 0;Pµ}是局部紧可分距离空间 E 上的上临界超过程, ϕ0 是 X 的均值半群的

生成元的与第一特征值 λ0 对应的正特征函数, 则 Mt := e−λ0t⟨ϕ0, Xt⟩ 是非负鞅. 令 M∞ 是 Mt 的极

限,则 M∞ 是非退化的当且仅当 L logL条件成立. 当 L logL条件不一定成立时,最近, Ren等 (2017)

证明了存在定义在 [0,∞) 上的非负函数 γt 及非退化随机变量 W 使得对任意 E 上非零 Borel 有限测

度 µ, 有 limt→∞ γt⟨ϕ0, Xt⟩ =W, a.s.-Pµ. 本文主要研究 W 的性质, 证明 W 在 (0,∞) 上存在严格正的

密度函数, 并研究 W 的小值概率问题和尾概率问题.

关键词 超过程 上临界 非退化强极限 绝对连续 小值概率 尾概率

MSC (2010) 主题分类 60J68

1 引言

考虑后代分布为 {pn : n > 0} 的上临界 Galton-Watson 过程 {Zn, n > 0}. Seneta [1] 在 1968 年证

明了存在一组正常数 {cn, n > 1} 使得 cnZn 依分布收敛到一个非退化的随机变量 W ; 接着, Heyde [2]

证明了这个极限是几乎必然成立的. 之后, 寻找 {cn, n > 1} 使得 cnZn 收敛到一个非退化的极限问题,

称为 Seneta-Heyde 问题, {cn} 称为规范常数. Harris [3] 证明了当 {pn : n > 0} 的二阶矩存在时, 随机

变量 W 的分布函数在 (0,∞) 上是绝对连续的; Stigum [4] 证明了当 {pn : n > 0} 满足 L logL 条件

时, W 的分布函数在 (0,∞) 上是绝对连续的; Athreya [5] 最终证明了这一结论对任意上临界 Galton-

Watson 过程都是成立的. 关于 W 的性质, 文献 [6] 讨论了 W 的小值概率问题, 即当 r → 0 时, 概率
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P (0 < W 6 r) 趋于 0 的速率; 文献 [7] 给出了当存在 N 使得对所有 n > N 和 pn = 0 时 W 的尾概率

问题, 即当 r →∞ 时, P (W > r) 趋于 0 的速率.

对于上临界多物种Galton-Watson过程, Jones[8]给出了对应的小值概率和尾概率的结论. Hering[9]

证明了上临界分枝 Markov 过程相应的结论. 最近, 我们在文献 [10] 中讨论了上临界超过程的 Seneta-

Heyde类型的极限问题:假设 {Xt, t > 0;Pµ}是上临界超过程,在一定条件下证明了存在定义在 [0,∞)

上的非负函数 γt 和非退化随机变量 W , 使得对任意 E 上非零 Borel 有限测度 µ, 有

lim
t→∞

γt⟨ϕ0, Xt⟩ =W, a.s.-Pµ,

其中 ϕ0 是 X 的均值半群的生成元的与第一特征值 λ0 对应的正特征函数. 本文主要目的是研究 W

在 (0,∞) 上的绝对连续性, 并研究 W 的小值概率问题和尾概率问题.

1.1 超过程

我们首先介绍本文的框架. 假设 E 是一个局部紧的可分度量空间, ∂ 是一个不包含在 E 内的

点. 我们用 E∂ 表示 E ∪ {∂}. 设 m 是 E 上的一个 σ- 有限的、支撑为全空间的测度. 我们用 B(E)

(B+(E)) 表示 E 上的 (非负) Borel 可测函数空间, Bb(E) (B+
b (E)) 表示 E 上的 (非负) 有界 Borel 可

测函数空间, C(E) 表示 E 上的连续函数空间. 假设 ξ = {Ω0,H,Ht, ξt,Πx, ζ} 是 E 上的 Hunt 过程,

其中 {Ht, t > 0} 是过程 ξ 的满足通常条件的最小 σ 域流, ζ := inf{t > 0 : ξt = ∂} 是其寿命. 我们用

{Pt : t > 0} 表示 ξ 的半群.

我们要研究的超过程 X = {Xt : t > 0} 由两个要素确定: 底过程 {ξt, t > 0} 和分枝机制 φ, 其中

{ξt, t > 0} 是 E 上的 Hunt 过程, 分枝机制 φ 由下式给出:

φ(x, λ) = −α(x)λ+ β(x)λ2 +

∫
(0,+∞)

(e−λr − 1 + λr)n(x, dr), x ∈ E, λ > 0, (1.1)

其中 α ∈ Bb(E), β ∈ B+
b (E) 且 n 是一个从 E 到 (0,∞) 的核并且满足条件

sup
x∈E

∫
(0,+∞)

(r ∧ r2)n(x, dr) <∞. (1.2)

由上面假设易知, 存在 M > 0 使得

|α(x)|+ β(x) +

∫
(0,+∞)

(r ∧ r2)n(x, dr) 6M. (1.3)

令MF (E) 为 E 上的有限 Borel 测度全体组成的集合, 并赋予弱收敛拓扑. 以 ξ 为底过程、φ 为

分枝机制的超过程 X = {Xt : t > 0} 是一个MF (E)- 值的 Markov 过程. 这类超过程的存在性是众所

周知的, 参见文献 [11,12]. 对于 µ ∈MF (E), 我们用 Pµ 表示初始状态为 µ 的超过程 X 的分布. 对 E

上的函数 f 和测度 µ,我们采用通常的记号 ⟨f, µ⟩ :=
∫
E
f(x)µ(dx)和 ∥µ∥ := ⟨1, µ⟩. 称一个 [0,∞)×E∂

上定义的实值函数 u(t, x)为局部有界的,如果对所有的 t > 0,有 sups∈[0,t],x∈E∂
|u(s, x)| <∞. 对 E 上

函数 f , 自然延拓定义: f(∂) = 0. 根据文献 [11, 定理 5.12] 可知, 存在一个 MF (E)- 值的 Hunt 过程

X = {Ω,G,Gt, Xt,Pµ} 使得对于任意 f ∈ B+b (E) 和 µ ∈MF (E), 有

− logPµ(e−⟨f,Xt⟩) = ⟨Vtf, µ⟩, (1.4)

486



中国科学 : 数学 第 49 卷 第 3 期

其中 Vtf(x) 是下面方程的唯一的非负局部有界解:

Vtf(x) + Πx

∫ t

0

φ(ξs, Vt−sf(ξs))ds = Πxf(ξt), x ∈ E∂ , (1.5)

其中我们用了以下的约定: 对任意的 λ > 0, φ(∂, λ) = 0. 由于 f(∂) = 0,对任意的 t > 0,有 Vtf(∂) = 0.

本文中处理的超过程都是这个 Hunt 版本.

对任给的 f ∈ Bb(E) 和 (t, x) ∈ [0,∞)× E, 定义

Ttf(x) := Πx[e
∫ t
0
α(ξs)dsf(ξt)]. (1.6)

熟知, 对任意 x ∈ E, 有 Pδx⟨f,Xt⟩ = Ttf(x).

假设存在一族定义在 E × E 上连续的严格正的函数 {p(t, x, y) : t > 0} 满足

Ptf(x) =

∫
E

p(t, x, y)f(y)m(dy).

定义

at(x) :=

∫
E

p(t, x, y)2m(dy), ât(x) :=

∫
E

p(t, y, x)2m(dy).

我们的第一个假设如下:

假设 1.1 (1) 对于任意的 t > 0, 有
∫
E
p(t, x, y)m(dx) 6 1;

(2) 对任意的 t > 0, 有 ∫
E

∫
E

p(t, x, y)2m(dy)m(dx) <∞. (1.7)

而且函数 x→ at(x) 和 x→ ât(x) 都是 E 上的连续函数.

注意, 在假设 1.1 中, 积分是关于第一个空间变量的. 这意味着 {Pt : t > 0} 关于 m 的对偶半群

{P̂t : t > 0} 是次 Markov 的. 根据 Hölder 不等式可得

p(t+ s, x, y) =

∫
E

p(t, x, z)p(s, z, y)m(dz) 6 (at(x))
1/2(âs(y))

1/2. (1.8)

{Pt : t > 0} 和 {P̂t : t > 0} 都是 L2(E,m) 上的强连续的压缩半群, 证明参见文献 [13]. 我们用 ⟨·, ·⟩m
表示 L2(E,m)中的内积.由于 p(t, x, y)关于 (x, y)连续,根据 (1.8)和假设 1.1(2),利用控制收敛定理,

很容易证明对于任意的 f ∈ L2(E,m), Ptf 和 P̂tf 都是连续的.

根据假设 1.1(2), 对任意的 t > 0, Pt 和 P̂t 都是 L2(E,m) 上的紧算子. 令 L̃ 和
̂̃
L 分别表示半群

{Pt}和 {P̂t}在 L2(E,m)中的无穷小生成元. 定义 λ̃0 := supℜ(σ(L̃)) = supℜ(σ(̂̃L)),其中 ℜ表示复数
的实部.根据 Jentzsch定理 (参见文献 [14,定理 V.6.6])可知, λ̃0 是 L̃和

̂̃
L的单重特征根,令 ϕ̃0 和 ψ̃0

分别是与 λ̃0 对应的 L̃ 和
̂̃
L 的特征函数, ϕ̃0 和 ψ̃0 可以选取为 m-a.e. 严格正的且满足 ∥ϕ̃0∥2 = 1 和

⟨ϕ̃0, ψ̃0⟩m = 1. 因此, 对于 m- 几乎处处的 x ∈ E, 有

eλ̃0 ϕ̃0(x) = P1ϕ̃0(x), eλ̃0 ψ̃0(x) = P̂1ψ̃0(x).

由 P1ϕ̃0 和 P̂1ψ̃0 的连续性, ϕ̃0 和 ψ̃0 可以选取为连续的且对所有的 x ∈ E 都是严格正的.

我们的第二个假设是 {Pt : t > 0} 和 {P̂t : t > 0} 满足内在 U - 超压缩性.

487



任艳霞等: 上临界超过程的一类强极限的性质

假设 1.2 (1) 函数 ϕ̃0 是有界的;

(2) 半群 {Pt, t > 0} 和 {P̂t : t > 0} 是内在 U - 超压缩的, 即对任意 t > 0, 存在 ct > 0 使得

p(t, x, y) 6 ctϕ̃0(x)ψ̃0(y). (1.9)

在文献 [15]中,我们已给出了很多满足假设 1.1和 1.2的 Hunt过程的例子. 例如,令 E 是一个有

界 Lipschitz 的连通开集, ξ 是一个无穷小生成元为一致椭圆散度型二阶微分算子的扩散过程在 E 上

的子过程, 则 ξ 满足假设 1.1 和 1.2, 可参见文献 [16].

根据 α 的有界性和 ξ 满足的条件, 在文献 [15, 引理 2.1] 中, 我们已经证明了半群 {Tt} 关于测度
m 也存在严格正的密度函数 q(t, x, y), 即对于 f ∈ Bb(E), 有

Ttf(x) =

∫
E

q(t, x, y)f(y)m(dy).

同时, 对任意的 t > 0, q(t, x, y) 关于 (x, y) 是连续的, 并且

e−Mtp(t, x, y) 6 q(t, x, y) 6 eMtp(t, x, y), (t, x, y) ∈ (0,∞)× E × E. (1.10)

令 {T̂t, t > 0} 是半群 {Tt, t > 0} 在 L2(E,m) 上的对偶半群, 即对于任意的 f, g ∈ L2(E,m), 有

T̂tf(x) =

∫
E

q(t, y, x)f(y)m(dy).

根据假设 1.1(b) 和 (1.10), 我们有∫
E

∫
E

q2(t, x, y)m(x)m(dy) 6 e2Mt

∫
E

∫
E

p2(t, x, y)m(x)m(dy) <∞.

因此, 用同样的分析可得以下结论: 对于任意的 t > 0, Tt 和 T̂t 都是 L2(E,m) 上的紧算子. 令 L 和 L̂

分别是半群 {Tt} 和 {T̂t} 在 L2(E,m) 上的无穷小生成元. 定义 λ0 := supℜ(σ(L)) = supℜ(σ(L̂)). λ0
是 L 和 L̂ 的单重特征根, 令 ϕ0 和 ψ0 分别是与 λ0 对应的 L 和 L̂ 的特征函数, ϕ0 和 ψ0 可以选取为

处处严格正的连续函数且满足 ∥ϕ0∥2 = 1, ⟨ϕ0, ψ0⟩m = 1.

由假设 1.2 和 α 的有界性, 利用与文献 [16, 定理 3.4] 类似的方法, 可以证明:

(i) ϕ0 是有界的函数.

(ii) 半群 {Tt, t > 0} 和 {T̂t, t > 0} 是内在 U - 超压缩的, 即对任意 t > 0, 存在 ct > 0 使得

q(t, x, y) 6 ctϕ0(x)ψ0(y). (1.11)

定义 qt(x) := Pδx(∥Xt∥ = 0). 令 E := {∃ t > 0, ∥Xt∥ = 0}. 注意到 qt(x)关于 t是单调非减的函数.

因此, 极限 q(x) := limt→∞ qt(x) = Pδx(E) 存在. 称 q(x) 为超过程的灭绝概率. 令 v(x) := − log q(x).

由 X 的分枝性可得 Pµ(E) = e−⟨v,µ⟩. 本文考虑上临界超过程, 为此有如下假设:

假设 1.3 λ0 > 0.

假设 1.4 存在 t0 > 0 使得

inf
x∈E

qt0(x) > 0. (1.12)

假设 1.4 保证了 ∥v∥∞ 6 supx∈E(− log qt0(x)) < ∞, 因此, v 是有界函数. 在文献 [15, 第 2.2 小

节] 中, 我们给出了假设 1.4 的一个充分条件. 特别地, 如果 infx∈E β(x) > 0, 那么假设 1.4 成立. 在假

设 1.1–1.4 下, 文献 [10, 引理 3.1] 已经证明了 q(x) < 1, 这也是上临界性质的一个体现.
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1.2 主要结果

定义 Mt := e−λ0t⟨ϕ0, Xt⟩, t > 0. 对于任意的 µ ∈ MF (E), 根据 Markov 性可得, 在概率测度 Pµ
下, {Mt, t > 0} 是一个非负鞅. 因此, {Mt, t > 0} 存在有限极限, 记作 M∞. 根据文献 [17] 可知, M∞

是非退化的当且仅当 L logL 条件成立. 当 M∞ 是非退化随机变量时, Xt 是指数增长的, 增长速度为

eλ0t. 然而, 当 M∞ 为退化随机变量时, eλ0t 不再是 Xt 的增长速度. 文献 [10] 证明了, 当 L logL 条件

不一定成立时, Xt 的增长速度为 eλ0tL(t), 其中 L 经过变换后是一个缓变函数. 下面来叙述文献 [10]

中的主要结果.

在文献 [10] 中, 我们证明了存在一组非负函数 {ηt(x), t > 0}, 满足 0 6 ηt(x) 6 v(x), 使得

ηt(x) = Vs(ηt+s)(x), t, s > 0, x ∈ E,

并且 η0 既不恒等于 0, 也不恒等于 v. 令 γt = ⟨ηt, ψ0⟩m, 则

lim
t→∞

γt
γt+s

= eλ0s, ∀s > 0,

并且有下面结论成立.

定理 1.1 (参见文献 [10,定理 1.2]) 存在一个非退化随机变量W 使得对于非零测度 µ ∈MF (E),

我们有

lim
t→∞

γt⟨ϕ0, Xt⟩ =W, a.s.-Pµ,

Pµ(W = 0) = e−⟨v,µ⟩, Pµ(W <∞) = 1.

定义新测度 nϕ0(x, dr): ∫ ∞

0

f(r)nϕ0(x, dr) =

∫ ∞

0

f(rϕ0(x))n(x, dr).

令 l(x) :=
∫∞
1
r log rnϕ0(x, dr). 下面定理给出了 M∞ 非退化的充分必要条件.

定理 1.2 (参见文献 [10, 定理 1.3]) 以下命题是等价的:

(1) 对某个 µ ∈MF (E), 在概率测度 Pµ下, M∞ 是非退化随机变量;

(2) 对所有非零测度 µ ∈MF (E), 在概率测度 Pµ下, M∞ 是非退化随机变量;

(3) l0 := limt→∞ eλ0tγt <∞;

(4) (L logL 准则)
∫
E
ψ0(x)l(x)m(dx) <∞;

(5) 对某个非零测度 µ ∈MF (E), 有 PµW <∞;

(6) 对所有非零测度 µ ∈MF (E), 有 PµW <∞.

由文献 [10, 注 1.1] 知,
∫
E
ψ0(x)l(x)m(dx) <∞ 成立当且仅当∫

E

ϕ0(x)ψ0(x)m(dx)

∫ ∞

1

(r log r)n(x, dr) <∞. (1.13)

本文的主要目的是在上面两个定理的基础上,进一步研究随机变量 W 的性质: 包括 W 是否存在

密度函数、W 的小值概率问题和尾概率问题. 本文的主要定理如下:

定理 1.3 对于任意非零测度 µ ∈ MF (E), 在概率测度 Pµ下, 随机变量 W 在 (0,∞) 上存在严

格正的密度函数.
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在第 3.1 小节中, 我们将引入另一个半群 {T ∗
t }, 它的最大特征值为 λ∗0 < 0. 定义 ϵ0 :=

−λ∗
0

λ0
. 令

L(t) = e−λ0tγt, (1.14)

则

lim
t→∞

L(t+ s)

L(t)
= 1.

定义

L̃(θ) := L

(
log θ

λ0

)
, θ > 1, (1.15)

则 L̃ 是在 ∞ 处的缓变函数.

定理 1.4 对任意 µ ∈MF (E),有 limr→0 r
−ϵ0Pµ(0 < W 6 r) = e−⟨v,µ⟩A(ψ(1))⟨vϕ∗0, µ⟩/Γ(ϵ0 +1),

其中 Γ(·) 是通常的 Γ 函数, ϕ∗0 为与 eλ
∗
0t 对应的 T ∗

t 的特征函数, 算子 A 的定义见 (3.16). 同时,

lim
r→∞

rL̃(r)−1Pµ(W > r) = 0.

注 1.1 对于 Galton-Watson 过程, W 的小值概率问题分为两种情形: Schröder 情形和 Böttcher

情形, 参见文献 [6, 8]. 假设 {Zn, n > 0} 是单物种 Galton-Watson 过程, 后代分布为 {pn, n > 0}. 令 q

为灭绝概率, f(s) 为 {pn, n > 0} 的概率母函数, m > 1 为其期望. 令 γ = f ′(q).

(1) 如果 p0 + p1 > 0, 则 F (s) := limn→∞ γ−n(fn(s) − q) 存在, 此时 F 满足 Schröder 方程:

F (f(s)) = γf(s). 令 ϵ = − log γ/ logm, 则

P (W 6 r) ≍ r−ϵ.

(2) 如果 p0 + p1 = 0, 则 λ = min{n : pn > 0} > 2. 此时 G(s) := limn→∞−λ−n log fn(s) 存在, 并

且函数 G = e−G 满足 Böttcher 方程: G(f) = G
λ
. 令 β = log λ/ logm, 可以得到

− logP (W 6 r) ≍ r−β/(1−β).

而对于文献 [9] 中分枝 Markov 过程和本文中的超过程, 强极限 W 的小值概率问题只有一种情

形, 那就是 Schröder 情形. 事实上, 对于文献 [9] 中的分枝 Markov 过程 {Zt, t > 0}, 当灭绝概率为 0

时, 可以证明 limt→∞ e−λ
∗
0tF tf 存在, 其中 F tf := Pδx(e

⟨log f,Zt⟩).

假设 Galton-Watson 过程的后代分布 pn 满足: 存在 N > 0 使得 pn = 0 对任意 n > N 成立, 文

献 [7] 得到了 W 的尾概率趋于 0 的速度. 多物种 Galton-Watson 过程也有相应的尾概率结论, 参见文

献 [8]. 对于超过程, W 的尾概率由 X 的骨架过程 (一个分枝 Markov 过程) 决定, 本文中当分枝机制

n(x, dr) 不为 0 时, X 的骨架过程的后代个数分布 pn(x) (见 (2.12) 和 (2.13)) 不满足此条件, 因此, 本

文中未得到尾概率 Pµ(W > r) 趋于 0 的速率, 只得到一个较弱的结论.

在第 2 节中, 我们将证明 W 是一个复合 Poisson 随机变量, 具有形式 W =
∑N
n=1 Yn, 其中 N 是

一个 Poisson随机变量, Yj (j > 1)是一列与 N 独立的独立同分布的随机变量. 并且可以证明 Yj 的分

布正好是某个分枝 Markov 过程对应的强极限的分布. 在第 3 节中, 我们将对 Yj 的 Laplace 变换和特

征函数进行分析和估计, 得出 Yj 存在密度函数, 故而证明定理 1.3. 进一步利用 Tauberian 定理, 可以

证明定理 1.4.
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2 复合 Poisson 随机变量和分枝 Markov 过程

2.1 复合 Poisson 随机变量

定义 W 的 Laplace 指数为

Φ(θ, x) := − logPδx exp{−θW}. (2.1)

利用 Markov 性和分枝性, 在文献 [10, 等式 (5.3)] 中, 我们已经证明了

Φ(θ, x) = Vt(Φ(θe
−λ0t, ·))(x). (2.2)

引理 2.1 对于 x ∈ E, 存在 (0,∞) 上的有限测度 π(x, dr) 使得 π(x, (0,∞)) = v(x), 且

Φ(θ, x) =

∫
(0,∞)

(1− e−θr)π(x, dr).

证明 由于

Pµ[e−θW ] = (Pµ/n(e−θW ))n,

因此, 在测度 Pµ下, 随机变量 W 的分布是无穷可分的. 又因为 W 是非负的, 因此存在非负函数 a(x)

和 (0,∞) 上满足下面条件的 σ- 有限测度 π(x, dr):∫ ∞

0

(1 ∧ r)π(x, dr) <∞,

使得

Φ(θ, x) = a(x)θ +

∫
(0,∞)

(1− e−θr)π(x, dr). (2.3)

根据文献 [10, 定理 1.2] 知,

Φ(∞, x) = − logPδx(W = 0) = v(x).

由此可得 a(x) = 0, 并且 π(x, (0,∞)) = v(x). 因此可得定理结论成立.

根据引理 2.1可得,在概率测度 Pµ下,W 是一个复合 Poisson随机变量,即W =
∑N
n=1 Yn,其中 N

是参数为 ⟨v, µ⟩ 的 Poisson 随机变量, {Yj , j > 1} 是独立同分布的随机序列, 且分布为
∫
E
π(x,dy)µ(dx)

⟨v,µ⟩ ,

同时, N 与 {Yj , j > 1} 独立. 以下假设 Y 是分布为
∫
E
π(x,dy)µ(dx)

⟨v,µ⟩ 的随机变量.

引理 2.2 对任意非零 µ ∈ MF (E), 在概率测度 Pµ下, 随机变量 W 在 (0,∞) 上存在密度函数

当且仅当随机变量 Y 存在密度函数. 如果 Y 的密度函数为 gµ(y), 则对于任意的 0 < a < b, 有

Pµ(W ∈ (a, b)) =

∫ b

a

fµ(y)dy,

其中

fµ(y) =
∞∑
k=1

g∗kµ (y)
⟨v, µ⟩k

k!
e−⟨v,µ⟩. (2.4)
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注 2.1 如果对于任意的 x ∈ E, 在概率测度 Pδx下, Y 存在密度函数 g(x, y), 则

π(x, dy) = v(x)g(x, y)dy.

从而, 对任意非零 µ ∈MF (E), 在概率测度 Pµ下, Y 存在密度函数:

gµ(y) =

∫
E
v(x)g(x, y)µ(dx)

⟨v, µ⟩
, y > 0.

根据引理 2.2和注 2.1,下面只需证明随机变量 Y 存在密度函数. 因此,我们将对 Y 的 Laplace变

换和特征函数进行分析. 定义

ψ(θ, x) :=
v(x)− Φ(θ, x)

v(x)
= v(x)−1

∫
(0,∞)

e−θrπ(x, dr), θ > 0.

因此,

Pµ(e−θY ) =
⟨vψ(θ, ·), µ⟩
⟨v, µ⟩

, θ > 0.

注意, ψ(θ, x) 是分布 v(x)−1π(x, dr) 的 Laplace 变换. 对任意 x ∈ E, 有 θ > 0, ψ(θ, x) ∈ [0, 1].

类似地, 定义

ψ(iθ, x) := Pδx(e−iθY ) = v(x)−1

∫
(0,∞)

e−iθrπ(x, dr), θ ∈ R.

对任给 a > 0, 令 Da := {f ∈ B(E) : 0 6 f(x) 6 a, x ∈ E}. 定义算子 V t : D1 → D1:

V tf(x) :=
v(x)− Vt(v(1− f))(x)

v(x)
, f ∈ D1. (2.5)

根据 (2.2) 可得, 对于 θ > 0, 有

ψ(θ, x) = V t(ψ(θe
−λ0t, ·))(x). (2.6)

显然, V t 的定义可以推广到 E 上的无穷范数小于等于 1 的复值可测函数空间上.

下一小节中, 我们将说明 V t 正好是某个分枝 Markov过程的 Laplace泛函. 文献 [18,19]中, 在一

定条件下给出了超过程的骨架分解. 在文献 [18,19] 的条件满足时, 我们下面介绍的分枝 Markov 过程

正好是 (ξ, φ)-超过程的骨架过程. 文献 [19]主要研究了超扩散的骨架分解,而文献 [18]主要研究了底

过程 {ξt, t > 0} 为对称的超过程的骨架分解. 文献 [18, 19] 并不能完全涵盖本文中的超过程. 本文未

直接使用超过程的骨架分解, 而是从 W 是复合 Poisson随机变量出发进行讨论,同样引出了对应的分

枝 Markov 过程.

2.2 分枝 Markov 过程

定义

Nt :=
v(ξt)

v(ξ0)
exp

{
−
∫ t

0

φ(ξs, v(ξs))

v(ξs)
ds

}
.

引理 2.3 在概率 Πx 下, {Nt : t > 0} 关于 σ- 域流 {Ht, t > 0} 是一个非负鞅, 并且 Πx(Nt) = 1.
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证明 对于任意的 t > 0, 利用 Markov 性和分枝性可得 v(x) = Vtv(x). 因此,

v(x) + Πx

∫ t

0

φ(ξs, v(ξs))ds = Πxv(ξt). (2.7)

容易验证

|φ(x, z)| 6 2M(z + z2), z > 0,

因此,

|φ(x, v(x))|
v(x)

6 2M(1 + v(x)) 6 2M(1 + ∥v∥∞). (2.8)

因此, 根据 Feynman-Kac 公式可得

v(x) = Πx

[
exp

{
−
∫ t

0

φ(ξs, v(ξs))

v(ξs)
ds

}
v(ξt)

]
. (2.9)

由 Markov 性和等式 (2.9) 立即可得

Πx(Nt+s | Ht) = v(ξ0)
−1 exp

{
−
∫ t

0

φ(ξs, v(ξs))

v(ξs)
ds

}
×Πξt

[
v(ξs) exp

{
−
∫ s

0

φ(ξs, v(ξs))

v(ξs)
ds

}]
= Nt.

因此, {Nt : t > 0} 是一个非负鞅.

我们利用鞅 {Nt} 定义一个新的概率测度 Πx:

dΠx
dΠx

∣∣∣∣
Ht

= Nt, t > 0.

命题 2.1 对于 f ∈ D1, 有

V tf(x) = Πx

∫ t

0

φ∗(ξs, V t−sf(ξs))ds+Πxf(ξt), (2.10)

其中

φ∗(x, λ) :=
φ(x, v(x)(1− λ))− φ(x, v(x))(1− λ)

v(x)
, λ ∈ [0, 1].

证明 由方程 (1.5) 可得对于 f ∈ D1, 有

Vt(v(1− f))(x) + Πx

∫ t

0

φ(ξs, Vt−s(v(1− f))(ξs))ds = Πxv(ξt)(1− f(ξt)).

因此, 根据 (2.7) 可得

v(x)V tf(x) + Πx

∫ t

0

φ(ξs, v(ξs))− φ(ξs, v(ξs)(1− V t−sf(ξs)))ds = Πxv(ξt)f(ξt).
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故

v(x)V tf(x) = Πx

∫ t

0

v(ξs)φ
∗(ξs, V t−sf(ξs))ds

−Πx

∫ t

0

φ(ξs, v(ξs))

v(ξs)
v(ξs)V t−sf(ξs)ds+Πxv(ξt)f(ξt).

根据 Feynman-Kac 公式可得

v(x)V tf(x) = Πx

∫ t

0

e−
∫ s
0

φ(ξu,v(ξu))
v(ξu)

duv(ξs)φ
∗(ξs, V t−sf(ξs))ds+Πx[e

−
∫ t
0

φ(ξs,v(ξs))
v(ξs)

dsv(ξt)f(ξt)],

由此可得 (2.10).

根据以上准备工作, 下面引入一个与 V t 对应的分枝 Markov 过程. 根据 φ∗(x, λ) 的定义, 可得

φ∗(x, λ) =
φ(x, v(x)(1− λ))− φ(x, v(x))(1− λ)

v(x)

= β(x)v(x)(λ2 − λ) + v(x)−1

∫ ∞

0

((erλv(x) − 1 + λ)e−rv(x) − λ)n(x, dr)

= β(x)v(x)λ2 +
∞∑
n=2

∫ ∞

0

v(x)n−1(rλ)n

n!
e−rv(x)n(x, dr)

− λ
(
β(x)v(x) + v(x)−1

∫ ∞

0

(erv(x) − 1− rv(x))e−rv(x)n(x, dr)
)
.

因此可以得到

φ∗(x, λ) = b(x)

( ∞∑
n=2

λnpn(x)− λ
)
, (2.11)

其中

b(x) = β(x)v(x) + v(x)−1

∫ ∞

0

(erv(x) − 1− rv(x))e−rv(x)n(x, dr),

p2(x) =
v(x)

b(x)

(
β(x) +

1

2

∫ ∞

0

r2e−v(x)rn(x, dr)

)
, (2.12)

pn(x) =
vn−1(x)

n!b(x)

∫ ∞

0

rne−v(x)rn(x, dr), n > 2. (2.13)

容易验证
∑∞
n=2 pn(x) = 1, 且 b(x) 是一个非负有界函数. 事实上,

b(x) 6 β(x)v(x) + v(x)−1

∫ ∞

0

((rv(x)) ∧ (rv(x))2)n(x, dr)

6 β(x)v(x) + v(x)

∫ 1

0

r2n(x, dr) +

∫ ∞

1

rn(x, dr) 6M∥v∥∞ +M.

同时易得 b(x) > 0.

考虑一个分枝 Markov 过程 {Zt, t > 0;Pν}. 它的底过程为 {ξt, t > 0;Πx}, 分枝速率函数为 b(x).

当粒子死亡时, 独立地产生随机个后代, 后代的个数的分布为 {pn(x) : n > 2}. 因此, 对于任意的

g ∈ B+b (E), 有

Pδx(e
−⟨g,Zt⟩) = V t(e

−g)(x),
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并且

Qtg(x) := Pδx(⟨g, Zt⟩) = Πx

(
exp

{∫ t

0

∂

∂λ
φ∗(ξs, 1)ds

}
g(ξt)

)
= v(x)−1Tt(vg)(x), (2.14)

上式中最后一个等式是根据 φ∗ 和 Πx 的定义. 因此, 半群 {Qt} 的无穷小生成元的第一特征值为 λ0,

对应的特征函数为 v(x)−1ϕ0(x). 根据 v 的有界性, {Qt}同样满足内在 U -超压缩性,故而满足文献 [9]

中的条件 (M). 因此, 根据文献 [9, 命题 3.6], 存在非负函数 γt 和非退化随机变量 WZ , 使得

γt⟨v−1ϕ0, Zt⟩ →WZ , Pν-a.s.,

并且 WZ 的 Laplace 变换 ψZ(θ, x) := Pδx(e
−θWZ

) (θ ∈ R) 是方程 (2.6) 的解. 我们已经知道 Y

的 Laplace 变换 ψ(θ, x) 也是 (2.6) 的解, 根据文献 [9, 命题 3.8], 存在 a ∈ (0,∞) 使得 (Y,Pδx) 与
(aWZ , Pδx) 同分布. 由于 p0(x) = p1(x) = 0, 因此, Z 的灭绝概率为 0. 根据文献 [9, 命题 5.1、5.10

和 5.11] 中关于 WZ 的结论, 可得 (Y,Pδx) 的相应性质, 进而得到定理 1.3 和 1.4.

在定理 1.4中, 半群 {T ∗
t } (定义见第 3.1小节)起到了非常重要的作用,尤其是它的无穷小生成元

的第一特征值 λ∗0 和与第一特征值对应的特征函数. 定理 1.4 还包含一个重要的算子 A, 这里 A 是由

e−λ
∗
0tV tf(x)的极限决定的, 具体定义见 (3.16). 文献 [9]中半群 {δF̄t(0), t > 0}与本文的 {T ∗

t }是一致
的, 算子 Q 与算子 A 是一致的, 但是, 文献 [9] 中并未给出这两个量的具体形式. 为了文章结果的完

善, 我们没有在证明中直接引用文献 [9] 中的结论. 在第 3.1 小节中, 我们将给出半群 {T ∗
t } 和算子 A

的定义.在第 3.2和 3.3小节中,我们将给出定理 1.3和 1.4的证明,这部分的证明思路与文献 [9]基本

一致.

3 主要定理的证明

3.1 算子 V tV tV t 的相关估计

本小节将给出算子 V t 的一些估计. 根据这些估计, 利用 (2.6), 进而可以得到 Y 的 Laplace 变换

ψ(θ, x) 的相关估计. 在以下证明中, C 将代表常数, 并且在不同的位置可能代表不同的常数.

这里首先把在文献 [10] 中得到的在本文中要用到的估计列举出来.

(1) (半群 Tt 的估计) 根据文献 [20, 定理 2.7], 在假设 1.1 和 1.2 下, 对任意 δ > 0, 存在常数

γ = γ(δ) > 0 和 c = c(δ) > 0, 使得对任意 (t, x, y) ∈ [δ,∞)× E × E, 有

|e−λ0tq(t, x, y)− ϕ0(x)ψ0(y)| 6 ce−γtϕ0(x)ψ0(y). (3.1)

取充分大的 t 使得 ce−γt < 1
2 , 则有

e−λ0tq(t, x, y) > 1

2
ϕ0(x)ψ0(y).

由于 q(t, x, ·) ∈ L1(E,m), 我们有 ψ0 ∈ L1(E,m). 因此, 如果 f ∈ B+b (E), 则 ⟨f, ψ0⟩m <∞. 从而, 对任

意 f ∈ B+
b (E) 和 (t, x) ∈ [δ,∞)× E, 有

|e−λ0tTtf(x)− ⟨f, ψ0⟩mϕ0(x)| 6 ce−γt⟨|f |, ψ0⟩mϕ0(x), (3.2)

(1− ce−γt)⟨|f |, ψ0⟩mϕ0(x) 6 e−λ0tTt|f |(x) 6 (1 + c)⟨|f |, ψ0⟩mϕ0(x). (3.3)
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(2) (函数 v 与 ϕ0 是可比的) 根据文献 [10, 引理 4.4], 有

v(x) = V1(v)(x) > CT1(v)(x) > Cϕ0(x). (3.4)

同时,

v(x) = V1v(x) 6 T1v(x) 6 Cϕ0(x). (3.5)

(3) 根据文献 [10, 命题 5.3 和引理 4.6], 我们有

γt = ⟨Φ(e−λ0t), ψ0⟩m,

Φ(e−λ0t, x) = (1 + ht(x))e
−λ0tL(t)ϕ0(x), (3.6)

其中 limt→∞ ∥ht∥∞ = 0.

定义半群 Pφ
′

t :

Pφ
′

t f(x) := Πx(f(ξt)e
−

∫ t
0
∂λφ(ξs,v(ξs))ds). (3.7)

根据 (1.3) 和 v 的有界性可知, ∂λφ(x, v(x)) 是有界的, 因此, 采用与等式 (1.11) 上面段落中相同

的讨论, 半群 (Pφ
′

t ) 满足内在 U - 超压缩性. 令 λ∗0 是 (Pφ
′

t ) 的无穷小生成元的最大 (单重) 特征根, 令

ϕ0 和 ψ0 分别是与 λ∗0 对应的 Pφ
′

t 的无穷小生成元和它的对偶半群的无穷小生成元的特征函数. ϕ0

和 ψ0 可以选取为处处严格正的连续函数且满足 ∥ϕ0∥2 = 1 和 ⟨ϕ0, ψ0⟩m = 1. 同时 ϕ0 是有界函数, 且

ψ0 ∈ L1(E,m).

由文献 [20, 定理 2.7] 可知, 在假设 1.1 和 1.2 成立时, 对任意的 δ > 0, 存在常数 γ = γ(δ) > 0 和

c = c(δ) > 0 使得对任意 f ∈ B+
b (E) 和 (t, x) ∈ [δ,∞)× E, 有

|e−λ
∗
0tTφ

′

t f(x)− ⟨f, ψ0⟩mϕ0(x)| 6 ce−γt⟨|f |, ψ0⟩mϕ0(x). (3.8)

在此基础上, 再定义新半群

T ∗
t f(x) := v(x)−1Pφ

′

t (vf)(x) = v(x)−1Πx((vf)(ξt)e
−

∫ t
0
∂λφ(ξs,v(ξs))ds) = Πx(f(ξt)e

−
∫ t
0
b(ξs)ds).

令 ϕ∗0(x) := v(x)−1ϕ0(x) 和 ψ∗
0(x) := v(x)ψ0(x). 因此, 根据 (3.8) 可得

|e−λ
∗
0tT ∗

t f(x)− ⟨f, ψ∗
0⟩mϕ∗0(x)| 6 ce−γt⟨|f |, ψ∗

0⟩mϕ∗0(x). (3.9)

注意到, ∂λφ(x, λ) > −α(x), 因此,

ϕ0(x) = eλ
∗
0Pφ

′

1 (ϕ0)(x) 6 CT1(ϕ0)(x) 6 Cϕ0(x).

由 (3.4) 得 ∥ϕ∗0∥∞ <∞. 同时易得 ψ∗
0 ∈ L1(E,m).

可以验证, 本文中定义的半群 {T ∗
t , t > 0} 与文献 [9] 中定义的半群 {δF̄t(0), t > 0} 是一致的, 其

中 {δF̄t(0), t > 0} 是通过 Fréchet 导数定义的, 文献 [9] 并未给出 δF̄t(0) 的表达式.

引理 3.1 半群 T ∗
t 的无穷小生成元的最大特征根是负的, 即

λ∗0 < 0.
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证明 根据 Vtv(x) = v(x) 和文献 [21, 引理 4.1], 可得

Pδx(⟨f,Xt⟩e−⟨v,Xt⟩) = Πx(f(ξt)e
−

∫ t
0
∂zφ(ξs,v(ξs))ds)e−v(x).

因此,

T ∗
t f(x) = v(x)−1ev(x)Pδx(⟨vf,Xt⟩e−⟨v,Xt⟩). (3.10)

根据文献 [10, 引理 3.2] 可知,

Pδx
(

lim
t→∞
⟨v,Xt⟩ = 0

)
= 1− Pδx

(
lim
t→∞
⟨v,Xt⟩ =∞

)
= e−v(x).

因此, 根据控制收敛定理可得

lim
t→∞

T ∗
t 1(x) = 0.

再结合 (3.9), 立即可得 λ∗0 < 0.

引理 3.2 对任意的 a ∈ [0, 1), 存在常数 c(a) > 0, 使得对于 t > 1, 有

V tf(x) 6 c(a)eλ
∗
0(1−a)tϕ∗0(x)

1−a, ∀f ∈ Da.

证明 注意到

sup
06λ6a

φ∗(x, λ)

λ
= sup

06λ6a
b(x)

( ∞∑
n=2

pn(x)λ
n−1 − 1

)
6 b(x)(a− 1).

由于对任意 λ ∈ [0, 1], 有 φ∗(x, λ) 6 0, 因此, 根据 (2.10) 可得, 对于 f ∈ D1, 有

V tf(x) 6 Πxf(x) 6 ∥f∥∞. (3.11)

因此, 对于 f ∈ Da, 有

φ∗(x, V t−sf(x)) 6 b(x)(a− 1)V t−sf(x). (3.12)

根据 (2.10) 和 Feynman-Kac 公式可得, 对于 t > 1, 有

V tf(x) = Πx

∫ t

0

e−(1−a)
∫ s
0
b(ξu)du[φ∗(ξs, V t−sf(ξs)) + (1− a)b(ξs)V t−sf(ξs)]ds

+Πx[e
−(1−a)

∫ t
0
b(ξs)dsf(ξt)]

6 aΠx[e
−(1−a)

∫ t
0
b(ξs)ds] 6 a[Πx[e

−
∫ t
0
b(ξs)ds]]1−a

= a[T ∗
t 1(x)]

1−a 6 a(1 + c)eλ
∗
0(1−a)t⟨1, ψ∗

0⟩1−am ϕ∗0(x)
1−a,

其中最后一个不等式是由 (3.9) 得到的.

引理 3.3 对任意 f ∈ D1, 有

T ∗
t f(x) 6 V tf(x) 6 (1 + ∥f∥∞e∥b∥∞t)T ∗

t f(x).
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证明 根据 (3.11) 可得

V tf(x) 6 Πxf(x) 6 e∥b∥∞tT ∗
t f(x). (3.13)

由 (2.10), 利用 Feynman-Kac 公式可得

V tf(x) =

∫ t

0

T ∗
s [φ

∗
0(·, V t−sf)](x)ds+ T ∗

t (f)(x), (3.14)

其中 φ∗
0(x, λ) = φ∗(x, λ) + b(x)λ > 0. 因此, V tf(x) > T ∗

t f(x). 注意到

φ∗
0(x, λ) 6 b(x)λ2, 0 6 λ 6 1. (3.15)

结合 (3.11) 和 (3.13), 可得

φ∗
0(x, V t−sf(x)) 6 b(x)V t−sf(x)

2 6 ∥f∥∞∥b∥∞e∥b∥∞(t−s)T ∗
t−sf(x).

因此, ∫ t

0

T ∗
s [φ

∗
0(·, V t−sf)](x)ds 6 ∥f∥∞

∫ t

0

∥b∥∞e∥b∥∞(t−s)dsT ∗
t f(x) 6 ∥f∥∞e∥b∥∞tT ∗

t f(x).

综上可得

T ∗
t f(x) 6 V tf(x) 6 (1 + ∥f∥∞e∥b∥∞t)T ∗

t f(x).

证毕.

对于任意的 f ∈ D1, 定义

A(f) :=

∫ ∞

0

e−λ
∗
0s⟨φ∗

0(·, V sf), ψ∗
0⟩mds+ ⟨f, ψ∗

0⟩m. (3.16)

引理 3.4 对于任意的 a ∈ [0, 1) 和 f ∈ Da, 有

sup
t>0

e−λ
∗
0t∥V tf∥∞ <∞.

同时,

lim
t→∞

e−λ
∗
0tV tf(x) = A(f)ϕ∗0(x),

其中 A(f) 由定义 (3.16) 给出.

证明 注意到 ϕ∗0(x) 有界, 根据引理 3.2, 存在 s0 > 1 使得

V s0f(x) 6
1

4
, ∀f ∈ Da.

由此再利用引理 3.2 可得, 对于任意的 s > s0 + 1, 有

V sf(x) = V s−s0(V s0f)(x) 6 V s−s0

(
1

4

)
(x) 6 Ce3λ

∗
0s/4ϕ∗0(x)

3/4. (3.17)
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根据 (3.14) 可得, 对于任意的 t > s0 + 1, 有

e−λ
∗
0tV tf(x) =

∫ t

0

e−λ
∗
0se−λ

∗
0(t−s)T ∗

t−s[φ
∗
0(·, V sf)](x)ds+ e−λ

∗
0tT ∗

t (f)(x)

=

(∫ s0+1

0

+

∫ t

s0+1

)
e−λ

∗
0se−λ

∗
0(t−s)T ∗

t−s[φ
∗
0(·, V sf)](x)ds+ e−λ

∗
0tT ∗

t (f)(x)

=: J1(t, x) + J2(t, x) + J3(t, x). (3.18)

对于 J3, 由 (3.9) 容易得到 J3(t, x) 6 C⟨f, ψ∗
0⟩mϕ∗0(x), 并且

lim
t→∞

J3(t, x) = ⟨f, ψ∗
0⟩mϕ∗0(x).

对于 J2(t, x), 利用 (3.17) 和 (3.15), 对于 t > s > s0 + 1, 有

e−λ
∗
0(t−s)|T ∗

t−s[φ
∗
0(·, V sf)](x)| 6 Ce3λ

∗
0s/2e−λ

∗
0(t−s)T ∗

t−s[(ϕ
∗
0)

3/2](x) 6 Ce3λ
∗
0s/2ϕ∗0(x).

因此,

|J2(t, x)| 6 C

∫ t

s0+1

eλ
∗
0s/2dsϕ∗0(x) 6 Cϕ∗0(x).

同时根据控制收敛定理可得

lim
t→∞

J2(t, x) =

∫ ∞

s0+1

e−λ
∗
0s⟨φ∗

0(·, V sf), ψ∗
0⟩mdsϕ∗0(x).

最后我们处理 J1(t, x). 由于 V sf(x) 6 1,因此, φ∗
0(x, V sf(x)) 6 ∥b∥∞. 因此,对于 t−s > t−s0 > 1,

我们有

e−λ
∗
0(t−s)|T ∗

t−s[φ
∗
0(·, V sf)](x)| 6 Ce−λ

∗
0(t−s)T ∗

t−s1(x) 6 Cϕ∗0(x).

因此,

J1(t, x) < Cϕ∗0(x),

并且根据控制收敛定理可得

lim
t→∞

J1(t, x) =

∫ s0+1

0

e−λ
∗
0s⟨φ∗

0(·, V sf), ψ∗
0⟩mdsϕ∗0(x).

综上, 结论成立.

3.2 定理 1.3 的证明

根据引理 2.2,要证明定理 1.3,只需证明 Y 具有密度 gµ(y),并且对所有的 y > 0都成立 gµ(y) > 0.

本小节将通过讨论 Y 的特征函数的性质, 来证明 Y 的密度函数存在. 根据 (2.6), 同样有

ψ(iθ, x) = V t(ψ(iθe
−λ0t, ·))(x), θ ∈ R. (3.19)

为了简化,下面对任意 θ ∈ R,简记函数 ψ(iθ, ·)为 ψ(iθ);类似地,对任意 θ > 0,简记函数 ψ(θ, ·)为 ψ(θ).

下面的引理 3.5 和 3.6 的证明与文献 [9] 中的证明基本一致.

499



任艳霞等: 上临界超过程的一类强极限的性质

引理 3.5 对于任意的不包含 0 的有界闭区间 I, 有

sup
θ∈I
∥ψ(iθ)∥∞ < 1.

证明 容易得到

|∥ψ(iθ)∥∞ − ∥ψ(i(θ + ϵ))∥∞| 6 ∥ψ(iθ)− ψ(i(θ + ϵ))∥∞

= ∥V 1(ψ(iθe
−λ0))− V 1(ψ(i(θ + ϵ)e−λ0))∥∞.

熟知, 对于任意的复数 |xj | 6 1 和 |yj | 6 1, 有∣∣∣∣ n∏
j=1

xj −
n∏
j=1

yj

∣∣∣∣ 6 n∑
j=1

|xj − yj |.

对任意 E 上的无穷范数小于等于 1 的复值函数 f , 有

V tf(x) = Pδx
∏
u∈Lt

f(ξt(u)),

其中 Lt 为分枝 Markov 过程 Z 在 t 时刻存活的粒子, ξt(u) 为粒子 u 在 t 时刻的位置. 因此,

|V 1(ψ(iθe
−λ0))(x)− V 1(ψ(i(θ + ϵ)e−λ0))(x)|

6 Pδx⟨|ψ(iθe−λ0)− ψ(i(θ + ϵ)e−λ0)|, Z1⟩

= v(x)−1T1(v|ψ(iθe−λ0)− ψ(i(θ + ϵ)e−λ0)|)(x)

6 C⟨|ψ(iθe−λ0)− ψ(i(θ + ϵ)e−λ0)|, ψ0⟩m → 0, ϵ→ 0.

上面倒数第二个等式是由 (2.14)得到的,最后一个不等号用到了 (3.13)和 (3.4). 最后的极限是根据特

征函数的连续性和控制收敛定理得到的. 因此, ∥ψ(iθ)∥∞ 关于 θ 是连续的. 下面只需要证明, 对于任

意的 θ ̸= 0, 有 ∥ψ(iθ)∥∞ < 1.

我们用反证法. 假设对于所有的 θ ∈ R, x ∈ E, 有 |ψ(iθ, x)| = 1, 则根据特征函数的唯一性可得,

对于 x ∈ E, 存在取值为正数的函数 c(x), 使得 Pδx(Y = c(x)) = 1, 即 ψ(θ, x) = e−θc(x). 根据 (2.6) (其

中 θ 被 θeλ0t 代替), 有

exp{−θeλ0tc(x)} = Pδx(e
−θ⟨c,Zt⟩),

即随机变量 ⟨c, Zt⟩的 Laplace变换与 eλ0tc(x)的相同,因此, Pδx(⟨c, Zt⟩ = eλ0tc(x)) = 1.但是,根据分枝

Markov过程的定义可知, ⟨c, Zt⟩不会集中在一点,矛盾. 因此存在 θ0 ∈ R, x0 ∈ E 使得 |ψ(iθ0, x0)| < 1.

因此存在 δ = δ(x0) > 0, 使得 |ψ(iθ, x0)| < 1, |θ| ∈ (0, δ). 由于 x → ψ(iθ, x) 是连续函数, 因此, 对于

|θ| ∈ (0, δ), 有

m(y ∈ E : |ψ(iθ, y)| < 1) > 0.

对于任意的无穷范数小于等于 1 的复值函数 f , 有

|V tf(x)| =
∣∣∣∣Pδx ∏

u∈Lt

f(ξt(u))

∣∣∣∣ 6 Pδx
∏
u∈Lt

|f |(ξt(u)) = V t|f |(x).
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因此, 根据 (3.13), 可得

1− |ψ(iθeλ0t, x)| > 1− V t(|ψ(iθ)|)(x) > Πx(1− |ψ(iθ, ξt)|).

由 (1.3) 可得

φ(x, v(x))

v(x)
6 −α(x) + β(x)v(x) +

1

2
v(x)

∫ 1

0

r2n(x, dr) +

∫ ∞

1

rn(x, dr) 6 −α(x) +M(∥v∥∞ + 1).

假设 c 和 γ 是 (3.3) 中的常数. 对于足够大的 t, 有 1− ce−γt > 0, 从而, 由 Πx 的定义, 有

Πx(1− |ψ(iθ, ξt)|) > v(x)−1e−M(∥v∥∞+1)tTt(v(1− |ψ(iθ)|))(x)

> e−M(∥v∥∞+1)t(1− ce−γt)eλ0t⟨v(1− |ψ(iθ)|), ψ0⟩m
ϕ0(x)

v(x)
,

上面最后一个不等号利用了 (3.3).

根据 (3.5), 对 |θ| ∈ (0, δ) 和足够大的 t, 有 ∥ψ(iθeλ0t)∥∞ < 1. 因此, 对任意的 θ ̸= 0, 有 ∥ψ(iθ)∥∞
< 1.

综上, 结论成立.

引理 3.6 对于任意的 δ ∈ (0,−λ
∗
0

λ0
), 存在常数 C > 0, 使得对于足够大的 |θ|, 有

∥ψ(iθ)∥∞ 6 C|θ|−δ.

证明 对于任意的 δ ∈ (0,−λ
∗
0

λ0
), 存在 ϵ ∈ (0, 1), 使得

(1 + ϵ)eλ
∗
0 6 e−λ0δ. (3.20)

根据引理 3.2 和 3.5 可得, 存在 j > 1 使得对于 k > j, 有

sup
θ∈[1,eλ0 ]

∥V k(|ψ(iθ)|)∥∞ 6 ϵe−∥b∥∞ . (3.21)

因此, 根据引理 3.3, 对于 θ ∈ [1, eλ0 ] 和 n > 1, 有

|V n+j(ψ(iθ))(x)| 6 V n+j(|ψ(iθ)|)(x) = V 1V n+j−1(|ψ(iθ)|)(x)

6 (1 + ϵ)T ∗
1 (V n+j−1(|ψ(iθ)|))(x).

通过迭代和 (3.9) 可得, 对于 θ ∈ [1, eλ0 ], 利用 (3.20) 得

|V n+j(ψ(iθ))(x)| 6 (1 + ϵ)nT ∗
n(V j(|ψ(iθ)|))(x)

6 (1 + ϵ)nT ∗
n(1)(x) 6 (1 + c)(1 + ϵ)neλ

∗
0n⟨1, ψ∗

0⟩m∥ϕ∗0∥∞

6 (1 + c)⟨1, ψ∗
0⟩m∥ϕ∗0∥∞eλ0δ(j+1)e−λ0δ(n+j)θ−δ.

根据 ψ(iθeλ0(n+j))(x) = V n+j(ψ(iθ))(x), 由此可得

∥ψ(iθ)∥∞ 6 C|θ|−δ, θ > eλ0j .

又由于 ψ(−iθ)(x) = ψ(iθ)(x), 因此,

∥ψ(iθ)∥∞ 6 C|θ|−δ, θ 6 −eλ0j .

综上, 引理结论成立.

501



任艳霞等: 上临界超过程的一类强极限的性质

命题 3.1 在概率测度 Pµ下, Y 是绝对连续型随机变量, 即存在密度函数 gµ(y).

证明 根据注 2.1, 只需证明在 µ = δx 时结论成立. 根据 ψ(θ, x) = V t(ψ(θe
−λ0t))(x) 可得

Y
d
= e−λ0t

∑
u∈Lt

Y u,

其中 Lt 为分枝 Markov 过程 Z 在 t 时刻存活的粒子. 在给定 Zt 的条件下, {Y u, u ∈ Lt} 是一族独立
随机变量并且 Y u

d
= (Y,Pδξt(u)

).

取定 δ ∈ (0,−λ
∗
0

λ0
) 和 K > 0 使得 Kδ > 1. 对于任意的 Lebesgue 零测集 B ⊂ (0,∞), 有

Pδx(Y ∈ B) 6 Pδx(∥Zt∥ 6 K) +
∞∑

n=K+1

Pδx

(
∥Zt∥ = n, e−λ0t

∑
u∈Lt

Y u ∈ B
)
.

在给定 Zt 并且 ∥Zt∥ = n > K 时, 对足够大的 |θ|, 有

|Pδx(e
iθ

∑
u∈Lt

Y u

| Zt)|1∥Zt∥=n 6 Cn|θ|−δn,

从而,
∑
u∈Lt

Y u 的特征函数 L1 可积. 因此,
∑
u∈Lt

Y u 存在密度函数, 从而,

Pδx

(
∥Zt∥ = n, e−λ0t

∑
u∈Lt

Y u ∈ B
)

= 0.

综上有

Pδx(Y ∈ B) 6 Pδx(∥Zt∥ 6 K).

令 t → ∞, 立即可得 Pδx(Y ∈ B) = 0, 即 Y 的分布关于 Lebesgue 测度是绝对连续的, 因此存在密度

函数.

命题 3.2 对于任意的非零测度 µ ∈ MF (E), 在概率测度 Pµ下, Y 的密度函数在 (0,∞) 上是恒

正的.

证明 由于 {Y,Pδx} 与 {aWZ , Pδx} 同分布, 其中 a > 0 是常数, 再结合注 2.1, 只需证明在概率

测度 Pδx下, WZ 的密度函数在 (0,∞) 上都是正的.

文献 [9, 命题 5.6] 中已经证明, 对于满足一定条件的分枝扩散过程, WZ 的密度函数在 (0,∞) 上

都是正的. 对于本文中的分枝 Markov过程 {Zt}, 利用相同的方法, 可以证明结论同样成立. 这里省略

详细的证明.

定理 1.3 的证明 结合引理 2.2、命题 3.1 和 3.2 立即可得, 在概率测度 Pµ下, W 的分布函数在

(0,∞) 上是绝对连续的, 并且密度函数 fµ 满足, 对于任意的 y > 0, 有

fµ(y) > gµ(y)⟨v, µ⟩e−⟨v,µ⟩ > 0.

证毕.

3.3 定理 1.4 的证明

回顾 ϵ0 =
−λ∗

0

λ0
.
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第一部分, 我们先讨论小值概率问题. 根据引理 3.4 可得

e−λ
∗
0tψ(eλ0t, x) = e−λ

∗
0tV t(ψ(1))(x)→ A(ψ(1))ϕ∗0(x),

即 limθ→∞ θϵ0ψ(θ, x) = A(ψ(1))ϕ∗0(x). 经计算知, 当 θ →∞ 时,

Pµ(e−θW |W > 0) =
1

1− e−⟨v,µ⟩ (e
−⟨Φ(θ),µ⟩ − e−⟨v,µ⟩)

=
1

e⟨v,µ⟩ − 1
(e⟨ψ(θ)v,µ⟩ − 1) ∼ 1

e⟨v,µ⟩ − 1
⟨ψ(θ)v, µ⟩.

综上可知,

lim
θ→∞

θϵ0Pµ(e−θW |W > 0) =
1

e⟨v,µ⟩ − 1
lim
θ→∞

θϵ0⟨ψ(θ)v, µ⟩ = 1

e⟨v,µ⟩ − 1
A(ψ(1))⟨vϕ∗0, µ⟩.

因此, 根据 Tauberian 定理可得

lim
r→0

r−ϵ0Pµ(W 6 r |W > 0) =
1

e⟨v,µ⟩ − 1
A(ψ(1))

⟨vϕ∗0, µ⟩
Γ(ϵ0 + 1)

.

因此, limr→0 r
−ϵ0Pµ(0 < W 6 r) = e−⟨v,µ⟩A(ψ(1))⟨vϕ∗0, µ⟩/Γ(ϵ0 + 1).

第二部分, 我们讨论尾概率问题. 令 G(s) :=
∫ s
0
Pµ(W > r)dr, 则 G 的 Laplace 变换为∫ ∞

0

e−θrdG(r) =

∫ ∞

0

e−θrPµ(W > r)dr = θ−1

(
1− θ

∫ ∞

0

e−θrPµ(W 6 r)dr

)
= θ−1(1− Pµ(e−θW )) = θ−1(1− e−⟨Φ(θ),µ⟩).

根据 (3.6), 可得

lim
θ→0

θ−1L̃(θ−1)−1Φ(θ, x) = lim
t→∞

eλ0tL(t)−1Φ(e−λ0t, x) = ϕ0(x),

其中 L(t) 和 L̃ 的定义见 (1.14) 和 (1.15). 因此,

lim
θ→0

L̃(θ−1)−1

∫ ∞

0

e−θrdG(r) = lim
θ→0

θ−1L̃(θ−1)−1⟨Φ(θ), µ⟩ = ⟨ϕ0, µ⟩.

根据 Tauberian 定理可得 limr→∞ L̃(r)−1G(r) = ⟨ϕ0, µ⟩. 因此, 根据文献 [22] 可得

lim
r→∞

rL̃(r)−1Pµ(W > r) = 0.

致谢 感谢两位审稿人对本文提出的宝贵建议.
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On properties of a class of strong limits for supercritical
superprocesses

Yan-xia Ren, Renming Song & Rui Zhang

Abstract Suppose that X = {Xt, t > 0;Pµ} is a supercritical superprocess in a locally compact separable metric
space E. Let ϕ0 be a positive eigenfunction corresponding to the first eigenvalue λ0 of the generator of the mean
semigroup of X. Then Mt := e−λ0t⟨ϕ0,Xt⟩ is a positive martingale. Let M∞ be the limit of Mt. It is known
that M∞ is non-degenerate iff the L logL condition is satisfied. When the L logL condition may not be satisfied,
Ren et al. (2017) recently proved that there exist a non-negative function γt on [0,∞) and a non-degenerate
random variable W such that for any finite nonzero Borel measure µ on E, limt→∞ γt⟨ϕ0, Xt⟩ = W, a.s.-Pµ. In
this paper, we mainly investigate properties of W . We prove that W has strictly positive density on (0,∞). We
also investigate the small value and tail probability problems of W .

Keywords superprocesses, supercritical, non-degenerate strong limit, absolute continuity, small value

probability, tail probability
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