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������

��������������� B �������������	�

�����������������������������	���
B ��������������������������

��������	��
� Hoare � Dijkstra �� 1960 ��������
� 1970 ���	����������

• �������invariant��������������������

• �������variant������
���

���� B ��������		������������������
��������������������������������
������������������ “��	”

� B ����������	��������	�����	�����
	���	��������
�����
������������
����������������	
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������������

����������	���������������� while �
��for ��� repeat-until ����
����
������� while ��

B ������ while �������� while ���
�����
���
����������	���� while ������������ while �
�����	����������� “��” ��� while ��

����� while ��������

while E do S

�
 E ����
����������S �������������
������S ����	���

��������	��

1. �������
� E

2. �� E ���� “”�������

3. �� E ���� “�”�	� S ��������������	
�������S ������	� 1
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B ������������������������

B ���������	�������������

WHILE E
DO S
END

• �� E ��	������
��������� “	”�guard�

• ��� E ������������	������ skip�����

• ��� E ����� s ������������ S ���� s′���
� s′ ������������������	�	���
���

• �����
�������
���������� S ���	��
������������
������ S �����������
��	���������������������	

������
�

WHILE TRUE DO skip END

x := 1; WHILE x < 10 DO WHILE x > 4 DO skip END; x := x + 1 END
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������������������

“�����” ���� “��”�“��” � “
�” ��	��������
�������� a � b ��
�

x := a;
y := b;
prod := 0;
WHILE x > 0
DO

IF x mod 2 = 1 THEN prod := prod + y END;
x := x/2;
y := y × 2

END

	��������		�������
����������	��	
��	�� “��”�����	���	���������������
�����
��������
� prod = a × b ����

������������������� B �������
�	���
����������
��������������
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���������������

�������������� S��	���
���

s = s0, s1, . . . , sn−1, sn = st

��� [S]si = si−1 � i = 2, . . . , n

��	����
���
������		��
����������
����� s 	���� st ������
������
���

���������������������		���������
�������
����������	���
	

�	������ “�����”�Hoare, 1969�����
�������
�����	������	���
�������

��
���� “��” ����������� I���������� S
��������������	��


��S ��������������S ������
����� S
��
���� I �
	�
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���������������

�������
��	��� TRUE ������ “�����”


����������������������� B ��������
����������������������

��� S ���������������� I �������

• ���������� s0 
���� I

• ���	���
� I ��� s��� E � s ����	���� S �
���	� S ����������� I 	�

��
������
��������
�

��
����� I � E 	������ S ���� I��
�����
��������		�������������������

∀ v . (I ∧ E ⇒ [S]I)

��� v ������	�������������� I �������
	�����������
	�
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���������������

��������������
� Q 	������
������
�������� Q 		������
�� E ��	� I �	���
���������
������ Q 	�		����������

∀ v . (I ∧ ¬E ⇒ Q)

��	
���������
���������
�� prod = a × b�
�
�� x = a ∧ y = b ∧ prod = 0������������ I����
�� I 	���� I ∧ ¬(x > 0)  prod = a × b


������ x ���� x := x/2��� ¬(x > 0) ��� x = 0

�������������

prod + x × y = a × b

��
���������		������������������
�����������	

Formal Methods: Software Development in B Qiu Zongyan (May 18, 2010) 8

���������������

��� prod + x × y = a × b

����������

• ��� prod = 0��� x × y �� a × b����	�

• ������������
– x ���� x 
�� y ���(x/2) × (y × 2) = x × y����	�

– x ���� prod ��� y � x 
� y ���
�	�
(prod + y) + (x/2) × (y × 2) ��� prod + x × y������

		�������������


• ��� prod + x × y = a × b � ¬(x > 0)��� x = 0�����
���	������� prod = a × b�����
�	�

B ����������� WHILE �����	�� INVARIANT ����

������
�
������������������������
��������� WHILE �����
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���������������			

������������������������� I ∧ ¬E�
��
�������������
��������	�����

�������
�����
����	���������
���
������	�����B ��������variant��������
������������

�������
������
����������������
�����������	�������������

• ������������������
• �������
������	������� 0


���
��������������� “���”

���������
��������������������
��
�������������������������

��������������������
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���������������			

���������������
�	���������������

• �����	�
���������	���
• 	���������������������

� V ���
�����������������������

∀ v . (I ∧ E ⇒ V ∈ N)

∀ v . (I ∧ E ∧ (V = γ) ⇒ [S](V < γ))

��� v ���
��������������

����� I ��� WHILE E DO S END������� V������
���
�����V �����������������������
����������	��������

��������������������� x����1) x ���
���2) m ��������x �
�����
� x > 0 	��
�
	�x �������
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���������������			

B ����������������

WHILE E
DO S
INVARIANT I
VARIANT V
END

�����������	����������
� E ��������
� S�����	������	����� I � V

�������� B ��������������������

x := a; y := b; prod := 0;
WHILE x > 0 DO

IF x mod 2 = 1 THEN prod := prod + y END;
x := x/2; y := y × 2

INVARIANT x ∈ N ∧ (prod + x × y = a × b)
VARIANT x
END
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���������������

�����������
��������������������
���������������	�������

(1) ∀ v . (I ∧ E ⇒ [S]I)
(2) ∀ v . (I ∧ ¬E ⇒ Q)
(3) ∀ v . (I ∧ E ⇒ V ∈ N)
(4) ∀ v . (I ∧ E ∧ (V = γ) ⇒ [S](V < γ))
(5) I

⇒

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

WHILE E
DO S
INVARIANT I
VARIANT V
END

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ Q

������������������������
������
�
Q 	��
��		��������� I 	������	��
��

�����
��� (1)�(4) 
�����������

E = x > 0
I = prod + x × y = a × b
V = x
S = IF x mod 2 = 1 THEN prod := prod + y END; x := x/2; y := y × 2
Q = prod = a × b
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���������������

(1) �����������������

[x := x/2; y := y × 2]I
= prod + (x/2) × (y × 2) = a × b

���

[S]I

= [IF x mod 2 = 1 THEN prod := prod + y END]
(prod + (x/2) × (y × 2) = a × b)

= (x mod 2 = 1 ⇒ prod + y + (x/2) × (y × 2) = a × b) ∨
(¬(x mod 2 = 1) ⇒ prod + (x/2) × (y × 2) = a × b)

= (x mod 2 = 1 ⇒ prod + ((x/2) × 2 + 1) × y = a × b) ∨
(¬(x mod 2 = 1) ⇒ prod + x × y = a × b)

= (x mod 2 = 1 ⇒ prod + x × y = a × b) ∨
(¬(x mod 2 = 1) ⇒ prod + x × y = a × b)

= prod + x × y = a × b

Formal Methods: Software Development in B Qiu Zongyan (May 18, 2010) 14

���������������

(3) ������
����� (2)���

I ∧ ¬E

= prod + x × y = a × b ∧ ¬(x > 0)

= prod + x × y = a × b ∧ x = 0

⇒ prod = a × b = Q

�� (4)�������� x := x/2 �	 x���

[S](x < γ) = x/2 < γ

��������

E ∧ x = γ ⇒ x/2 < γ
= x > 0 ∧ x = γ ⇒ x/2 < γ

�������	�����

I ∧ E ∧ x = γ ⇒ [S](x < γ)
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���������������

�������������������������� (5)���
��
���
��

[x := a; y := b; prod := 0](prod + x × y = a × b)

= [x := a][y := b][prod := 0](prod + x × y = a × b)

= [x := a][y := b](0 + x × y = a × b)

= [x := a](x × b = a × b)

= (a × b = a × b)

= true

�	��������	���	���	������

������
�������������������
�����
������
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���������������


����N ��
�� a ����
���� 0��
�����

Q = ∀k . (k ∈ 1..N ⇒ a(k) = 0)

�	�������

i := 0;
WHILE i < N
DO i := i + 1; a(i) := 0 END

���
��������������������

I = ∀k . (k ∈ 1..i ⇒ a(k) = 0)

����� i = 0 �1..0 ����I �	��i �������
��
���
������� i < N ��	��� i = N����� Q

�� i ����������������������� i �����
���
� i ������ N�		����������

V = N − i

����������	���	�����
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���������������

���������	�
��������
���������
��
����������������������

���������
� (2) � I ∧ ¬E ⇒ Q�����
������
��
��������������

����������	����
�������������	���
���������������
� Q

���� I ∧ ¬E ⇒ Q��� I ��� Q ��� Q �� I �������
����������������������	���������
��
� Q �����

�����������������������������

������
������������
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������������������������������������

��������� Q �������	��

• ���������������	����������
�
• � Q ���� N�� Q = I[N/i]���
���� i �= N


������������ a ∈ 1..N → N ��
����
��

Q = sum = Σ(k ∈ 1..N | a(k))

���������
��� N ��������� “���”

I = sum = Σ(k ∈ 1..i | a(k)) ∧ i ∈ N

��
� E ��� i �= E

���������������������������������
��������
������������
� sum

S = i := i + 1; sum := sum + a(i)
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���������������

��������	���
�����

V = N − i

���� i �����������	���� i ���� N ����

������� i ≤ N ����

����������������� sum � i 	�� 0��� sum � a
� 0 ��
�������	��������

sum := 0; i := 0;
WHILE i �= N
DO i := i + 1; sum := sum + a(i)
INVARIANT sum = Σ(k ∈ 1..i | a(k)) ∧ i ∈ 0..N
VARIANT N − i
END

���������
� sum = Σ(k ∈ 1..N | a(k))
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������
 collection ⊆ ELEM����������
 e �	�
collection ����������� collection ��
�
���� e

���	���������������
��

Q = isin = TRUE ⇔ e ∈ collection

�� P ������������� remains��

� collection 
�
�����
��������
����������

I = isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains

�� collection ��������������������������
��������

���������� remains ⊆ ELEM���� remains �������

�����
���� remains �= ∅��������
�����
isin = FALSE ∧ remains = collection �
����
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���������������

��
���
�� remains �����		������ card(remains)

�������	

WHILE remains �= ∅

DO S
INVARIANT (isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains) ∧

remains ⊆ ELEM
VARIANT card(remains)
END

�����	����������
��� e�����

S = VAR x IN

x :∈ remains;
remains := remains − {x}
IF x = e THEN isin := TRUE END

END

���� I ∧ E ⇒ [S]I
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���������������

�	��������
��������

isin := FALSE; remains := collection
WHILE remains �= ∅

DO VAR x IN

x :∈ remains;
remains := remains − {x}
IF x = e THEN isin := TRUE END

END

INVARIANT (isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains) ∧
remains ⊆ ELEM

VARIANT card(remains)
END

��

���
�������� e ��
�������	
��

�������� isin = FALSE ����
�������������
���� isin = TRUE �����������
�� E′
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���������������

��� E ������������
� E′������
� (1) � (5)�
���� (1)(3)(4)(5) �	��(3) � (5) 	��
�
��� E′ ⇒ E ��
I ∧ E′ ⇒ I ∧ E������ (1) � (4)�� (2) �����

I ∧ ¬E′

= (isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains) ∧
¬(remains �= ∅ ∧ isin = FALSE)

= (isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains) ∧
(remains = ∅ ∨ isin = TRUE)

= (isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains) ∧ remains = ∅ ∨
(isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains) ∧ isin = TRUE

= (isin = TRUE ⇔ e ∈ collection) ∨
(isin = TRUE ⇔ e ∈ collection − remains)

⇒ isin = TRUE ⇔ e ∈ collection

�������
���������� (2)�������
��
���
�
���� I ∧ ¬E ������� I ∧ ¬E ⇒ Q �	��	�
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���������������

������
���	����������������������
������������������

�����������������
��������������
���	��������
��������


�������������� n������������ a�
�����
������� n ��������������� a


���
����	

Q = r2 ≤ n ∧ n < (r + 1)2

��������������� r2 ≤ n�����������

• ���� r = 0 ���������

• ���
� E ��������	
��¬(n < (r + 1)2) = (r + 1)2 ≤ n������������
�
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���������������

������������

WHILE (r + 1)2 ≤ n
DO S
INVARIANT r2 ≤ n
VARIANT v
END

������	�� r ����� (r + 1)2 ≤ n����� r < n���
��� n − r ��������� 0 ����������

r := 0;
WHILE (r + 1)2 ≤ n
DO r := r + 1
INVARIANT r2 ≤ n
VARIANT n − r
END

������� n < (r + 1)2 �����������������
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����
������� a ∈ 1..N → PERSON�p �������
�
������������� p �������

������
���� a(i) = p�������������� N − i

�������������� p ∈ a[1..N ]���� i = 1�������
�� p = a(i)��������������� p ∈ a[i..N ]����

LOOP = i := 1;
WHILE a(i) �= p
DO i := i + 1
INVARIANT p ∈ a[i..N ]
VARIANT N − i
END

������
������ (1)..(4) 	��
������������
i = 1������ p ∈ a[i..N ] ������ p ∈ a[1..N ]�������
���������� p = a(i) ��
���

p ∈ a[1..N ] ⇒ [LOOP ](a(i) = p)
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���������������


��������� a � b ������ gcd(a, b)���������
��������������������������������

�������� m � n ���
������
��
m = gcd(a, b)������� n = gcd(a, b)

���� a � b ������������ m � n ���
������
��������
 gcd(m, n) = gcd(a, b)��������	� m � n
	�������
�����������������

m := a; n := b;
WHILE m �= n
DO IF m < n

THEN n := n − m
ELSE m := m − n
END

INVARIANT gcd(m, n) = gcd(a, b) ∧ m ∈ N1 ∧ n ∈ N1

VARIANT m + n
END
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���������������

��������	��� a ∈ N1 ∧ b ∈ N1

������� N�������������	��
��

��������������	����������������
�
�	��� m = n���������������������� 0��
�� gcd(m, n) = m = n��	���
� m = gcd(a, b)

�������
	�	�� m �= n �

m < n ⇒ gcd(m, n) = gcd(m, n − m)

n < m ⇒ gcd(m, n) = gcd(m − n, n)

����������������	����������������
�����������
����	���������������

���������������������
����������
���������������������������
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���������������������

���������������������������������
“��	”��������� “���”�		�����	�������
���“������” �“����
�”����������

	����������������
��������������
������������������������
��������
���	����������
����

�����

• ��������
������� 0 �� 1

• ��
����
�����
���� < �� ≤
• �����������������
• �����������������������������
���������������������������������
��B ���������������������
��������
������������������	������������
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B ���������Atelier B������������������

���� B ����� Atelier B��������������B Book�
� Atelier B ������

���� B ����
���typing�������3��

• B �������	�	����
��

• B �
������������	���	

• � E �����S � T ����S ⊆ T � E ∈ S ⇒ E ∈ T��	
E �������� E ��


B �	��
��������
��������
�

�����
������

• ��

• 	�
• ���record����
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���������Typing���

B �����������������������E 	����
��
�
���� E ���������	

��
���������������
������������
�typing predicate/typing substitution���������
���
��

• ����
���� PROPERTIES ����������

• ����
��� INVARIANT ����������

• �������
�������
���������
• ���������������������
• ��� ANY�VAR�LET �����������
�

• �����
���������������

�������������


��������������
��	�	�����������

������������ PRE �����
�������
��

Formal Methods: Software Development in B Qiu Zongyan (May 18, 2010) 32

B ���������


������������


������������


���

B ������
���

• ���
 Z �	��
 BOOL���� BOOL = {TRUE, FALSE}
• ����
 STRING� ����	� IMPLEMENTATION �

• ��	���������
������������
���	��
���	������
�

���
����constructor�����

• P(T )�POWER(T)��� T �	��


• T1 × T2�T1 * T2��� T1 � T2 ���
�


• � T1, . . . , Tn � n ��
�n ≥ 1��id1, . . . , idn � n ������
���struct(id1 : T1, . . . , idn : Tn) ��������record��
��

� idi �������

��������� DEFINITIONS ������
����������
���� B �
�������
���
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������������������

��
��������LET � ANY��� ∀, ∃, Σ,
∏

,
⋂

,
⋃

, { | } ����
�����	���������������

• id ⊆ E id ��
� E ���
�	��


• id ⊂ E id ��
� E ���
�	��


• id ∈ E id ��
� E ���


• id := E id ��
� E ���


���� E 
������	�	���������

��	������������� CONSTRAINTS ��������
��
��� Z � BOOL������	��
���

��	����
����	�������
���

��	�
��������
�����	�����
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VAR �������������������	�����������
�����
��
��������

• :=�	��:=�

• :∈�	���
�::�

• :|�	�
��
���
�x:(P)������


��� B ������4�������������������

• �
�����������
• ���������/�����	/��	�

• �������/���

���������

• �����
����������
�
• �����
��
�
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B ������������������
����

• ����������������
�������������
����� “.” ������������ rm.id�

• �����
�	����
• ����� $0

������������$0 ���

• � x : (P ) ��� P ��� x$0 ���� x �

• � ASSERT � WHILE ������� x$0 ������� x �

��������	�����������

• ��������� TRUE � FALSE��� bool(P ) ��������

• �
�������� MININT � MAXINT ����������
��
��������������� max�min�card�Σ �

∏
���
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������������

• ����� x �→ E

• ����������������������5.6,5.7,5.8��

• ��������������������������������
�������5.11-5.14�������� dom � ran ����

• ������������ λ �����������

– fnc(R) ��� R ����� λ x . {y | (x, y) ∈ R}��� R ��

� P(T1 × T2)����������
� P(T1 × P(T2))

– rel(F ) �������������������������� F
��
� P(T1 × P(T2))��������
� P(T1 × T2)

• ������������� [...]���������������	�
�����5.17,18,19��

��������������

• �����
• ����
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	����������������������

• �� rc ����������id � rc ��
����
����
����rc′id �� rc � id �

• struct �������
�������������

• rec ���������������
���
�	���


�� struct(id1 : T1, id2 : T2, id3 : T3) �������
�E1, E2, E3 �

3 ��
��� T1, T2, T3 �����
�

rec(E1 : T1, E2 : T2, E3 : T3)

�����
� struct(id1 : T1, id2 : T2, id3 : T3) �����������
ss1 ��������
��������

ss1 := rec(E1 : T1, E2 : T2, E3 : T3)

��������������
�����
��

ss1 := rec(E1, E2, E3)

�������������������������
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• ���������
���� tree �������� btree

• �������������

����������

tree(S) � btree(S)

�
 S ��
�� P(T )������
 T ��������������
����
� P(P(P(Z × Z) × T ))����������

• Z × Z ������������

• P(Z × Z) × T ��
������� T �
�����
����
������
 T �
��������������������

• ���������������������
 T ��������
�� P(P(P(Z × Z) × T ))
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��
������������������ B �����
��

FSN =̂ F(seq(N1))
ins =̂ λ i . (i ∈ N | λ s . (s ∈ seq(N) | i → s))

cns =̂ λ t . ( t ∈ seq(FSN) |
{[]} ∪ ⋃

i . (i ∈ dom(t) | ins(i)[t(i)]))


��ins �� s �������		������� s �����
���F(S) ⊆ P(S)��
��	 S ���������� cns

• t ������������

• �����cns ∈ seq(FSN) � FSN

�������������������������������

T =̂ cns[seq(T )]

������������
���
��������������

��������������
	�����������������
�	���������
�������
��������	����
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�����������
	��
������������

tree(S) =̂
⋃

t . (t ∈ T | t → S)

btree(S) =̂ {t | t ∈ tree(S) ∧ ∀n . (n ∈ dom(t) ⇒ arity(t, n) ∈ {0, 2})}

��
�
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B ������������
����

• const(x, st) ������������� x������� st ����
������ x ∈ S, st ∈ seq(tree(S))��
 S ����


• top(t) ��� t �����
���

• sons(t) ��� t ��������

• prefix(t) ��� t ������������

• postfix(t) ��� t ������������

• sizet(t) ��� t 
�����

• mirror(t) ��� t ���������

����	�����
����� 5.21 ����

����	��	��	
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������������

��������������
����������
�t ���� S
������� t ∈ tree(S)�n ����������� t �����
�
����
������
��������� t 
������� n
	����������
� “t 
��� n”��i ������

• rank(t, n) ���������� t 
��� n ����������

������ i�

• father(t, n) ��� t 
��� n �����������������
�������

• son(t, n, i) ��� t 
��� n �� i �����������

• subtree(t, n) ��� t 
��� n �����

• arity(t, n) ��� t 
��� n ��������� n ���

�����
�	�� n �� t �����������������

�� son(t, n, i)��� n ← i �� t ���
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��� Atelier B ������
�
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���������������
� bt, l, r 	����� S ����
��x ��� S ����


• bin ��������������

– bin(x) �� x ������	������������
�� x

– bin(l, x, r) ���������������� l � r������

��� x

• left(bt) ����� bt ����

• right(bt) ����� bt ����

• infix(bt) ����� bt 
���
����������

����� left(bt) � right(bt) 
��� bt ����

��� Atelier B ������
�
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