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MACHINE

Team
SETS ANSWER = {in, out}
VARIABLES team
INVARIANT team ⊆ 1..22 ∧ card(team) = 11
INITIALISATION team := 1..11
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OPERATIONS

substitute(psn, rep) =
PRE psn ∈ 1..22 ∧ rep ∈ 1..22 ∧ psn ∈ team ∧ rep /∈ team
THEN team := (team − {psn}) ∪ {rep}
END;

ans ←− query(psn) =
PRE psn ∈ 1..22
THEN IF psn ∈ team

THEN ans := in
ELSE ans := out
END

END

END

��������������� team ���������			�
�
������������	������� Team ���
���

���	�	����� teamr �
�	 team �	���������
��	 teamr ∈ 1..11 � 1..22�������������
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REFINEMENT

Team Ref
REFINES

Team
VARIABLES teamr
INVARIANT teamr ∈ 1..11 � 1..22 ∧ ran(teamr) = team
INITIALISATION teamr := λ psn . (psn ∈ 1..11 | psn)
OPERATIONS

substitute(psn, rep) = teamr(teamr−1(psn)) := rep;

ans ←− query(psn) =
IF psn ∈ ran(teamr)
THEN ans := in
ELSE ans := out END

END

ran(teamr) = team 	�
������	� “�����
” teamr �
���
 team 
��
����	 team ���
����teamr ��
�
�����	���������
������������
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team := 1..11

�����	��� 1..11 ��� 1..11 �
��������� λ ��

teamr := λ psn . (psn ∈ 1..11 | psn)

�������	

teamr := % psn . (psn : 1..11 | psn)
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�����	��	�����

teamr := {i �→ i | i ∈ 1..11}
�
��
�

teamr := id(1..11)
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��	 {in, out}���������
���		���
• ��� psn �
�������teama(psn) = in
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��������� teama(psn) = out

���
���	 {in} ����� team������

team = teama−1[{in}] �
 team = dom(teama � {in})
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teama := {i �→ in | i ∈ 1..11} ∪ {j �→ out | j ∈ 12..22} �
teama := (1..11) × {in} ∪ (12..22) × {out}

�������������

REFINEMENT TeamaRef
REFINES Team
VARIABLES teama
INVARIANT teama ∈ (1..22) → ANSWER ∧

dom(teama � {in}) = team
INITIALISATION teama := (1..11) × in ∪ (12..22) × out
OPERATIONS

substitute(psn, rep) =
BEGIN teama(psn) := out; teama(rep) := in END;

ans ←− query(psn) = ans := teama(psn)
END
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������
�
���	���������
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MACHINE Exam
SETS STUDENTS
VARIABLES scores
INVARIANT scores ∈ STUDENTS �→ 0..100
INITIALISATION scores := ∅

OPERATIONS

enter(st, sc) =
PRE st ∈ STUDENTS ∧ st /∈ dom(scores) ∧ sc ∈ 0..100
THEN scores(st) := sc
END;

mean ←− average =
PRE scores 	= ∅

THEN mean := Σst . (st ∈ dom(scores)|scores(st))
/ card(scores)

END;
num ←− number = num := card(scores)

END
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REFINEMENT ExamRef
REFINES Exam
VARIABLES total, numb
INVARIANT numb ∈ NAT ∧ total ∈ NAT ∧ numb = card(scores)

total = Σst . (st ∈ dom(scores)|scores(st))
INITIALISATION = total, numb := 0, 0
OPERATIONS

enter(st, sc) = BEGIN total, numb := total + sc, numb + 1 END;
mean ←− average = mean := total/numb;
num ←− number = num := numb

END

• ���� average ������������	��� 0 ������
���	�	�������	
��

• �� enter ����������	�	������� enter���
��
����������������������������
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MACHINE Ironing
SETS ITEM
CONSTANTS limit
PROPERTIES limit ∈ N

VARIABLES pile
INVARIANT pile ∈ seq(ITEM ) ∧ size(pile) ≤ limit
INITIALISATION pile := ∅

OPERATIONS

put(it) =
PRE it ∈ ITEM ∧ size(pile) < limit THEN pile := pile ← it END;

it ←− take =
PRE pile/ = [ ] THEN pile := front(pile) || it := last(pile) END;

res ←− query(it) =
PRE it ∈ ITEM THEN res := bool(it ∈ ran(pile)) END

END
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• counter ��
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REFINEMENT IroningRef
REFINES Ironing
VARIABLES pilearr, counter
INVARIANT pilearr ∈ 1..limit �→ ITEM ∧ counter ∈ 0..limit ∧

(1..counter � pilearr) = pile ∧ counter = size(pile)
INITIALISATION pilearr := [ ] || counter := 0 /∗ [ ] �	� ∅ ∗/
OPERATIONS

put(it) =
BEGIN counter := counter + 1; pilearr(counter) := it END;

it ←− take =
BEGIN it := pilearr(counter); counter := counter − 1 END;

res ←− query(it) =
IF it ∈ ITEM ∧ it ∈ pilearr[1..counter]
THEN res := TRUE ELSE res := FALSE END

END

����
���� 1..counter 

���
�������
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• ���

 SHIP������	�	���
� waiting ���	�

• �	����� QUAY���������
��



• ��������������
• ����
� docked ����������



����� Port ���
�������

MACHINE

PortSETS SHIP ; QUAY
VARIABLES waiting, docked
INVARIANT waiting ∈ iseq(SHIP ) ∧ docked ∈ QUAY �� SHIP ∧

ran(waiting) ∩ ran(docked) = ∅

INITIALISATION waiting := [ ] || docked := ∅

��������

�		
���������
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OPERATIONS

arrive(sp) = /∗ ���

�		�������	��� ∗/
PRE sp ∈ SHIP ∧ sp /∈ ran(waiting) ∧ sp /∈ ran(docked)
THEN waiting := waiting ← sp END;

dock(qy) = /∗ ���

��� qy 
���������� ∗/
PRE waiting 	= [ ] ∧ qy ∈ QUAY ∧ qy /∈ dom(docked)
THEN

docked(qy) := first(waiting) || waiting := tail(waiting)
END;

qy ←− leave(sp) =
PRE sp ∈ SHIP ∧ sp ∈ ran(docked)
THEN docked := docked �− {sp} || qy := docked−1(sp) END;

num ←− numberwaiting = num := size(waiting)
END

�������
��
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• ��� “
���” ����	�� “��
�”��������	��
�	�� ELEMENT��
	�������������������

�������

• � Port ����������� Queue ����	�����


�SHIP ���
��������

���

MACHINE Queue(ELEMENT)
VARIABLES list
INVARIANT list ∈ seq(ELEMENT)
INITIALISATION list := [ ]
OPERATIONS

add(elem) = PRE elem ∈ ELEMENT THEN list := list ← elem END;
el ←− take =

PRE list 	= [ ] THEN el := first(list) || list := tail(list) END

END

Formal Methods: Software Development in B Qiu Zongyan (April 27, 2010) 25



���			��������������������� Map

������� Map��	����� “��” ���

• ������	��� INDEX � ITEM������ “
�” ��
� “���” ������������	������

• � Port ����������� Map ��������������
�


������

MACHINE Map(INDEX , ITEM )
VARIABLES func
INVARIANT func ∈ INDEX �→ ITEM
INITIALISATION func := ∅

OPERATIONS

insert(ind, itm) =
PRE ind ∈ INDEX ∧ itm ∈ ITEM THEN func(ind) := itm END;

remove(ind) = PRE ind ∈ INDEX THEN func := ind �− func END;
it ←− query(ind) =

PRE ind ∈ INDEX ∧ ind ∈ dom(func) THEN it := func(ind) END

END
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REFINEMENT PortRef
REFINES Port
INCLUDES qu.Queue(SHIP ), mp.Map(SHIP, QUAY )
VARIABLES number
INVARIANT waiting = qu.list ∧ docked−1 = mp.func ∧

number = size(waiting)
INITIALISATION number := 0

�� INCLUDES ����� Queue � Map���� PROMOTES ����

����	���������������	���
��

���� INCLUDES ����
���	���������
 INCLUDES

��	����������	�	�������	�����

�	��������	��������
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• ���������	�����	��������
������
• ������������������������	
��	�
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����

waiting = qu.list ∧ docked−1 = mp.func ∧ number = size(waiting)

����	����������

������


�
� leave ������

�������������� Map �
� mp ���� SHIP � QUAY �
���������


��� docked ���
������� mp �� list ��	
����
���������
��
����
����	���������

���������������
����������������

���� number �����
��
 waiting �����������
���� qu.list ���������	
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OPERATIONS

arrive(sp) =
BEGIN qu.add(sp); number := number + 1 END;

dock(qy) =
BEGIN

VAR sp IN sp ←− qu.take; mp.insert(sp, qy) END;
number := number − 1

END;
qy ←− leave(sp) =

BEGIN qy ←− mp.query(sp); mp.remove(sp) END;
num ←− numberwaiting = num := number

END

�	�����������������������INCLUDES 	���
�������������������	����

�	��
��������������������
�������
	����������������������	���
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VAR sp IN sp ←− qu.take; mp.insert(sp, qy) END

��
���	����
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���	

� leave ���������������������� Map ����
�
� query 
���
����� remove ����


���� Queue � Map 
�	����� PortRef �
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�
������������������������� INCLUDES ���

��
�����������������

���������	���	���
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���� implementation 
	�� B �����������������
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��	 CITY �������� roads ∈ CITY ↔ CITY�
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�� roads���
���
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ct1 = ct2 ∨ (ct1, ct2) ∈ (roads ∪ roads−1)∗

�� (roads ∪ roads−1)∗ ���� (roads ∪ roads−1) ��������
������� ct1 ��� ct2���	�����������
��

����	���������
�����
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MACHINE Cities(CITY )
SETS ANSWER = connected, notconnected
VARIABLES roads
INVARIANT roads ∈ CITY ↔ CITY
INITIALISATION roads := ∅

OPERATIONS

link(ct1, ct2) =
PRE ct1 ∈ CITY ∧ ct2 ∈ CITY
THEN roads := roads ∪ {ct1 �→ ct2} END;

ans ←− connectedQ(ct1, ct2) =
PRE ct1 ∈ CITY ∧ ct2 ∈ CITY
THEN IF ct1 = ct2 ∨ ct1 �→ ct2 ∈ (roads ∪ roads−1)∗

THEN ans := connected
ELSE ans := notconnected
END

END

END
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�� link ���
�����	�� connectedQ � IF ���

ct1 = ct2 ∨ (ct1, ct2) ∈ (roads ∪ roads−1)∗

���	������������ “������” ������ (•)∗
�

��“Kleen ��” �����������	�
��

������		�������������������
�

��������	��������������	 CITY 


��

�������
���	 CITY ������partition��CITY ���

������������
��
���� “����”�

������	����
������ CITY �	������

• �
 partition 	 CITY �����	����
������ CITY �
������� partition �	��
��CITY �����������
������	
��������

• �
 class 	��������� partition 
������������
�����������
���
�

Formal Methods: Software Development in B Qiu Zongyan (April 27, 2010) 33



������������������������������

������������ 9 ����	���	��� 1, 3, 8 ���2, 4,
5, 9 ���6, 7 �����������

�	�

partition = {{1, 3, 8}, {2, 4, 5, 9}, {6, 7}}
class = {(1, {1, 3, 8}), (3, {1, 3, 8}), (8, {1, 3, 8}),

(2, {2, 4, 5, 9}), (4, {2, 4, 5, 9}), (5, {2, 4, 5, 9}),
(9, {2, 4, 5, 9}), (6, {6, 7}), (7, {6, 7})}

��������������������		������
����
� class �������������	�		����

link ��������
���������
���������

���
���	������������	

• partition 	 CITY ���

�����	

• class � CITY ������������������

��

��
���������
�
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���

REFINEMENT CitiesRef(CITY ) /∗ �����		�� ∗/
REFINES Cities
VARIABLES partition, class
INVARIANT partition ⊆ P(CITY ) ∧ class ∈ CITY → P(CITY ) ∧⋃

cs.(cs ∈ partition|cs) = CITY ∧
∀(cs, ds).(cs ∈ partition ∧ ds ∈ partition ⇒ (cs = ds ∨ cs ∩ ds = ∅)) ∧
∀ct.(ct ∈ CITY ⇒ closure(roads ∪ roads−1 ∪ id(CITY ))[{ct}] ∈ partition) ∧
∀ct.(ct ∈ CITY ⇒ ct ∈ class(ct)) ∧ ran(class) = partition ∧
∀cs.(cs ∈ partition ⇒ class−1[{cs}] = cs)

INITIALISATION partition := {cs|cs ∈ P(CITY ) ∧ card(cs) = 1} ||
class := {ct, cs|ct ∈ CITY ∧ cs = {ct}}

INVARIANT �

• � 2, 3 ��� partition 	 CITY ���

• � 4 ���� ct ∈ CITY �� roads �������	 partition �
�

• � 4, 6 ��� partition � class ���

��
����������	����
�
�
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OPERATIONS

link(ct1 , ct2 ) =
IF class(ct1 ) 	= class(ct2 )
THEN

partition := partition − {class(ct1 ), class(ct2 )}
∪ {class(ct1 ) ∪ class(ct2 )};

class := class �− ((class(ct1 ) ∪ class(ct2 )) ∗
{class(ct1 ) ∪ class(ct2 )})

END;
ans ←− connectedQ(ct1 , ct2 ) =

IF class(ct1 ) = class(ct2 )
THEN ans := connected
ELSE ans := notconnected END

END

�� link �����
��

• � partition��� ct1 � ct1 �������������

• � class�� ct1 � ct1 �������
�
��������
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��
�� link ������	���connectedQ ����	��

�������
����������������	�	 partition��
�����	����class���	�������

• ��������	�����������

• ����������
��������������


�������	����
��������

• ��
����
�������
������	��	����
�
�������
�������������

• �������		����������
����
	�		��

�������������


��
�����������
	��
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REFINEMENT

CitiesRefR(CITY )
REFINES

CitiesRef
VARIABLES rep
INVARIANT rep ∈ CITY → CITY ∧

∀ (ct1, ct2) . (ct1 ∈ CITY ∧ ct2 ∈ CITY ⇒
((class(ct1) = class(ct1)) ⇔ (rep(ct1) = rep(ct2))))

INITIALISATION rep := id(CITY )

������
�������	���������	��������
���������������
�	��������

�������	 link ����
��������
���	�	���
�	���	����������
���������
����
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OPERATIONS

link(ct1, ct2) =
IF rep(ct1) 	= rep(ct2)
THEN rep := rep �− rep−1[{rep(ct1)}] × {rep(ct2)}
END;

ans ←− connectedQ(ct1, ct2) =
IF rep(ct1) = rep(ct2)
THEN ans := connected
ELSE ans := notconnected
END

END

�� link ��������

• rep−1[{rep(ct1)}] ����� ct1 ���
�	�����	

• rep−1[{rep(ct1)}] × {rep(ct2)} 	�����
��� ct2 ���

�
�

• �� rep �	����	�����
� rep(ct2) ���
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������
	���������
����������	��		
��������������	�����

�����
��
��������������	��������	
����������������
�������

������� link ���	��	����	
����������
rep ����
����		������


����� Galler-Fischer ��������������������	�
��������	�	�

• �	��	��
��������
��	����	���
���
� �� �����


• �	���
����
��	���� � �
 ������������ parent ∈ CITY → CITY ��

����	����	����	
�������	�	�� ����
parent ������	��	�� ���
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���������� �� parent ������

�
 parent �
����	 id(CITY )����
��

����	�����
������
����
������� parent
 �������������� parent ����

������	��� �����
����������B �� Rn �

���	 S ���� R ∈ S ↔ S � n ��	

����������Rn ����� Atelier B ����	��

iterate(R, n)

����������������� �����
 num���� c �
parentnum(c) �������
�c �� ���

�� parentnum �����
�����
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REFINEMENT

CitiesRefRR(CITY )
REFINES

CitiesRefR
VARIABLES parent, num
INVARIANT parent ∈ CITY → CITY ∧ num ∈ N ∧

rep = parentnum ∧
∀ ct . (ct ∈ CITY ⇒ parent(rep(ct)) = rep(ct))

INITIALISATION num := 0 || parent := id(CITY )

����
���	

rep = parentnum ∧ ∀ ct . (ct ∈ CITY ⇒ parent(rep(ct)) = rep(ct))

��	���� parent � num ��	���� rep��� “�����

� parent 
	����
��”

���
��		����������			���������	�	
�������	
����			���������	���
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��������	�

OPERATIONS

link(ct1, ct2) =
VAR rep1 , rep2
IN

rep1 := parentnum(ct1);
rep2 := parentnum(ct2);
IF rep1 	= rep2
THEN parent(rep1 ) := rep2 ; num := num + 1 END

END;
ans ←− connectedQ(ct1, ct2) =

IF parentnum(ct1) = parentnum(ct2)
THEN ans := connected
ELSE ans := notconnected
END

END
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1. �
����
	��
��������� “���”��������
������������	��	�������������

2. ������
	

REFINEMENT name

���	���������������������	������
�������������

��������������		����	�������	�

� Atelier B ���	� project ��	� component��� Refinement �
	�	�������

����������Aterial B 
	����
	�	�������
����
���

3. � REFINES mmm ����������	
�������
���

��	�������������	�����������
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���� SETS � CONSTANTS 
���
������
����
INCLUDES � EXTENDS ���������
�

����
��� SEES �
 USES ������	��
����
��SEES � USES ��������������� SEES ��
���

���� SEES ����������� SEES ���

4. �������� B ����������������� INCLUDES �

EXTENDS ����
 SEES ������� USES

���
 INCLUDES ���	���� MACHINE���	����
REFINEMENT����������
�		�����
	����	
�	�������	��������	�������

USES 	��������������������

5. ���������������	��
�������������
�	��
�		� SETS �
 CONSTANTS �����

6. ��������������
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7. ��������	���������
�������

����
� “�
���”�
��� INCLUDES � EXTENDS ������
��

��
����������

8. ���
�
����	�	���
��������
����
�
�������
���

9. �������������������	�		������	��
	�����

��������������
���������������
	
���������
�

	���������������� P 		
��
���
����

�������������������������		����
�����������������		�
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