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概率论的内容

• 随机事件与概率；

• 随机变量及其概率分布；

• 多维随机变量及其概率分布；

• 随机变量的数字特征；

• 大数定律及中心极限定理。

数理统计的内容

• 描述统计；

• 参数估计；

• 假设检验；

• 回归分析.

课程安排

• 时间地点：周二（双周）1-2，周四 3-4，理教 209

• 答疑: 周二 10:00-11:30, 15:00–16:30, 理科 1 号楼 1425E

• 教材：何书元：《概率论与数理统计》，高等教育出版社，2006.

• 成绩评定（暂定）：期末 60 + 作业 20 + 期中 20.

• 作业：每周四交作业，发上周作业。

教学要求

• 认真预习；

• 完成作业；

• 自己学习一种统计数据分析软件，建议学习 R，见李东风主页。



第一章 古典概型和概率空间

1.1 试验与事件

第一章介绍

• 在考虑一个 (未来) 事件是否会发生的时候, 人们常关心该事件发生的
可能性的大小.

• 就像用尺子测量物体的长度、我们用概率测量一个未来事件发生的可
能性大小.

• 将概率作用于被测事件就得到该事件发生的可能性大小的测量值.

• 为了介绍概率, 需要先介绍试验和事件.

试验

• 我们把按照一定的想法去作的事情称为随机试验. 随机试验的简称是
试验 (experiment).

• 下面都是试验的例子.

• 掷一个硬币, 观察是否正面朝上,

• 掷两枚骰子, 观察掷出的点数之和,

• 在一副扑克牌中随机抽取两张, 观察是否得到数字相同的一对,

• 有 7 个运动员参加 100 米短跑比赛, 观测比赛结果的名次排列,

• 乘电梯从一楼上到 9 楼, 观测电梯一共停了几次;

• 观测放学回家的路上所用的时间;

• 观测航天器发射的成功与否;

3



4 第一章 古典概型和概率空间

• 观察明天的最高气温;

• 考察某商场在一天内来到的顾客数量;

• 观测下次概率统计课有多少同学迟到.

• 观察 2003 年爆发的非典型肺炎案例首次下降到零的日期.

• 在概率论的语言中, 试验还是指对试验的一次观测或试验结果的测量
过程.

样本空间

• 投掷一枚硬币, 用 ω+ 表示硬币正面朝上, 用 ω− 表示硬币反面朝上,
则试验有两个可能的结果：ω+ 和 ω−. 我们称 ω+ 和 ω− 是样本点, 称
样本点的集合 Ω = {ω+, ω−} 为试验的样本空间.

• 投掷一枚骰子, 用 1 表示掷出点数 1, 用 2 表示掷出点数 2, · · · , 用 6

表示掷出点数 6. 试验的可能结果是 1, 2, 3, 4, 5, 6. 我们称这 6 个数
是试验的样本点. 称样本点的集合

Ω = {ω | ω = 1, 2, · · · , 6}

是试验的样本空间.

• 为了叙述的方便和明确, 下面把一个特定的试验称为试验 S.

• 样本点 (sample point): 称试验 S 的可能结果为样本点, 用 ω 表示.

• 样本空间 (sample space): 称试验 S 的样本点构成的集合为样本空间,
用 Ω 表示. 于是

Ω = {ω | ω 是试验 S 的样本点}.

事件

• 投掷一枚骰子的样本空间是

Ω = {ω | ω = 1, 2, · · · , 6}.

• 用集合 A = {3} 表示掷出 3 点, 则 A 是 Ω 的子集. 我们称 A 是事件.

• 掷出 3 点, 就称事件 A 发生, 否则称事件 A 不发生.
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• 用集合 B = {2, 4, 6} 表示掷出偶数点, B 是 Ω 的子集, 我们也称 B 是

事件.

• 当掷出偶数点, 称事件 B 发生, 否则称事件 B 不发生. 事件 B 发生和

掷出偶数点是等价的.

• 事件 (event): 设 Ω 是试验 S 的样本空间. 当 Ω 中只有有限个样本点

时, 称 Ω 的子集为事件. 当试验的样本点 (试验结果) ω 落在 A 中, 称
事件 A 发生, 否则称 A 不发生.

• 按照上述约定, 子集符号 A ⊂ Ω 表示 A 是事件. 通常用大写字母
A,B,C,D 或 A1, A2, · · · , B1, B2, · · · 等表示事件.

• 用 A = Ω−A 表示集合 A 的余集. 则事件 A 发生和样本点 ω ∈ A 是

等价的, 事件 A 不发生和样本点 ω ∈ A 是等价的.

• 空集 ϕ 是 Ω 的子集. 由于 ϕ 中没有样本点, 永远不会发生, 所以称 ϕ

是不可能事件. Ω 也是样本空间 Ω 的子集, 包含了所有的样本点, 因而
总会发生. 我们称 Ω 是必然事件.

例 1.1: 投掷两枚硬币

• 投掷两枚硬币, 写出试验的样本点和样本空间.

• 解 用 H(head) 表示硬币正面朝上, 用 T(tail) 表示硬币反面朝上,

• 试验一共有 4 个样本点, 他们是

– HH

– HT

– TH

– TT

• 样本空间是 Ω = {HH, HT, TH, TT}.

• 注意, HT 和 TH 是不同的样本点.

例 1.2: 播音员选择

• 例 1.2 某电视台要招聘播音员, 现在有三位符合条件的女士和两位符
合条件的男士前来应聘.

(1) 写出招聘男女播音员各一名的样本空间和样本点,
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(2) 写出招聘两名播音员的样本空间 Ω 和事件 A=“招聘到两名女
士”.

• 解 本“试验”是招聘播音员. 用 W1, W2, W3 分别表示第 1,2,3 位女
士, 用 M1,M2 分别表示第 1,2 位男士.

• 用 W1M1 表示招聘到第 1 位女士和第 1 位男士, 用 W1M2 表示招聘

到第 1 位女士和第 2 位男士, · · · .

• (1) 招聘男女播音员各一名时, 样本空间是

Ω = {W1M1, W1M2, W2M1, W2M2, W3M1, W3M2 }.

Ω 中的元素是样本点.

• (2) 招聘两名播音员时, 样本空间是

Ω = {W1W2, W1W3, W2W3, W1M1, W1M2, W2M1,

W2M2, W3M1, W3M2, M1M2 }.

• 招聘到两名女士的事件 A = {W1W2, W1W3, W2W3 }.

事件与集合

• 当 A,B 都是事件, 则

A ∪B, A ∩B,A−B
△
= A ∩B

都是事件. 也就是说事件经过集合运算得到的结果还是事件.(图示)

• 我们也用 AB 表示 A ∩B. 当 AB = ϕ 时, 也用 A+B 表示 A ∪B.

• 当事件 AB = ϕ, 称事件 A, B 不相容. 特别称 A 为 A 的对立事件 或

逆事件.

• 如果多个事件 A1, A2, . . . 两两不相容: AiAj = ϕ, i ̸= j, 就称他们互
不相容.

• 注意，互不相容与后面要讲到的“独立”是完全不同的概念。

• 从以上的叙述看出, 从集合角度看，样本空间 Ω 是由试验 S 的可能结

果构成的全集, 样本点 ω 就是 Ω 的元素, 事件 A 就是 Ω 的子集.

• 事件的运算符号和集合的运算符号也是相同的, 例如:
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(1) A = B 表示事件 A, B 相等,

(2) A ∪B 发生 等价于 至少 A, B 之一发生,

(3) A ∩B (或 AB) 发生 等价于 A 和 B 都发生,

(4) ∪n
j=1Aj 发生表示至少有一个 Aj(1 ≤ j ≤ n) 发生, ∪∞

j=1Aj 发生

表示至少有一个 Aj(j = 1, 2, · · · ) 发生,

(5) ∩n
j=1Aj 发生表示所有的 Aj(1 ≤ j ≤ n) 都发生. ∩∞

j=1Aj 发生表

示所有的 Aj(j = 1, 2, · · · ) 都发生.

事件的运算

事件的运算公式就是集合的运算公式, 例如1:

1. A ∪B = B ∪A , A ∩B = B ∩A ,

2. A ∪ (B ∪ C) = A ∪B ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = A ∩B ∩ C,

3. A(B ∪ C) = (AB) ∪ (AC), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

4. A ∪B = A+AB, A = AB +AB,

5. 对偶公式: A ∪B = Ā∩ B̄, A ∩B = Ā∪ B̄,进而有
∪∞

j=1Aj =
∩∞

j=1Aj ,∩∞
j=1Aj

=
∪∞

j=1Aj .

其中的公式 4 和 5 是值得牢记的.

1.2 古典概型与几何概型

1.2.1 古典概型

古典概率模型

• 设 Ω 是试验 S 的样本空间. 对于 Ω 的事件 A, 我们用 P (A) 表示 A

发生的可能性的大小, 称 P (A) 是事件 A 发生的概率, 简称为 A 的概

率.

• 概率是介于 0 和 1 之间的数, 描述事件发生的可能性的大小.

• 按照以上原则, 如果事件 A,B 发生的可能性相同, 则有 P (A) = P (B).
如果事件 A 发生的可能性比 B 发生的可能性大 2 倍, 则有 P (A) =

2P (B).
1图示讲解
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• 用 #A, #Ω 分别表示事件 A 和样本空间 Ω 中样本点的个数.

• 定义 2.1 设试验 S 的样本空间 Ω 是有限集合, A ⊂ Ω. 如果 Ω 的每个

样本点发生的可能性相同, 则称

P (A) =
#A
#Ω

(2.1)

为试验 S 下 A 发生的概率, 简称为事件 A 的概率.

• 能够用定义 2.1 描述的模型称为古典概率模型, 简称为古典概型.

概率的性质

• 因为 #A ≥ 0, 当 AB = ϕ时，#(A+B) =# A+# B, 所以从定义 (2.1)
可以得到概率 P 的以下性质:

• (1) P (A) ≥ 0,

• (2) P (Ω) = 1,

• (3) 如果 A, B 不相容, 则 P (A+B) = P (A) + P (B).

• 从以上的性质再得到

• (4) 如果 A1, A2, · · · , An 互不相容, 则

P (A1 +A2 + · · ·+An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An),

• (5) P (ϕ) = 0, P (A) + P (A) = 1, P (A) = P (AB) + P (AB).

• 实际上, 我们由 (3) 得到 P (ϕ) + P (Ω) = P (Ω), 于是 P (ϕ) = 0, 由
A+A = Ω 和 (3) 得到 P (A) +P (A) = 1, 由 AB +AB = A 和 (3) 得
到 P (A) = P (AB) + P (AB).

利用古典概型计算概率

• 列出样本空间所有样本点，一定注意这些样本点应该是可能性完全相
同的；

• 计算样本空间样本点个数；

• 计算事件 A 样本点个数；

• 用公式 (2.1) 计算 P (A)。
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例 2.1

• 以下的例子中任取、随机抽取都是指等可能的抽取。假设硬币、骰子
等是均匀的。

• 掷一个均匀的硬币, 用 A 表示正面朝上.

•

#Ω =2

#A =1

P (A) =1/2

例 2.2

• 掷一个均匀的骰子, 用 A 表示掷出奇数, B 表示掷出 5.

• #Ω = 6, #A = 3, #B = 1。

•

P (A) =
3

6
, P (B) =

1

6
.

古典概型中的常用计数—加法原理

• 如果一个问题的做法分为两类，第一类有 n 种方法，第二类有 m 种

方法，这两类没有重叠而且仅有此两类，则问题的做法共有 n+m 种。

• 多类的情况类似。

• 例 选班长时，可以从 15 个男生中选一个，也可以从 10 个女生中选
一个，那么一共有 15 + 10 = 25 种选法。

古典概型中的常用计数—乘法原理

• 如果一个问题要两步完成，第一步有 n 种做法，第二步有 m 种做法，

则问题有 nm 种做法。

• 多步的情况类似。

• 例 要选一个男生班长和一个女生班长组成领导核心，男生 15 人，女
生 10 人，则问题的做法有 15× 10 = 150 种做法。
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古典概型中常用计数—有重复的排列数

• 从 n 个不同元素中有放回地每次随机抽取一个，共抽取 m 次，有序

地记录结果，共有 nm 种等可能的不同结果。

• 例 掷骰子 3 次，记录每次结果，结果一共有 6× 6× 6 = 63 种。

• 例 从 52 张扑克牌中随机有放回地抽取并记录 3 次，结果共有 523

种。

古典概型中常用计数—排列数

• 从 n个不同元素中无放回地每次随机抽取一个，共抽取 m次 (m ≤ n),
有序地记录结果，共有

Am
n = n(n− 1) . . . (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!

种等可能的不同结果。

• Am
n 在有的教材中记为 Pm

n 。

• 例 从 52 张扑克牌中随机无放回地抽取 3 张，记录每次结果，结果有
52× 51× 50 = A3

52 种。

古典概型中常用计数—组合数

• 从 n 个不同元素中无放回地每次抽取一个，共抽取 m 次 (m ≤ n), 不
计次序地记录结果（只要元素相同，不管次序是否相同都算是相同结

果），共有

Cm
n =

n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

m!
=

n!

m!(n−m)!

种等可能的不同结果。

• 例 从一副扑克牌的 4 张 A 中随机无放回抽取 2 张组成一手牌，不计
次序。有 C2

4 = 4× 3/2 = 6 种结果。分别为

♠♡ ♠♢ ♠♣ ♡♢ ♡♣ ♢♣
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古典概型中常用计数—分组方式数

• 将 n 个不同元素分成有序号的 k 组，要求第 i 组恰好有 ni 个元素

(i = 1, 2, . . . , k)，分组结果中同组的元素不考虑次序。则这样分组的
所有不同分法个数为(

n

n1, n2, . . . , nk

)
=

n!

n1!n2! . . . nk!
.

• 当随机分组时，这些分法是等可能的。

• 随机分组的方法是 n 个元素随机排列 (n! 种排法)，然后前 n1 个不计

次序地归入 i = 1 组，后续 n2 个不计次序地归入 i = 2 组，以此类推。

• 例 10 个学生分成 A, B, C 三个组，分别有 3、3、4 人，组内不计次
序。

• 分组方式个数为

10!

3!3!4!

△
=

(
10

3, 3, 4

)
古典概型中常用计数—可重复分组数

• 从 n 个不同的球中有放回地每次抽取一个，共抽取 m 次，结果不计

次序。

• 共有 Cm
n+m−1 种不同的组合。

• 参考：何书元《概率论》§1.2。

• 用 0 和 1 组成的序列表示一个结果。

• 用 n− 1 个 1 分隔出 n 个组，1 表示组边界。这 n 个组是结果排序后

球号 1, 2, . . . , n 的组。

• 每组内有若干个 0 表示该组个数，如果出现 11 则该组没有球，把 m

个 0 分配到各个组中。

• 这样，用长度为 n + m − 1 的 0-1 向量表示一个结果，结果个数为
Cn−1

n+m−1(从 n+m− 1 个二进制位中选择 1 的位置，即边界的位置)。

• 可重复分组数在随机分组时一般不是等可能的。

• 例如，从红、白两个球中有放回地抽取 2 次，计数这 2 次红球、白球
个数。
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• 共有 (红 0，白 2), (红 1, 白 1), (红 2, 白 0) 三种结果, 即 C2
2+2−1 = 3

中结果。随机抽取时 (红 1, 白 1) 概率为 1
2
, (红 0, 白 2) 和 (红 2, 白

0) 的概率都是 1
4
。

例 2.3

• 例 2.3 掷两个骰子, 用 A 表示点数之和为 7. 计算 P (A).

• 解 用 (i, j) 表示第一个骰子的点数是 i, 第二个骰子的点数是 j. 则

Ω = {(i, j) | i, j = 1, 2, · · · , 6},

A = {(i, j) | i+ j = 7, i, j = 1, 2, · · · , 6}.

Ω 中的样本点具有等可能性. 由 #Ω = 62, #A = 6 知道 P (A) =

6/36 = 1/6.

• 注意: 这个概率空间是有次序的，如果取无次序的概率空间 (比如 (1,2)
和 (2,1) 看成同一样本点) 则概率空间中的样本点不是等可能的。

例 2.4

• 例 2.4 在 4 个白球, 6 个红球中任取 4 个, 求取到 2 个白球和 2 个红
球的概率.

• 解 “任取”指无放回等可能随机抽取。用 A 表示取到 2 个白球和 2
个红球. 由 #Ω = C4

10, #A = C2
4C

2
6 得到

P (A) =
C2

4C
2
6

C4
10

= 0.4286.

例 2.5

• 例 2.5 将 52 张扑克 (去掉两张王牌) 随机地分给 4 家, 求每家都是同
花色的概率.

• 解 认为 52 张牌被等可能地分为 4 组, 求每组 13 张牌同花色的概率.
这时 #Ω = 52!/(13!)4, #A = 4!, 故

P (A) =
#A
#Ω

=
4!(13!)4

52!
= 4.4739× 10−28.

• 这样的小概率事件你和你周围的人是不会遇到的.
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例 2.6

• 例 2.6 N 件产品中有 Ni 件 i(1 ≤ i ≤ k) 等品, 从中任取 n 件. 求 n

件中恰有 ni 件 i (1 ≤ i ≤ k) 等品的概率.

• 解 从题意知 N1 +N2 + · · ·+Nk = N , n1 + n2 + · · ·+ nk = n. 用 Ω

表示试验的样本空间, 用 A 表示取出的 n 件中恰有 ni 件 i 等品,

• 则
#Ω = Cn

N , #A = Cn1

N1
Cn2

N2
· · ·Cnk

Nk

• 于是
P (A) =

Cn1

N1
Cn2

N2
· · ·Cnk

Nk

Cn
N

.

例 2.7(生日问题)

• 例 2.7 (生日问题) 求 n 个人中至少有两个人同生日的概率.

• 解 认为每个人的生日等可能地出现在 365 天中的任一天, 则样本空间
Ω 的元素数为 #Ω = 365n.

• 用 A 表示 n 个人的生日各不相同, 则做为 Ω 的子集 #A = An
365.

• 要求的概率

pn = P (A) = 1− P (A) = 1−An
365/365

n.

• 这里和以后规定对 k > n, Ak
n = Ck

n = 0. 可以计算出以下结果:

n 20 30 40 50 60 70 80

pn 0.411 0.706 0.891 0.970 0.994 0.999 0.9999

• 图 1.2.1 是 pn 和 n 的关系图. 横坐标是 n, 纵坐标是 pn. 可以看出, 当
n 增加时, pn 增加得很快.

例 2.8

• 例 2.8 设样本空间 Ω 有 n 个样本点, 在古典概率模型下证明

• (1) 如果 A1, A2, · · · , 是事件, 则
∪∞

j=1Aj 是事件,

• 证明:
∪∞

j=1Aj ⊂ Ω, 所以 (1) 成立.
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• (2) 对于互不相容的事件 A1, A2, · · · ,

P (
∪∞

j=1
Aj) =

∞∑
j=1

P (Aj).

• 证明 (2) 因为 #Ω = n, 所以只有有限个 Aj 非空. 设前 m 个 Aj 可

能非空, 其余是空集. 则 ∪∞

j=1
Aj =

∪m

j=1
Aj .

对 j > m, P (Aj) = 0. 于是用性质 (4) 得到

P
(∪∞

j=1
Aj

)
= P

(∪m

j=1
Aj

)
=

m∑
j=1

P (Aj) =

∞∑
j=1

P (Aj).

1.2.2 几何概型

欧式空间中的体积

• 用 Rr 表示 r 维欧式空间

Rr = {(x1, x2, . . . , xr)|xi ∈ (−∞,∞), i = 1, 2, . . . , r}.

• 对于 Rr 的子集 A，用

m(A) =

∫
A

dx1dx2 . . . dxr

表示 A 的体积。

•（更一般地，m(A) 表示可测集 A 的测度，参见《实变函数》）

几何概率

• 用 Ω 表示试验 S 的样本空间，当 Ω ⊂ Rr 时，称 Ω 的子集是事件。

• 定义 设样本空间 Ω 的体积 m(Ω) 是正数，样本点等可能地落在 Ω 中

（指 Ω 的体积相同的长方体事件发生的可能性相同），对于 A ⊂ Ω，称

P (A) =
m(A)

m(Ω)

为事件 A 发生的概率，简称为 A 的概率。

• 这样的定义也满足 §1.2 中的非负性、全空间概率等于 1、可加性三个
性质，从而性质 (4) 和 (5) 也成立。
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例 (同心圆)

• 两个同心圆，大圆圆面为 Ω：半径 1m; 内部小圆圆面为 A：半径 0.5m。

• 落入 A 概率

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

π(0.5)2

π12
= 0.25

• 落入 A 外的大圆的概率

P (Ā) = 1− P (A) = 0.75

例 (会面概率)

• 两人 1:00—2:00 间独立地随机到达某地会面，先到者仅等待 20 分钟。
求会面概率。

• 用 x, y 表示两人分别的到达时间，则

Ω = {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 60},

样本点 (x, y) 等可能地落在空间 Ω 内。

• A 表示两人相遇，则

A = {(x, y)| |x− y| ≤ 20, (x, y) ∈ Ω}

• m(Ω) = 602.

• m(A) 用图示，A 的两条斜边为 y = x ± 20，面积等于 602 减去两个

三角形面积即 2× 1
2
× 402，所以

m(A) = 602 − 402

• 概率

P (A) =
602 − 402

602
=

5

9
.

1.3 概率的公理化和加法公式

1.3.1 概率的公理化

概率空间
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• 古典概型只对样本空间 Ω 含有限个样本点, 且每个样本点发生的可能
性相同的情况定义了概率. 下面将概率的定义进行推广.

• 设 Ω 是试验 S 的样本空间, 在实际问题中往往并不需要关心 Ω 的所

有子集, 只要把关心的子集称为事件就够了. 但是事件必须是 Ω 的子

集, 并且满足以下三个条件:

– (a) Ω 是事件,

– (b) A,B 是事件, 则 A ∪B,A ∩B,A−B,A 都是事件,

– (c) 当 Aj 是事件, 则
∪∞

j=1Aj 是事件.

• 以后总假设上面的条件 (a), (b), (c) 成立. 由 (b) 知道有限个事件经过
有限次运算后得到的结果仍然是事件.

• 满足条件 (a), (b), (c) 的事件的集合 F 叫做 σ 域或 σ 代数。

• 对于试验 S 的事件 A, 我们用 0,1 之间的数 P (A) 表示事件 A 发生的

可能性的大小. 对于每个事件 A ∈ F , P (A) 是一个实数. P (A) 是事

件 A 的函数.

概率及公理化

• 定义 3.1 如果事件的函数 P 满足条件

– (a) 非负性: 对于任何事件 A, P (A) ≥ 0 ,

– (b) 完全性: P (Ω) = 1,

– (c) 可列可加性: 对于互不相容的事件 A1, A2, . . . , 有

P

(
∞∪
j=1

Aj

)
=

∞∑
j=1

P (Aj).

就称 P 是试验 S 的概率, 简称为概率, 称 P (A) 是 A 的概率 (proba-
bility).

• 我们称定义 3.1 中的 (a), (b), (c) 为概率的公理化条件.

• 不满足公理化条件的 P 不是概率.

• 条件 (c) 中的“可列”, 指集合的个数或运算的次数可以依次排列起
来. 从例 2.8 知道, 古典概率模型中的 P 是概率.
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概率的性质

• 概率的公理化条件并不直接告诉我们在实际问题中如何计算 P (A).
P (A) 的计算要根据问题的条件和背景得到.

• 设 P 是试验 S 的概率, 则有以下的结果.

– (1) 不可能事件的概率是 0: P (ϕ) = 0,

– (2) 有限可加性: 如果 A1, A2, · · · , An 是互不相容, 则

P (
∪n

j=1
Aj) =

n∑
j=1

P (Aj),

– (3) 单调性: B ⊂ A, 则 P (A)− P (B) = P (A−B) ≥ 0.

(先证明有限可加性，P (∅) = 0 与单调性用有限可加性证明)

1.3.2 概率的加法公式

概率的加法公式

• 概率的有限可加性和可列可加性是概率 P 的最基本性质, 由此推出概
率的加法公式.

• (4) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB),

• (5) 如果 B ⊂ A, 则 P (A−B) = P (A)− P (B), P (A) ≥ P (B),

• (6) Jordan 公式: 设 A1, A2, · · · , An 是事件, 记

pk =
∑

1≤j1<j2<···<jk≤n

P (Aj1Aj2 · · ·Ajk)

时, 有

P (
∪n

i=1
Ai) =

n∑
k=1

(−1)k−1pk. (3.2)

例 3.1

• 例 3.1 全班有 26 个人会打网球, 有 28 个人会打羽毛球, 他们中有 20
个人同时会打网球和羽毛球. 从全班的 40 名同学中任选一名, 计算他
会打网球或会打羽毛球的概率.
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• 解 对任选出的同学, 用 A 表示他会打网球, 用 B 表示他会打羽毛球,
则 A ∪B 表示他会打网球或会打羽毛球. 利用

P (A) = 26/40, P (B) = 28/40, P (AB) = 20/40

得到

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) =
26 + 28− 20

40
= 0.85.

1.3.3 概率的连续性

概率的连续性

• 如果 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · , 就称事件序列 {Aj} ≡ {Aj | j = 1, 2, · · · } 是单
调增的.

• 如果 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · , 就称事件序列 {Aj} 是单调减的.

• 我们把单调增序列和单调减序列统称为单调序列.

• 定理 3.1 设 {Aj} 和 {Bj} 是事件列.

– (1) 如果 {Aj} 是单调增序列, 则

P (
∪∞

j=1
Aj) = lim

n→∞
P (An).

– (2) 如果 {Bj} 是单调减序列, 则

P (
∩∞

j=1
Bj) = lim

n→∞
P (Bn).

• 通常称
∪∞

j=1Aj 为单调增序列 {Aj} 的极限, 称
∩∞

j=1Bj 为单调减序列

{Bj} 的极限.

• 定理 3.1 说明, Aj 的概率收敛到它的极限
∪∞

j=1Aj 的概率, Bj 的概率

收敛到它的极限
∩∞

j=1Bj 的概率. 所以称概率具有连续性.

1.4 条件概率和乘法公式

例 4.1：掷骰子的条件概率

• 例 4.1 掷一个骰子, 已知掷出了偶数点, 求掷出的是 2 的概率.

• 用 A 表示掷出偶数点, B 表示掷出 2.
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• 已知 A 发生后试验的条件已经改变. 在新的试验条件下 A 成为样本

空间, A 的样本点具有等可能性, B 是 A 的子集, #A = 3, #B = 1. 所
以, 用 P (B|A) 表示要求的概率时,

P (B|A) =
#B
#A

=
1

3
.

• 我们称 P (B|A) 是已知 A 发生的条件下, B 发生的概率.

例 4.2: 扑克牌的条件概率

• 例 4.2 在 52 张扑克中任取一张, 已知抽到草花的条件下, 求抽到的是
草花 5 的概率.

• 解 设 A=“抽到草花”, B=“抽到草花 5”. 按例 4.1 的方法有
P (B|A) = #B/#A = 1/13.

条件概率

• 设 A, B 是事件, 以后总用 P (B|A) 表示已知 A 发生的条件下, B 发
生的条件概率, 简称为条件概率 (conditional probability).

• 下面是条件概率的计算公式.

• 条件概率公式: 如果 P (A) > 0, 则

P (B|A) = P (AB)

P (A)
. (4.1)

• 可以对古典概型给出 (4.1) 的证明: 设试验 S 的样本空间是 Ω, A, B
是事件, P (A) > 0. 已知 A 发生后试验的条件已经改变. 在新的试验
条件下 A 成为样本空间, A 的样本点具有等可能性. 已知 A 发生后,
AB 是 A 的子集. 利用古典概型的定义知道

P (B|A) = P (AB|A) =
#(AB)

#A
=

#(AB)/#Ω
#A/#Ω

=
P (AB)

P (A)
.

例 4.3: 扑克牌问题

• 在计算条件概率时, 公式 (4.1) 有时会带来许多的方便. 但有时根据问
题的特点可以直接得到结果.

• 例 4.3 将一副扑克牌的 52 张随机均分给四家, 设 A= 东家得到 6 张
草花, B= 西家得到 3 张草花, 求 P (B|A).
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• 解 四家各有 13 张牌, 可以认为东家先取 13 张后西家再取 13 张。

• 在 A 发生的条件下, 西家的总可能取法为 C13
39，B 发生要求西家取法

为 C3
7C

10
32 , 用古典概型

P (B|A) =
C3

7C
10
32

C13
39

.

例 4.4: 条件概率是公理化概率

• 例 4.4 设 P (A) > 0, 对于任何事件 B, 定义 PA(B) = P (B|A). 则

• (1) PA 是概率,

• (2) 对于事件 B, C, 当 P (AB) > 0 时,

PA(C|B) = P (C|AB). (4.2)

• (证明略)

乘法公式

• 乘法公式: 设 A,B,A1, A2, . . . , An 是事件, 则

• (1) P (AB) = P (A)P (B|A),

• (2) 当 P (A1A2 . . . An−1) ̸= 0, 有

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2|A1) . . . P (An|A1A2 . . . An−1). (4.3)

• 证明 将条件概率公式 (4.1) 用于等式右边的条件概率就得到证明. (手
写)

例 4.5: 官员受贿问题

• 例 4.5 (官员受贿问题) 某官员第 1 次受贿没被查处的概率是 q1 =

98/100 = 0.98. 第 1 次没被查处后, 第 2 次受贿没被查处的概率是

q2 = 96/98 = 0.9796, · · · . 前 j − 1 次没被查处后, 第 j 次受贿不被查

处的概率是 qj = (100− 2j)/(100− 2(j − 1)), · · · . 求他受贿 n 次还不

被查处的概率 pn.

• 解 用 Aj 表示该官员第 j 次受贿没被查处, 则 A1A2 · · ·An 表示受贿

n 次还不被查处.
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•

pn =P (A1A2 . . . An)

=P (A1)P (A2|A1) . . . P (An|A1A2 . . . An−1)

=q1q2 · · · qn

=
98

100

96

98
· · · 100− 2(n− 1)

100− 2(n− 2)

100− 2n

100− 2(n− 1)

=
100− 2n

100

=1− n

50
.

• 容易计算

p10 = 0.8, p20 = 0.6, p30 = 0.4 p40 = 0.2, p50 = 0.

• (如果假设 q1 = q2 = · · · = 0.98, 有 pn = 0.98n, 于是得到 p10 = 0.817,
p20 = 0.668, p30 = 0.545, p40 = 0.446, p50 = 0.364, p60 = 0.298.)

1.5 事件的独立性

两个事件独立

• 设 A 是试验 S1 下的事件, B 是试验 S2 下的事件, 且 A 的发生与否不

影响 B 的发生. 用公式表述出来就是 P (B|A) = P (B). (设 P (A) > 0)

• 再用乘法公式得到 P (AB) = P (A)P (B|A) = P (A)P (B). 此式表示事
件 A, B 相互独立, 不要求 P (A) > 0.

• 定义 5.1 如果事件 A, B 满足 P (AB) = P (A)P (B), 就称 A, B 相互
独立, 简称为 A, B 独立 (independent).

• 不可能事件,必然事件与任何事件独立. 这是因为 P (ϕA) = P (ϕ)P (A) =

0, P (ΩA) = P (Ω)P (A) = P (A) 总成立.

• 当 0 < P (A) < 1 时, A, B 独立当且仅当 P (B|A) = P (B|Ā) = P (B),
即 B 的概率不受已知 A 是否发生的影响。

例 5.1: 独立的试验

• 例 5.1 用 Ω1 表示试验 S1 的样本空间, 用 Ω2 表示 S2 的样本空间.

• 如果试验 S1 和 S2 是独立进行的, 可以证明试验 S1 的事件和试验 S2

的事件是相互独立的.
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例 5.2: 长方形等分

• 例 5.2 两线段将长方形 Ω 四等分, 得到 E1, E2, E3, E4.

•
E1 E2

E3 E4

• 设 A = E1 ∪ E2, B = E1 ∪ E3, C = E1 ∪ E4.

• 在 Ω 中任取一点, 则

P (AB) = P (A)P (B) = 1/4,

P (AC) = P (A)P (C) = 1/4,

P (BC) = P (B)P (C) = 1/4.

于是 A, B, C 两两独立.

定理 5.1

• 定理 5.1 A, B 独立当且仅当 A, B 独立.

• 证明 只需由 A, B 独立证明 A, B 独立. 当 A, B 独立, 有

P (AB) = P (B)− P (AB) = P (B)− P (A)P (B) = P (A)P (B).

于是 A, B 独立.

多个事件的相互独立

• 定义 5.2 (1) 称事件 A1, A2, · · · , An 相互独立, 如果对任何
1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n,

P (Aj1Aj2 · · ·Ajk) = P (Aj1)P (Aj2) . . . P (Ajk)

• (2) 称事件 A1, A2, · · · 相互独立, 如果对任何 n ≥ 2, 事件 A1, A2,
· · · , An 相互独立.

• (3) 称 {An} 是独立事件列, 如果 A1, A2, · · · 相互独立.

例 5.3: 三个事件相互独立

• 例 5.3事件 A,B, C 相互独立当且仅当他们两两独立,并且 P (ABC) =

P (A)P (B)P (C).
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例 5.4: 性质
例 5.4 设 A1, A2, · · · , An 相互独立, 则有如下的结果.

• (1) 对 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n, Aj1 , Aj2 , · · · , Ajk 相互独立,

• (2) 用 Bi 表示 Ai 或 Ai, 则 B1, B2, · · · , Bn 相互独立,

• (3) (A1A2), A3, · · · , An 相互独立；

• (4) (A1 ∪A2), A3, · · · , An 相互独立.

事实上，把 A1, A2, . . . , An 分为 k 个组，每个组内的事件作并、交、差运算

后得到的事件 B1, B2, . . . , Bk 仍是相互独立的。

例 5.5

• 例 5.5 例 5.2 中的 A,B,C 两两独立但非相互独立。

• 因为
P (ABC) = 1/4, P (A)P (B)P (C) = 1/8.

例 5.6: 高炮

• 例 5.6 每门高炮击中飞机的概率是 0.3, 要以 99% 的把握击中飞机,
需要几门高炮.

• 解 用 Ai 表示第 i 门高炮击中目标. 设需要 n 门高炮, 则要求 n 满足

P (
∪n

j=1
Aj) = 1− P (

∩n

j=1
Aj) = 1− (0.7)n ≥ 0.99.

• 由 n ln 0.7 ≤ ln(1− 0.99) 解出 n ≥ 12.9114. 于是取 n = 13.

例 5.7: 明青花

• 例 5.7 明青花 (瓷) 享有盛誉. 设一只青花盘在一年中被失手打破的
概率是 0.03.

– (1) 计算一只弘治 (1488-1505) 时期的青花麒麟 (图案) 盘保留到
现在 (约 500 年) 的概率,

– (2) 如果弘治年间生产了 1 万件青花麒麟盘, 计算这 1 万件至今
都已经被失手打破的概率.
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• 解

(1) 用 Ai 表示该盘在第 i 年没被打破, 则至今没被打破的概率是

p =P (A1A2 · · ·A500)

=P (A1)P (A2|A1) · · ·P (A500|A1A2 · · ·A499)

=(1− 0.03)500

=2.43× 10−7,

被失手打破的概率是 q = 1− p = 0.999999756.

• (2) 用 Bj 表示第 j 件至今已被打破, m = 10000, 则 B1, B2, · · · , Bm

相互独立.

• 这 1 万件至今都已经被失手打破的概率是

q1 =P (
∩m

j=1
Bj) =

m∏
j=1

P (Bj) = qm = 0.99757.

• 有这类青花麒麟盘流传至今的概率是 p1 = 1− q1 = 0.00243.

• 如果当时生产了五十万件, 则有这类青花麒麟盘流传至今的概率是
p50 = 0.1149.

• 如果当时生产了五百万件, 则有这类青花麒麟盘流传至今的概率是
p500 = 0.7048.

• 当然，这个模型里每年失手打破的概率都是 0.03 的假设过于粗糙，实
际上随着现存总数的减少保护必然加强，打破概率变得很小。

1.6 全概率公式与 Bayes 公式

1.6.1 全概率公式

全概率公式

• 定理 6.1(全概率公式) 如果事件 A1, A2, · · · , An 互不相容, B ⊂∪n
j=1Aj , 则

P (B) =

n∑
j=1

P (Aj)P (B|Aj). (6.1)
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• 证明: 因为 B = B(
∪n

j=1Aj) =
∪n

j=1(BAj) , 用概率的有限可加性和乘
法公式得到

P (B) =P (B(
∪n

j=1
Aj))

=P (
∪n

j=1
(BAj))

=
n∑

j=1

P (BAj)

=
n∑

j=1

P (Aj)P (B|Aj).

全概率公式—完备事件组

• 全概率公式容易推广到可列个事件的情况 (见习题 1.14)).

• 如果事件 A1, A2, · · · , An 互不相容,
∪n

j=1Aj = Ω, 则称 A1, A2, · · · , An

是完备事件组, 这时 (6.1) 对任何事件 B 成立.

• A 和 A 总构成完备事件组, 所以总有

P (B) = P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A). (6.2)

例 6.1(抽签问题)

• 例 6.1 (抽签问题) n 个签中有 m 个标有“中”, 证明无放回依次随
机抽签时, 第 j 次抽中的概率是 m/n.

• 解 用归纳法. 用 Aj 表示第 j 次抽中, 则对一切 m,n, 当 m ≤ n 时,
有 P (A1) = m/n.

• 设对一切 m,n, 当 m ≤ n 时, 有 P (Aj−1) = m/n, 则有

P (Aj |A1) =
m− 1

n− 1
, P (Aj |A1) =

m

n− 1
.

• 于是有

P (Aj) =P (A1)P (Aj |A1) + P (A1)P (Aj |A1)

=
m

n

m− 1

n− 1
+

n−m

n

m

n− 1

=
m

n
, 1 ≤ j ≤ n.
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例 6.2(敏感问题调查)

• 例 6.2 (敏感问题调查) 在调查家庭暴力 (或婚外恋、服用兴奋剂、吸
毒等敏感问题) 所占家庭的比例 p 时, 被调查者往往不愿回答真相, 这
使得调查数据失真.

• 为得到实际的 p 同时又不侵犯个人隐私, 调查人员将袋中放入比例是
p0 的红球和比例是 q0 = 1− p0 的白球.

• 被调查者在袋中任取一球窥视后放回, 并承诺取得红球就讲真话, 取到
白球就讲假话.

• 被调查者只需在匿名调查表中选“是”(有家庭暴力) 或“否”，然后将
表放入投票箱.

• 没人能知道被调查者是否讲真话和回答的是什么. 如果声称有家庭暴
力的家庭比例是 p1, 求真正有家庭暴力的比例 p.

• 解 对任选的一个家庭, 用 B 表示回答“是”, 用 A 表示实际“是”.
利用全概率公式得到

p1 =P (B) (回答 “是”)

=P (B|A)P (A) + P (B|A)P (A)

=p0P (A) + q0(1− P (A))(
P (B|A) 即讲真话概率, P (B|A) 等于讲假话概率

)
=pp0 + q0(1− p) = q0 + (p0 − q0)p.

• 于是只要 p0 ̸= q0, 则

p = P (A) =
p1 − q0
p0 − q0

.

• 实际问题中, p1 是未知的, 需要经过调查得到. 假定调查了 n 个家庭,
其中有 k 个家庭回答“是”, 则可以用 p̂1 = k/n 估计 p1, 于是可以用

p̂ =
p̂1 − q0
p0 − q0

估计 p.
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• 如果袋中装有 30 个红球，50 个白球，调查了 320 个家庭，其中有 195
个家庭回答“是”，则

p0 = 3/8, q0 = 5/8,

p̂1 = 195/320,

p̂ =
195/320− 5/8

3/8− 5/8
= 6.25%.

• 可以证明 |p0 − q0| 越大, 得到的结论越可靠. 但是 |p0 − q0| 太大时, 调
查方案不易让被调查者接受.

例 6.3(赌徒破产模型)

• 例 6.3 (赌徒破产模型) 甲有本金 a 元, 决心再赢 b 元停止赌博. 设
甲每局赢的概率是 p = 1/2, 每局输赢都是一元钱, 甲输光后停止赌博,
求甲输光的概率 q(a).

• 解 用 A 表示甲第一局赢, 用 Bk 表示甲有本金 k 元时最后输光.

• 由题意, q(0) = 1, q(a+ b) = 0, 并且

q(k) =P (Bk)

=P (A)P (Bk|A) + P (A)P (Bk|A)

=
1

2
P (Bk+1) +

1

2
P (Bk−1)

=
1

2
q(k + 1) +

1

2
q(k − 1).

• 于是有 2q(k) = q(k + 1) + q(k − 1).

• 从而得到

q(k + 1)− q(k) = q(k)− q(k − 1) = · · · = q(1)− q(0) = q(1)− 1.

• 上式两边对 k = n− 1, n− 2, · · · , 0 求和后得到,

q(n)− 1 = n(q(1)− 1). (6.3)

• 取 n = a+ b, 得到

0− 1 = (a+ b)(q(1)− 1), q(1)− 1 = −1/(a+ b).
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• 最后由 (6.3) 得到:

q(a) = 1 + a(q(1)− 1) = 1− a

a+ b
=

b

b+ a
. (6.4)

• (6.4) 说明, 当甲的本金 a 有限, 则贪心 b 越大, 输光的概率越大, 如果
一直赌下去 (b→∞), 必定输光.

1.6.2 Bayes 公式

Bayes 公式

• 定理 6.2(Bayes 公式) 如果事件 A1, A2, · · · , An 互不相容, B ⊂∪n
j=1Aj , 则 P (B) > 0 时, 有

P (Aj |B) =
P (Aj)P (B|Aj)∑n
i=1 P (Ai)P (B|Ai)

, 1 ≤ j ≤ n. (6.5)

• 证明 由条件概率公式和全概率公式得到

P (Aj |B) =
P (AjB)

P (B)
=

P (Aj)P (B|Aj)∑n
i=1 P (Ai)P (B|Ai)

, 1 ≤ j ≤ n.

• 值得指出的是, 分子总是分母中的一项.

• 当 A1, A2, · · · , An 是完备事件组, P (B) > 0 时, (6.5) 成立.

• Bayes 公式也可以推广到可列个事件的情况 (见习题 1.21).

• 最常用到的 Bayes 公式是当 P (B) > 0,

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A)
. (6.6)

例 6.4(疾病普查问题)

• 例 6.4 (疾病普查问题) 一种新方法对某种特定疾病的诊断准确率是

90%( 有病被正确诊断和没病被正确诊断的概率都是 90%). 如果群体
中这种病的发病率是 0.1% , 甲在身体普查中被诊断患病, 问甲的确患
病的概率是多少？

• 解 设 A= 甲患病, B = 甲被诊断有病.

• 根据题意, P (A) = 0.001,

P (B|A) = 0.9, P (B|A) = 0.1,



1.6 全概率公式与 BAYES 公式 29

• 于是, 用公式 (6.6) 得到

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A)

=
0.001× 0.9

0.001× 0.9 + 0.999× 0.1

=
9

9 + 999
= 0.0089 < 1%.

• 没有病的概率 P (A|B) = 0.9911 > 99%.

• 造成这个结果的原因是发病率较低和诊断的准确性不够高.

• 如果甲复查时又被诊断有病, 则他的确有病的概率将增加到 7.5%.

• 如果人群的发病率不变, 诊断的准确率提高到 99%, 可以计算出
P (A|B) = 9.02%.

例 6.5(吸烟与肺癌问题)

• 例 6.5 (吸烟与肺癌问题) 1950 年某地区曾对 50-60 岁的男性公民
进行调查. 肺癌病人中吸烟的比例是 99.7%, 无肺癌人中吸烟的比例是
95.8%. 如果整个人群的发病率是 p = 10−4, 求吸烟人群中的肺癌发病
率和不吸烟人群中的肺癌发病率.

• 解 引入 A = 有肺癌, B = 吸烟, 则

P (A) =10−4,

P (B|A) =99.7%,

P (B|A) =95.8%.

• 利用公式 (6.6) 得到:

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A)

=
10−4 × 99.7%

10−4 × 99.7%+ (1− 10−4)× 95.8%
=1.0407× 10−4.

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A)

=
10−4 × (1− 99.7%)

10−4 × (1− 99.7%) + (1− 10−4)× (1− 95.8%)

=7.1438× 10−6.
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• 于是,
吸烟人群的发病率

不吸烟人群的发病率
=

P (A|B)

P (A|B)
= 14.57.

• 结论: 吸烟人群的肺癌发病率是不吸烟人群的肺癌发病率的 14.57 倍.

例 6.6(肇事车判定)

• 例 6.6 某城市夏利牌出租车占 85%, 富康牌出租车占 15%. 这两种
出租车都是红色, 富康出租车略大一些, 每辆车肇事的概率相同.

• 在一次出租车的交通肇事逃逸案件中, 有证人指证富康车肇事. 为了确
定是否富康车肇事, 在肇事地点和相似的能见度下警方对证人辨别出
租车的能力进行了测验, 发现证人正确识别富康车的概率是 90%, 正确
识别夏利车的概率是 80%.

• 如果证人没有撒谎, 求富康车肇事的概率.

• 解: 用 A 表示证人看见富康车肇事, 用 B 表示富康车肇事, 则 B 表

示夏利车肇事, 并且

•
P (B) = 0.15, P (A|B) = 0.9, P (A|B) = 1− 0.8.

• 要求的概率是 P (B|A). 用 Bayes 公式得到

P (B|A) = P (A|B)P (B)

P (A|B)P (B) + P (A|B)P (B)

=
0.9× 0.15

0.9× 0.15 + (1− 0.8)× 0.85

=44.26%.

• 这个概率看起来很小, 但是在没有证人的情况下, 富康车肇事的概率更
小, 是 15%.

1.7 概率与频率

概率与频率

• 古典概型只对等可能的情况定义了概率, 为了能够描述更复杂的试验,
很多学者使用概率的频率定义.
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• 设 A 是试验 S 的事件. 在相同的条件下将试验 S 独立地重复 N 次,
我们称

fN =
N次试验中 A 发生的次数

N

是 N 次独立重复试验中, 事件 A 发生的频率 (frequency).

• 理论和试验都证明, 当 N → ∞, fN 会收敛到一个数 P (A). 我们称
P (A) 为事件 A 在试验 S 下发生的概率, 简称为 A 的概率.

• (Flash 演示)
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第二章 随机变量和概率分布

2.1 随机变量

随机变量——引入

• 事件是用来描述随机试验的某些现象是否出现的, 要说明比较复杂的
试验结果, 就需要定义许多事件.

• 为了更深入地研究随机现象, 就要建立数学模型，随机变量是随机现
象的最基本的数学模型，我们用随机变量的值表示随机试验的结果。

• 如果用 X 表示明天的最高气温, {X ≤ 30} 就表示明天的最高气温不
超过 30oC, 由于 X 的取值在今天无法确定, 所以称 X 是随机变量

(random variable).

例 1.1: 骰子点数

• 例 1.1 掷一个骰子, 样本空间是

Ω = { ω |ω = 1, 2, · · · , 6 }.

• 用 X 表示掷出的点数, 称 X 是随机变量.

• {X ≤ 3} 表示掷出的点数不超过 3, 并且

{X ≤ 3} = { ω |ω = 1, 2, 3}

是事件。

• 将 X 视为 Ω 上的函数,

X(ω) = ω, ω ∈ Ω,

则

{X ≤ j} = {ω | ω = 1, 2, · · · , j}.

是事件。

33
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例 1.2: 扑克牌点数

• 例 1.2 在一副扑克的 52 张中任取一张, 样本空间的每个点表示一
张扑克.

• 用 X 表示所取扑克的大小, 则 X = 3 表示所取到的扑克是 3.

• 将 X 视为样本空间上的函数, 则

{X = 3} ≡ { ω | X(ω) = 3 } = { 草花 3, 黑桃 3, 红桃 3, 方块 3 }.

是事件。

• 我们称 X 是随机变量.

随机变量定义

• 定义 (随机变量) X 是定义在样本空间 Ω 上的实值函数: 对每一个
样本点 ω, X(ω) 是一个实数.

• (更严格的数学定义还要求关于 X 落入区间是事件)。

• 通常将随机变量 X(ω) 简记为 X.

• 在概率论和数理统计学中, 人们习惯用大写的 X, Y , Z, ξ, η 等表示随
机变量. 不够时还可以用 X1, X2, · · · 等表示.

随机变量的事件

• 我们用 {X ≤ x}, 或更简单地用 X ≤ x 表示事件

{ ω | X(ω) ≤ x}

.

• 对于实数的集合 A, 我们用 {X ∈ A}, 或更简单地用 X ∈ A 表示事件

{ω |X(ω) ∈ A}.

• 于是

{X ∈ A} ={ω | X(ω) ∈ A},

{a < X ≤ b} ={ω | a < X(ω) ≤ b}.

• 注: 这里和以后所述的数集都是高等数学中的实数的 (可测) 集合, 并
且对数集 A, 承认 {X ∈ A} 是事件.
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例 1.3,1.4: 随机变量的函数

• 例 1.3 掷一个骰子, 用 X 表示掷出的点数, 则 X, X2, X +
√
X 都

是样本空间上的函数, 因而都是随机变量.

• 例 1.4 掷 n 个骰子, 用 Y 表示掷出的点数之和, 则 Y 是随机变量.
对函数 g(x), X = g(Y ) 也是随机变量, 因为 X(ω) = g(Y (ω)) 也是样

本空间 Ω 上的函数.

例 1.5: 随机变量与概率

• 例 1.5 在 52 张扑克中任取 13 张, 求这 13 张牌中恰有 5 张草花的概

率.

• 解 用 X 表示这 13 张牌中草花的张数, 则 X = 5 是关心的事件, 容
易得到

P (X = 5) =
C5

13 C8
39

C13
52

= 0.1247.

• 注: 在许多实际问题中, 一个随机变量 X 的含义是十分清楚的, 所
以一般不再关心随机变量 X 在样本空间 Ω 上是如何定义的. 可以认
为 X 的所有取值就是我们的样本空间。只是在必要的时候才将自变

元 ω 写出来.

2.2 离散型随机变量

离散型随机变量

• 有些变量只能取有限个或可列个值，比如，被访问者的性别、年龄、职
业，一批产品中次品个数，一个医学试样中白细胞个数，掷两个骰子

第一次得到 12 点的时间，等等。

• 另外的变量可以取到区间内任何值，比如温度、气压、长度、时间等
测量值。

• 定义 2.1 如果随机变量 X 只取有限个值 x1, x2, · · · , xn,或可列个值
x1, x2, · · · , 就称 X 是离散型随机变量, 简称为离散随机变量 (discrete
random variable).

• 以下就 X 取可列个值的情况加以表述, 对于 X 取有限个值的情况可

类似的表述.
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分布列

• 定义 2.2 设 X 是离散随机变量, 称

P (X = xk) = pk, k ≥ 1, (2.1)

为 X 的概率分布 (probability distribution). 称 {pk} 是概率分布列,
简称为分布列. (distribution sequence).

• 设函数 f(x) 取值于 {x1, x2, . . . }, f(xk) = pk，称 f(x) 为随机变量 X

的概率质量函数 (PMF, probability mass function)。

• 当分布列 {pk} 的规律性不够明显时, 也常常用如下的方式表达概率分
布,

X x1 x2 x3 · · ·
P p1 p2 p3 · · ·

(2.2)

• 分布列 {pk} 有如下的性质:

– (a) pk ≥ 0,

– (b)
∑∞

j=1 pj = 1.

• 由于 pk 是概率, 所以是非负的.

• 下面证明 (b). 对 k ̸= j, {X = xj} 发生, {X = xk} 就不能发生, 所以
{X = xj}, j = 1, 2, · · · , 互不相容. 利用

Ω =
∞∪
j=1

{X = xj}.

和概率的可列可加性得到

1 = P (Ω) =

∞∑
j=1

P (X = xj) =

∞∑
j=1

pj .

两点分布

• 两点分布 (Bernoulli 分布) B(1, p): 如果 X 只取值 0 或 1, 概率分布
是

P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, p+ q = 1, (2.3)

就称 X 服从两点分布, 记做 X ∼ B(1, p) 或 X ∼ b(1, p)。
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• 任何试验, 当只考虑成功与否时, 就可以用两点分布的随机变量描述:

X =

1, 试验成功,

0, 试验不成功.

二项分布

• 二项分布 (Binomial 分布)B(n, p): 如果随机变量有如下的概率分布:

P (X = k) =Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, · · · , n, (2.4)

(其中 pq > 0, p+ q = 1)

就称 X 服从二项分布, 记做 X ∼ B(n, p).

• 称为二项分布的原因是 Ck
np

kqn−k 为二项展开式:

(p+ q)n =
n∑

k=0

Ck
np

kqn−k

的第 k + 1 项. B 表示 Binomial.

二项分布的折线图
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二项分布的背景

• 二项分布的背景 设试验 S 成功的概率为 p, 将试验 S 重复 n 次, 用 X

表示成功的次数, 则 X ∼ B(n, p).

• 解释: 用 Aj 表示第 j 次试验成功, 则 A1, A2, · · · , An 相互独立, 且
P (Aj) = p.

• 从 n 次试验中选定 k 次试验的方法共有 Ck
n 种. 对第 j 种选法为

{j1, j2, · · · , jk} 成功，其余失败, 用

Bj = Aj1Aj2 · · ·AjkAjk+1
Ajk+2

· · ·Ajn

表示, 则 {Bj} 互不相容, 并且

{X = k} =
Ck

n∪
j=1

Bj , P (Bj) = pkqn−k.

• 用概率的有限可加性得到

P (X = k) =

Ck
n∑

j=1

P (Bj) = Ck
np

kqn−k.

• 泊松分布 (Poisson 分布) Poisson(λ): 如果随机变量 X 有如下的

概率分布:

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, · · · , (2.5)

就称 X 服从参数是 λ 的 Poisson 分布, 简记为 X ∼ Poisson (λ). 这
里 λ 是正常数.

• Poisson 分布的例子：

– 单位时间放射性粒子个数；

– 某段高速公路上一年的事故数；

– 某商场一天中顾客到来个数；

– 一段时间内接到的电话个数；

– 等等。



2.2 离散型随机变量 39

泊松分布的折线图

例 2.1 放射性粒子数

• 例 2.1 1910 年, 著名科学家 Rutherford(罗瑟福) 和 Geiger(盖克) 观
察了放射性物质钋（读 po1）(polonium) 放射 α 粒子的情况.

• 他们进行了N = 2608次观测,每次观测 7.5秒,一共观测到 10094个 α

粒子放出,下面的表 2.2.1是观测记录. 其中的 Y 是服从 Poisson(3.87)
分布的随机变量, 3.87 = 10094/2608 是 7.5 秒中放射出 α 粒子的平均

数.

• 用 Y 表示这块放射性钋在 7.5 秒内放射出的 α 粒子数, 表的最后
两列表明事件 {Y = k} 在 N = 2608 次重复观测中发生的频率和

P (Y = k) 基本相同.
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•
观测到的 观测到k个粒子 发生的 P (Y = k)

α粒子数k 的次数mk 频率mk/N Y ∼ Poisson(3.87)
0 57 0.022 0.021

1 203 0.078 0.081

2 383 0.147 0.156

3 525 0.201 0.201

4 532 0.204 0.195

5 408 0.156 0.151

6 273 0.105 0.097

7 139 0.053 0.054

8 45 0.017 0.026

9 27 0.010 0.011

10+ 16 0.006 0.007

总计 2608 0.999 1.00

放射粒子数的观测频率与泊松概率对比图

例 2.2 战争数

• 例 2.2 自 1500 至 1931 年的 N = 432 年间, 比较重要的战争在全世界
共发生了 299 次.

• 以每年为一个时间段的记录见下面。
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爆发的战争数k 爆发k次战争的年数mk 频率mk/N P (Y = k)

0 223 0.516 0.502

1 142 0.329 0.346

2 48 0.111 0.119

3 15 0.035 0.028

4+ 4 0.009 0.005

总计 432 1.000 1.000

• 平均每年发生战争次数 λ = 299/432 ≈ 0.69。

• 上面, Y ∼ Poisson(0.69).

一年中发生战争次数的频率与泊松概率对比图

例 2.3 出租车遇红灯数

• 例 2.3设一辆出租车一天内穿过的路口数 Y 服从泊松分布 Poisson(λ),
设各个路口的红绿灯是独立工作的, 在每个路口遇到红灯的概率是
p(> 0).

• (1) 已知一辆出租车一天内路过了 k 个路口, 求遇到的红灯数的分布;

• (2) 求一辆出租车一天内遇到的红灯数的分布.

• 解 设这辆出租车路过的路口数是 Y , 遇到的红灯数是 X. 每到一个
路口相当于作一次试验, 遇到红灯是试验成功.
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• (1)

P (X = m|Y = k) = Cm
k pmqk−m, m = 0, 1, . . . , k, q = 1− p,

• (2) {Y = j}; j = 0, 1, 2, . . . , 构成完备事件组. 利用全概率公式得到

P (X = m) =
∞∑

k=m

P (Y = k)P (X = m|Y = k)

=

∞∑
k=m

λk

k!
e−λCm

k pmqk−m

=

∞∑
k=m

(λq)k−m

m!(k −m)!
e−λ(λp)m

=
(λp)m

m!
e−λ

∞∑
j=0

(λq)j

j!

=
(λp)m

m!
e−λeλq

=
(λp)m

m!
e−λp, m = 0, 1, · · · .

说明 X 服从泊松分布 Poisson(pλ).

超几何分布 H(n,M,N)

• 如果 X 的概率分布是

P (X = m) =
Cm

M Cn−m
N−M

Cn
N

, m = 0, 1, . . . ,M, (2.8)

就称 X 服从超几何分布, 记作 H(n,M,N).

• 注意对 k < 0 或 k > n, 约定 Ck
n = 0. 名称超几何分布来自超几何函

数, 类似于二项分布来自二项展开式.

• 例 2.4 N 件产品中恰有 M 件次品, 从中任取 n 件, 用 X 表示这 n

件中的次品数, 则 X 服从超几何分布 (2.8).

• 如果这批产品充分多, 无放回的抽取和有放回的抽取就没有本质的差
异：

P (X = m) =
Cm

M Cn−m
N−M

Cn
N

≈ Cm
n pm(1− p)n−m, (p =

M

N
)
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几何分布

• 如果随机变量 X 有如下的分布

P (X = k) = qk−1p, k = 1, 2, · · · ,

pq > 0, p+ q = 1, (2.10)

就称 X 服从参数是 p 的几何分布.

• 设某试验成功概率为 p，独立地重复此试验直到第一次成功，则第一

次成功需要的试验次数分布为参数 p 的几何分布。

• 例 2.5 甲向一个目标射击, 直到击中为止. 用 X 表示首次击中目标

时的射击次数. 如果甲每次击中目标的概率是 p, 则 X 服从几何分布

(2.10).

• 解 用 Aj 表示甲第 j 次没击中目标, 由 {Aj} 的独立性得到

P (X = k) =P (A1A2 · · ·Ak−1Ak)

=qk−1p, k = 1, 2, · · · . (2.11)

2.3 连续型随机变量

连续型随机变量定义

• 在线段上随机投点的位置，温度、气压、电压、电流等物理量等等，理
论上可以在取到某个区间任何实数值。这样取值的随机变量称为连续

型随机变量。

• 定义 3.1 设 X 是随机变量, 如果存在非负函数 f(x) 使得对任何满

足 −∞ ≤ a < b ≤ ∞ 的 a, b, 有

P (a < X ≤ b) =

∫ b

a

f(x) dx, (3.1)

就称 X 是连续型随机变量, 称 f(x) 是 X 的概率密度函数, 简称为概
率密度 (probability density) 或密度.

分布密度性质

• 设 f(x) 是 X 的概率密度, 则 f(x) 有如下的基本性质.

(a)
∫∞
−∞ f(x) dx = 1,
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(b) P (X = a) = 0. 于是 P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b),

(c) 对数集 A(严格意义下要求可测性),

P (X ∈ A) =

∫
A

f(x) dx. (3.2)

• 证明: (a) 由 ∫ ∞

−∞
f(x)dx = P (−∞ < X ≤ ∞) = 1,

可得。

• (b)

Pr(X = a) ≤ Pr(X ∈ (a− ε, a]) =

∫ a

a−ε

f(x) dx→ 0, ε→ 0.

• (c) 不证。

概率密度的意义

• 概率密度与离散型随机变量的分布列有很大差别，分布列 pk =

Pr(X = xk) 本身就是 X 取 xk 的概率;

• 连续型随机变量取任何一个特定值的概率都等于零; f(x) 是一个相对
的概念，如果 f(x2) = 2f(x1)，可以认为 X 在 x2“附近”取值的概

率比 X 在 x1 附近取值的概率大一倍, 严格讲，假设 f(x) 在 x1 和 x2

处连续，

Pr(x2 − ε < X ≤ x2 + ε)

Pr(x1 − ε < X ≤ x1 + ε)
=

∫ x2+ε

x2−ε
f(x) dx∫ x1+ε

x1−ε
f(x) dx

→ f(x2)

f(x1)
= 2

均匀分布

• 均匀分布 (Uniform 分布) U(a, b): 对 a < b, 如果 X 的密度是

f(x) =

 1
b−a

, x ∈ (a, b),

0, x ̸∈ (a, b).
(3.3)

就称 X 服从区间 (a, b) 上的均匀分布, 记做 X ∼ U(a, b). 这里 U 是
Uniform 的缩写.

• 明显, 表达式 (3.3) 中的区间 (a, b) 也可以写成 (a, b], [a, b) 或 [a, b].
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• 采用 (a, b) 的示性函数 (indicator function)

I(a,b) =

1, x ∈ (a, b),

0, x /∈ (a, b),

还可以将 (3.3) 中的密度 f(x) 写成 f(x) = 1
b−a

I(a,b).

例 3.1 等车

• 例 3.1 每天的整点 (如 9 点, 10 点, 11 点等) 甲站都有列车发往乙
站. 一位要去乙站的乘客在 9 点至 10 点之间随机到达甲站. 用 Y 表

示他的等车时间, 计算他候车时间小于 30 分钟的概率.

• 解 题目中随机到达的含义指在等长的时间段中到达的可能性相同.

• 用 X 表示他的到达时刻, X 在 0 至 60 分钟内均匀分布, 有密度函数

f(x) =
1

60
I(0,60).

• {Y < 30分钟} 表示该乘客在 9 : 30 至 10 : 00 之间到达, 这是和
{30 < X ≤ 60} 等价的, 于是

P (Y < 30分钟) = P (30 < X ≤ 60) =

∫ 60

30

f(x)dx =
1

2
.

• 指数分布 (Exponential 分布) E(λ): 对正常数 λ, 如果 X 的密度是

f(x) =

λe−λx, x ≥ 0,

0, x < 0,
(3.4)

就称 X 服从参数 λ 的指数分布, 记做 X ∼ E(λ). 这里 E 是 Exponen-
tial 的缩写.

• 通常还把 (3.4) 简记为

f(x) = λe−λx, x ≥ 0,

或

f(x) = λe−λxI[0,∞).
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指数分布的密度图示例

指数分布的无后效性

• 指数分布经常用来表示电子元件寿命、事件到来间隔时间等。这样的
量经常具有“无后效性”，即已经存活 (等待) 了多长时间对还会再存
活 (等待) 多长时间没有影响。

• 非负随机变量: 若随机变量 X 满足 Pr(X < 0) = 0 则称 X 为非负随

机变量。

• 定理 3.1 设 X 是连续型非负随机变量, 则 X 服从指数分布的充分

必要条件是对任何 s, t ≥ 0, 有

P (X > s+ t|X > s) = P (X > t). (3.5)

• 性质 (3.5) 称为无后效性. 无后效性是指数分布的特征.

• 如果 X 表示某仪器的工作寿命, 无后效性 (3.5) 的解释是: 当仪器工
作了 s 小时后再能继续工作 t 小时的概率等于该仪器刚开始就能工作

t 小时的概率. 说明该仪器的使用寿命不随使用时间的增加发生变化,
或说仪器是“永葆青春”的.

• 一般来说, 电子元件和计算机软件等具备这种性质, 它们本身的老化是
可以忽略不计的, 造成损坏的原因是意外的高电压, 计算机病毒等等.
青花盘的使用寿命也可被认为有无后效性.
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例 3.2 粒子到来间隔时间

• 设时间 (0, t] 内有 N(t) 个粒子放射出来。N(t) ∼ Poisson(µt)。

• 设 X 为第一个粒子发射出来的时刻，则

{X > t} = {N(t) = 0}

•

Pr(X > t) = Pr(N(t) = 0) = e−µt (µt)
0

0!
= e−µt

• 对任何 0 ≤ a < b 有

P (a < X1 ≤ b) = P (X1 > a)− P (X1 > b)

=e−µa − e−µb =

∫ b

a

µe−µx dx.

• 即 X 的概率密度为 f(x) = µe−µxI[0,∞)(x).

正态分布

• 正态分布 (Normal 分布) N(µ, σ2): 设 µ 是常数, σ 是正常数. 如
果 X 的密度是

f(x) =
1√
2πσ2

exp
(
−(x− µ)2

2σ2

)
, x ∈ R, (3.8)

就称 X 服从参数为 (µ, σ2) 的正态分布, 记做 X ∼ N(µ, σ2). 这里 N
是 Normal 的缩写.

• 特别, 当 X ∼ N(0, 1) 时, 称 X 服从标准正态分布 (standard normal
distribution). 标准正态分布的密度函数有特殊的地位, 所以用一个特
定的符号 φ 表示:

φ(x) =
1√
2π

exp
(
−x2

2

)
, x ∈ R. (3.9)

正态分布的密度图示例
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正态分布密度特点

• 参数 µ 是密度的中心和最大值点，密度在 µ 两侧对称;

• 参数 σ 代表了密度的宽度，σ 越大密度越宽。(见演示)

• 正态分布的随机变量 X 具有大部分值靠近 µ 的特点 (经验规则):

Pr(|X − µ| ≤ σ) =68.27%

Pr(|X − µ| ≤ 2σ) =95.45%

Pr(|X − µ| ≤ 3σ) =99.73%

Pr(|X − µ| > 6σ) =1.96× 10−9

出现在 µ± kσ(k=2,3,6 等) 外的点认为是比较值得注意的点。

• 记 Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(t) dt, Φ(x) 有表格。另外 Φ(−x) = 1− Φ(x)。

• 对 X ∼ N(µ, σ2),

Pr(X ∈ (a, b]) = Φ(
b− µ

σ
)− Φ(

a− µ

σ
)

正态分布的历史

• 正态分布最早由 Gauss 在研究测量误差时得到, 所以正态分布又被称
为 Gauss 分布.
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• 在布朗运动的研究中, 人们也得到了正态分布.

• 正态分布在概率论和数理统计中有特殊的重要地位. 事实表明, 产品的
许多质量指标, 生物和动物的许多生理指标等都服从或近似服从正态
分布.

• 大量相互独立且有相同分布的随机变量的累积也近似服从正态分布
(参考二项分布当 n 较大时的概率分布图形).

例 3.3 零件长度

• 例 3.3 一台机床加工的部件长度服从正态分布 N(10, 36 × 10−6). 当
部件的长度在 10± 0.01 内为合格品, 求一部件是合格品的概率.

• 解 用 X 表示生产的一个部件的长度, 则 X ∼ N(10, 36 × 10−6). 事
件

{−0.01 ≤ X − 10 ≤ 0.01}

表示这个部件是合格品.

•

P (−0.01 ≤ X − 10 ≤ 0.01)

=P (
−0.01

6× 10−3
≤ X − 10

6× 10−3
≤ 0.01

6× 10−3
)

=Φ(1.67)− Φ(−1.67) = 2Φ(1.67)− 1

=2× 0.9525− 1 = 0.905.

• 这个概率令人太不满意了, 说明这台机床的质量有问题. 以后会知道质
量问题可以由参数 σ2 体现出来 (参考习题 2.17).

Gamma 分布

• Gamma 分布 Γ(α, λ): 设 α, λ 是正常数, Γ(α) 由积分

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx (3.14)

定义. 如果 X 的密度是

f(x) =

 λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x ≥ 0,

0, x < 0.
(3.15)

就称 X 服从参数 (α, λ) 的 Gamma 分布, 记做 X ∼ Γ(α, λ). 这里 Γ

是 Gamma 的简写.
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• 注意 α = 1 时 Γ(1, λ) 即 E(λ)。

伽马分布的密度图示例

Gamma 分布的历史

• 英国著名统计学家 Pearson 在研究物理, 生物及经济中的随机变量时,
发现很多连续型随机变量的分布都不是正态分布.

• 这些随机变量的特点是只取非负值, 于是他致力于这类随机变量的研
究.

• 从 1895 年至 1916 年间, Pearson 连续发表了一系列的连续分布密度
曲线, 认为这些曲线可以包括常见的单峰分布, 其中就有 Gamma 分
布.

• 在气象学中, 干旱地区的年、季或月降水量被认为服从 Γ 分布, 指定时
间段内的最大风速等也被认为服从 Γ 分布.

例 3.4: 指数分布随机变量的和

• 例 3.4 在 Poisson 分布的例子中, 用 Sk 表示从开始到观测到第 k 个

α 粒子的时间, 可以证明 Sk 服从 Γ(k, λ) 分布.
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2.4 概率分布函数

2.4.1 概率分布函数

概率分布函数

• 为了计算事件 {X ∈ (a, b]} 的概率，如果 X 是离散型随机变量，则

Pr(X ∈ (a, b]) =
∑

xk∈(a,b]

pk

• 如果 X 是连续型随机变量，则

Pr(X ∈ (a, b]) =

∫ b

a

f(x) dx

• 事实上，如果我们定义 F (x) = Pr(X ≤ x)，则 Pr(X ∈ (a, b]) =

F (b)− F (a)。这样的 F (x) 可以帮助我们计算 {X ∈ (a, b]} 的概率。

概率分布函数定义

• 定义 4.1 对随机变量 X, 称 x 的函数

F (x) = P (X ≤ x), −∞ ≤ x ≤ ∞, (4.1)

为 X 的概率分布函数, 简称为分布函数 (distribution function), 也称
为累积 (cumulative) 分布函数。

• 例 4.1 Φ(x) =
∫ x

−∞ φ(t) dt 是标准正态分布的分布函数.

离散型随机变量的分布函数

• 从定义看出, 如果 X 是离散型随机变量, 有概率分布

pk = P (X = xk), k = 1, 2, · · · , (4.2)

则 X 的分布函数

•

F (x) = P (X ≤ x) = P (
∪

j: xj≤x

{X = xj}) =
∑

j: xj≤x

pj (4.3)

• 是单调不减的阶梯函数.
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• 它在每个 xj 有跳跃 pj .

• 这时, 我们也称 F (x) 是分布列 {pj} 的分布函数.

• 见二项分布 B(10, 0.6) 的分布函数图, 横坐标是 x, 纵坐标是 F (x). 从
图形可以看出, F (x) 是单调不减右连续函数.

B(10,0.6) 的分布函数图

连续型随机变量的分布函数

• 如果 X 是连续型随机变量, 有概率密度 f(x), 则

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt (4.4)

是连续函数, 并且在 f(x)的连续点 x有 f(x) = F ′(x). 我们也称 F (x)

是 f(x) 分布函数.

• 见图形。

N(0,1), E(1.2), E(0.6), E(0.3) 分布函数图
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分布函数性质

• 分布函数 F (x) 的常用性质:

(1) F 单调不减右连续,

(2) F (∞) = 1, F (−∞) = 0.

• 证明 (1) 对 x < y, 单调不减性由

{x < X ≤ y} = {X ≤ y} − {X ≤ x}

和 P (x < X ≤ y) = P (X ≤ y)− P (X ≤ x) = F (y)− F (x) ≥ 0 得到.

• 由于 n 越大, 集合 {X ≤ x+ 1/n} 越小, 所以用 F 的单调性和概率 P

的连续性得到

lim
δ↓0

F (x+ δ) = lim
n→∞

F (x+ 1/n)

= lim
n→∞

P (X ≤ x+ 1/n)

=P (∩∞
n=1{X ≤ x+ 1/n})

=P (X ≤ x) = F (x).

• (2) 由 F (∞) = P (X ≤ ∞) = P (Ω) = 1 和 F (−∞) = P (X ≤ −∞) =

P (∅) = 0 得到 (2).
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密度与分布函数

• 对于连续型的随机变量, 密度函数通过 (4.4) 唯一决定分布函数.

• 反过来，如果 X 的分布函数 F (x) 在 (−∞,∞) 有连续的导函数，则

F ′(x) 是 X 的密度函数。

• 对于区间 (a, b)，如果 F (x) 在 (a, b) 内有连续的导函数，且 F (a) = 0,
limx→b+0 F (x) = F (b) = 1 (这两个条件相当于 P (X <= a) = 0,
P (X < b) = 1，即 P (a < X < b) = 1)，则 F ′(x), x ∈ (a, b) 是 X 的

密度函数。

• 更一般地，如果 F (x) 连续且除去有限个点之外都连续可导，则 F ′(x)

是 X 的密度函数。

密度与分布函数 (续)

• 定理 4.1 设 X 的分布函数 F 连续, 数集 A 中任何两点之间的距离大

于正数 δ. 如果在 A 外导数 F ′(x) 存在且连续, 则

f(x) =

F ′(x), 当 x ̸∈ A,

0, 当 x ∈ A
(4.5)

是 X 的密度函数.

• 定理条件中例外集 A 一定是有限或可列的。

• 连续型分布的分布函数一定是连续的，分布函数如果不连续就不是连
续型分布。

• 除了连续型分布和离散型分布以外还存在其它类型的分布。如：零过
多数据的分布。

2.4.2 常见分布的分布函数

均匀分布的分布函数

• 若 X ∼ U(0, 1)，则其分布密度为

f(x) = 1, x ∈ (0, 1)



2.4 概率分布函数 55

• 其分布函数为

F (x) =


0 x ≤ 0∫ x

0
1 · dt = x, x ∈ (0, 1)

1 x ≥ 1

• 若 X ∼ U(a, b)，则其分布密度为

f(x) =
1

b− a
, x ∈ (a, b)

• 其分布函数为

F (x) =


0 x ≤ a∫ x

a
1

b−a
· dt = x−a

b−a
, x ∈ (a, b)

1 x ≥ b

正态分布的分布函数

• 设 X ∼ N(0, 1)，则 X 的分布函数为

Φ(x) =

∫ x

−∞
φ(t) dt

其中

φ(x) =
1√
2π

e−
x2

2

• 设 X ∼ N(µ, σ2)，下一节将证明其分布函数为

F (x) = Φ(
x− µ

σ
)

指数分布的分布函数

• 若 X ∼ E(λ), 则其分布密度为

f(x) = λe−λx, x ≥ 0

• 其分布函数为

F (x) =

∫ x

0

λe−λt dt = 1− e−λx, x ≥ 0
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Gamma 分布的分布函数

• 若 X ∼ Γ(α, λ)，则其分布密度为

f(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x ≥ 0

• 当 λ = 1 时其分布函数为

Iα(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

tα−1e−t dt, t ≥ 0

称为不完全 Gamma 函数，是没有解析表达式的。

• 对一般 Γ(α, λ) 其分布函数为

F (x) = Iα(λx), x ≥ 0

2.5 随机变量函数的分布

随机变量函数分布—例 5.1

• 例 5.1 设 X 有如下的概率分布

X −2 −1 0 1 3

P 0.1 0.2 0.3 0.2 0.2

求 Y = X2 的分布.

• 解 Y 的取值是 0, 1, 4, 9, 而且

P (Y = 0) = P (X = 0) = 0.3;

P (Y = 1) = P (|X| = 1) = 0.2 + 0.2 = 0.4;

P (Y = 4) = P (|X| = 2) = P (X = −2) = 0.1;

P (Y = 9) = P (X = 3) = 0.2.

• 于是 Y 有分布

Y 0 1 4 9

P 0.3 0.4 0.1 0.2
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例 5.2 均匀分布的反函数

• 例 5.2 设 X ∼ U(0, 1), Φ−1(p)(p ∈ (0, 1)) 是 Φ(x) 的反函数, 求
Y = Φ−1(X) 的分布.

• 解

FY (y) = P (Φ−1(X) ≤ y) = P (X ≤ Φ(y)) = Φ(y), ∀x ∈ R,

所以 Y ∼ N(0, 1).

例 5.3: 正态分布

• 例 5.3 设 X ∼ N(µ, σ2), 则 Y = (X − µ)/σ 服从标准正态分布

N(0, 1), 且 X 的分布函数为 Φ(x−µ
σ

).

• 解 先求 Y 的分布函数 FY (y). 设 FX(x) 是 X 的分布函数, 则 FX 连

续可导, 并且有

F ′
X(x) =

1√
2πσ2

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
.

• 于是,

FY (y) =P (Y ≤ y) = P ((X − µ)/σ ≤ y)

=P (X ≤ yσ + µ) = FX(yσ + µ)

关于 y 连续可导,

• 对 y 求导数得到概率密度

fY (y) =F ′
Y (y) = F ′

X(yσ + µ)σ

=
σ√
2πσ2

exp
(
−(yσ + µ− µ)2

2σ2

)
=

1√
2π

e−y2/2 = φ(y).

说明 Y ∼ N(0, 1).

• 因为 FY (y) = FX(µ+ σy) 所以 FX(x) = FY (
x−µ
σ

) = Φ(x−µ
σ

).
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变换

• 设 X 取值于区间 (a, b)(−∞ ≤ a < b ≤ ∞), 密度为 f(x)。

• 设 g(x) 是 (a, b) 上可导函数且 g′(x) > 0，∀x ∈ (a, b)，则 g(x) 是严格

单调增的一一变换，值域也是区间，记值域为 D，g(x) 有逆变换 h(y)，

y ∈ D，且 h′(y) = 1/g′(h(y))。

• 于是

FY (y) =P (g(X) ≤ y) = P (X ≤ h(y)) = FX(h(y)),

F ′
Y (y) =f(h(y))h′(y),

• 若 F ′
Y (y) 除去有限个点之外连续可导，则 fY (y) = f(h(y))h′(y)。

• 如果 g(x) 是严格单调减的，则

FY (y) =P (g(X) ≤ y) = P (X ≥ h(y))

=1− P (X < h(y)) = 1− FX(h(y))

F ′
Y (y) =− f(h(y))h′(y) = f(h(y))|h′(y)|.

• 下面的定理允许变换不是严格单调的一一变换。

定理

• 定理 5.1 设 X 有密度函数 f(x), D ⊂ R, Y = g(X), P (Y ∈ D) = 1.
如果存在函数 hi(y) 使得

(1) 对 y ∈ D, {Y = y} =
∪n

i=1{X = hi(y)},

(2) 每个 hi(y) 是 D 到其值域 Di 的可逆映射, 有连续的导数,

(3) 值域 D1, D2, · · · , Dn 互不相交,

则 Y 有密度函数

fY (y) =


∑n

i=1 f(hi(y))|h′
i(y)|, y ∈ D,

0, y ∈ D.
(5.1)

证明见附录 A3.
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注

• 定理中 D 是 Y = g(X) 的值域，∪n
i=1Di 是 X 的值域，Di 是 hi(y) 的

值域，hi(y) 是变换 g(x) 的多个逆变换中的一个。

• 定理中的 n 也可以是 ∞. 计算随机变量的函数的概率密度的更直接方
法请参考附录 D.

• 为了方便记忆, 可以把 (5.1) 写成

fY (y) =

n∑
i=1

∣∣∣dFX(hi(y))

dy

∣∣∣, y ∈ D. (5.2)

推论

• 推论: 设随机变量 X 取值于 C ⊂ R, Y = g(X), g(x) 是 C 到 D ⊂ R
的一一变换，x = h(y) = g−1(y) 是 g(x) 的反函数，设 h(y) 有连续的

导数。则

fY (y) = f(h(y))|h′(y)|, y ∈ D.

例 5.4: 正态分布的线性变换

• 例 5.4 设常数 a ̸= 0, X ∼ N(µ, σ2), 则 Y = aX + b 服从正态分布

N(aµ+ b, a2σ2). 特别地, Y = X−µ
σ
∼ N(0, 1)。

• 解 X 有密度函数

fX(x) =
1√
2πσ2

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
.

• 设 D = (−∞,∞), 则 P (Y ∈ D) = 1,

{Y = y} = {aX + b = y} = {X = (y − b)/a}.

h(y) = (y − b)/a 满足定理 5.1(或推论) 的条件, 有导数 h′(y) = 1/a.

• 利用定理 5.1 得到 Y 的概率密度

fY (y) =fX(h(y))|h′(y)|

=
1√
2πσ

exp
(
− [(y − b)/a− µ]2

2σ2

) 1

|a|

=
1√

2πσ|a|
exp

(
− (y − b− aµ)2

2a2σ2

)

• 再由正态分布的定义知道 Y ∼ N(aµ+ b, a2σ2).
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例 5.5: 正态分布的平方

• 设 X ∼ N(0, 1), 求 Y = X2 的分布.

• 解 设 D = (0,∞), 则 P (Y ∈ D) = P (|X| > 0) = 1.

{Y = y} = {X =
√
y}+ {X = −√y}, y ∈ D.

• h1(y) =
√
y, h2(y) = −

√
y 满足定理 5.1 的条件.

• 由定理 5.1 得到 Y 的密度

fY (y) =fX(h1(y))|h′
1(y)|+ fX(h2(y))|h′

2(y)|

=
1√
2π

exp
(
− 1

2
h2
1(y)

) 1

2
√
y

+
1√
2π

exp
(
− 1

2
h2
2(y)

) 1

2
√
y

=
1√
2πy

e−y/2, y ∈ (0,∞).

例 5.6

• 设 r 是正数, X ∼ U(0, 2π), 求 Y = r cosX 的密度.

• 解 设 D = (−r, r), 则 P (Y ∈ D) = 1.

• 对于 y ∈ D, 有

{Y = y} = {cosX = y/r}

={cosX = y/r,X ∈ (0, π)}
∪
{cosX = y/r,X ∈ (π, 2π)}

={cosX = y/r,X ∈ (0, π)}
∪
{cos(2π −X) = y/r,X ∈ (π, 2π)}

={X = arccos(y/r)}
∪
{X = 2π − arccos(y/r)},

• h1(y) = arccos(y/r), h2(y) = 2π − arccos(y/r) 满足定理 5.1 的条件,
在 D 中有导数

h′
1(y) =

1√
r2 − y2

, h′
2(y) = −

1√
r2 − y2

.

• 因为 X 有分布函数

FX(x) =
x

2π
, x ∈ (0, 2π),
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• 于是 Y 有密度函数

fY (y) =fX(h1(y))|h′
1(y)|+ fX(h2(y))|h′

2(y)|

=
1

π
√
r2 − y2

, y ∈ (−r, r).



62 第二章 随机变量和概率分布



第三章 随机向量及其分布

3.1 随机向量及其联合分布

随机向量

• 如果 X,Y 都是随机变量, 就称 (X,Y ) 是二维随机向量, 简称为随机向
量 (random vector).

• 对于随机向量 (X,Y ), 我们称

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) (1.1)

为 (X,Y ) 的联合概率分布函数, 简称为联合分布 (joint distribution).

• 容易证明, 联合分布函数 F (x, y) 是 x 的单调不减函数, 也是 y 的单调

不减函数.

• 对随机事件A,B,A1, A2, · · · , An,以后用 {A,B}表示AB,用 {A1, A2, · · · , An}
表示

n∩
j=1

Aj .

边缘分布

• 设 F (x, y) 是 (X,Y ) 的联合分布, 则 X,Y 分别有概率分布

FX(x) =P (X ≤ x, Y ≤ ∞) = F (x,∞),

FY (y) =P (X ≤ ∞, Y ≤ y) = F (∞, y).

• 我们称 X 的分布函数 FX(x), Y 的分布函数 FY (x) 为 (X,Y ) 的 边缘

分布函数 (marginal distribution function).

63
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独立随机变量

• 定义 1.1 称随机变量 X,Y 独立, 如果对任何实数 x, y, 事件 {X ≤ x}
和 {Y ≤ y} 独立.

• 按照定义 1.1, X,Y 独立的充分必要条件是对任何 x, y,

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y)

或等价地有

F (x, y) = FX(x)FY (y).

• 定义 1.2 设 X1, X2, · · · 是随机变量,

(1) 如果对任何实数 x1, x2, · · · , xn,

P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn)

=P (X1 ≤ x1)P (X2 ≤ x2) · · ·P (Xn ≤ xn),

就称随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立.

(2) 如果对任何 n, X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 就称随机变量的序列
{Xj} = {Xj : j = 1, 2, · · · } 相互独立. 这时称 {Xj} 是独立序列
(independent sequence).

独立的性质

• 当 X1, X2, · · · , Xn 是来自相互独立进行的随机试验的随机变量时, 它
们相互独立.

• 常数与任何随机变量独立.

• 定理 1.1 设 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 则有如下的结果.

(1) 对于数集 A1, A2, · · · , An, 事件

{X1 ∈ A1}, {X2 ∈ A2}, · · · {Xn ∈ An}

相互独立,

(2) 对于一元函数 g1(x), g2(x),· · · , gn(x),随机变量 Y1 = g1(X1), Y2 =

g2(X2), · · · , Yn = gn(Xn) 相互独立,

(3) 对于 k 元函数 φ(x1, x2, · · · , xk), 随机变量 φ(X1, X2, · · · , Xk),
Xk+1, Xk+2,· · · , Xn 相互独立.

• 略去定理证明.
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n 元随机向量

• 如果 X1, X2, . . . , Xn 都是随机变量, 就称 X = (X1, X2, . . . , Xn) 是 n

维随机向量, 也简称为随机向量.

• 定义 1.3 设 X = (X1, X2, . . . , Xn) 是随机向量, 称 Rn 上的 n 元函数

F (x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn) (1.2)

为 X = (X1, X2, . . . , Xn) 的联合分布函数, 简称为联合分布.

• 设随机向量 (X1, X2, . . . , Xn) 有联合分布 F (x1, x2, . . . , xn), Xi 有分

布函数 Fi(xi), 根据随机变量独立性的定义知道, X1, X2, . . . , Xn 相互

独立的充分必要条件是对任何 (x1, x2, . . . , xn), 有

F (x1, x2, . . . , xn) = F1(x1)F2(x2) . . . Fn(xn). (1.3)

3.2 离散型随机向量及其分布

二元离散型随机向量

• 如果 X,Y 都是离散型随机变量, 就称 (X,Y ) 是离散型随机向量. 设
离散型随机向量 (X,Y ) 有概率分布

pi,j = P (X = xi, Y = yj), i, j ≥ 1 (2.1)

则 X 和 Y 分别有概率分布

pi ≡P (X = xi) =
∞∑
j=1

P (X = xi, Y = yj) =
∞∑
j=1

pi,j , i ≥ 1,

qj ≡P (Y = yj) =
∞∑
i=1

P (X = xi, Y = yj) =
∞∑
i=1

pi,j , j ≥ 1. (2.2)

我们称 X 的分布 {pj}, Y 的分布 {qj} 为 (X,Y ) 的边缘分布.

概率分布表

• 当 (X,Y ) 的概率分布的规律性不强, 或不能用 (2.2) 明确表达时, 还可
以用表格的形式表达如下.

pi,j y1 y2 y3 · · · yn · · · {pi}
x1 p1,1 p1,2 p1,3 · · · p1,n · · · p1

x2 p2,1 p2,2 p2,3 · · · p2,n · · · p2

x3 p3,1 p3,2 p3,3 · · · p3,n · · · p3
...

...
...

...
...

... . . . ...
{qj} q1 q2 q3 · · · qn · · · 1
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• 这时 pi 是其所在行中 pi,j 之和, qj 是其所在列的 pi,j 之和.

离散型随机变量的独立性

• 定理 2.1 设离散型随机向量 (X,Y ) 的所有不同取值是

(xi, yj), i, j ≥ 1,

则 X, Y 相互独立的充分必要条件是对任何 (xi, yj),

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi)P (Y = yj). (2.3)

定理 2.1 证明

• 如果 (2.3) 成立, 则对任何 x, y ∈ R, 利用概率的可列可加性得到

P (X ≤ x, Y ≤ y) =P
(∪

i:xi≤x
{X = xi},

∪
j:yj≤y

{Y = yj}
)

=
∑

i:xi≤x

∑
j:yj≤y

P (X = xi, Y = yj)

=
∑

i:xi≤x

∑
j:yj≤y

P (X = xi)P (Y = yj)

=
∑

i:xi≤x

P (X = xi)
∑

j:yj≤y

P (Y = yj)

=P (X ≤ x)P (Y ≤ y).

于是 X,Y 独立.

• 现在设 X, Y 独立. 对于 A = {xk|k = i} 和 B = {yk|k = j} 由定理
1.1 知道 {X = xi} = {X ∈ A} 与 {Y = yj} = {Y ∈ B} 独立, 所以有
(2.3) 成立.

离散型随机向量

• 如果X1, X2, · · · , Xn都是离散型的随机变量,就称X = (X1, X2, · · · , Xn)

是离散型随机向量. 如果 X 所有的不同取值是

(x1j1 , x2j2 , · · · , xnjn), j1, j2, · · · , jn ≥ 1,

就称

p(j1, j2, · · · , jn)

=P
(
X1 = x1j1 , · · · , Xn = xnjn

)
, j1, j2, · · · , jn ≥ 1,

是 X 的联合概率分布.
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多项分布

• 例 2.1(多项分布) 设 A1, A2, . . . , Ar 是试验 S 的完备事件组，pi =

P (Ai)。对试验 S 进行 n 次独立重复试验时，用 Xi 表示结果 Ai 发生

的次数。

• 令随机向量 X = (X1, X2, . . . , Xn)，则 X1 +X2 + · · ·+Xr = n，这 r

个随机变量可以用 (X1, X2, . . . , Xr−1) 表示。

• X 的概率分布为

P (X1 = k1, X2 = k2, . . . , Xr = kr)

=
n!

k1!k2! . . . kr!
pk1
1 pk2

2 . . . pkr
r , (2.4)

其中 ki 在 {0, 1, . . . , n} 内取值且
∑r

i=1 ki = n。
∑r

i=1 pi = 1。

• 证明: 关于 n 用归纳法。

• n = 1 时，(k1, k2, . . . , kr) 中仅有一个等于 1，其它等于零。若 ki = 1，

则仅有的一次试验结果为 Ai，所以 (2.4) 左边即 P (Ai) = pi，显然右

边等于 pi。

• 设 (2.4) 对 n− 1 成立。用 Yi 表示在前 n− 1 次中 Ai 发生的次数，用

Bi 表示第 n 次试验结果为 Ai。

• 用全概率公式：

P (X1 = k1, X2 = k2, . . . , Xr = kr)

=

r∑
i=1

P (X1 = k1, X2 = k2, . . . , Xr = kr |Bi)P (Bi)

=

r∑
i=1

P (Yi = ki − 1, Yj = kj , j ̸= i |Bi) pi

=
r∑

i=1

(n− 1)!

k1! . . . ki−1!(ki − 1)!ki+1! . . . kr!
pk1
1 . . . p

ki−1

i−1 pki−1
i p

ki+1

i+1 . . . pkr
r · pi

=

r∑
i=1

ki
n
· n!

k1! . . . ki−1!ki!ki+1! . . . kr!
pk1
1 . . . p

ki−1

i−1 pki

i p
ki+1

i+1 . . . pkr
r

=

r∑
i=1

n!

k1!k2! . . . kr!
pk1
1 pk2

2 . . . pkr
r .
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• 当 r = 2 时，(X1, X2) 完全由 X1 决定，X1 ∼ B(n, p1)。

• 当 r > 2 时，Xi 的边缘分布显然为 B(n, pi)。

• 当 r = 3 时，(X1, X2, X3) 完全由 (X1, X2) 决定，(X1, X2) 的联合分

布为

P (X1 = k1, X2 = k2)

=
n!

k1!k2!(n− k1 − k2)!
pk1
1 pk2

2 . . . (1− p1 − p2)
n−k1−k2 ,

0 ≤ k1, k2 ≤ n, k1 + k2 ≤ n, p1 + p2 < 1.

3.3 连续型随机向量及其分布

联合概率密度

• 定义 3.1 设 (X,Y )是随机向量,如果有 R2 上的非负可积函数 f(x, y)

使得对 R2 的所有长方形子集

D = { (x, y) | a < x ≤ b, c < y ≤ d } (3.1)

有

P ((X,Y ) ∈ D) =

∫ ∫
D

f(x, y) dxdy, (3.2)

就称 (X,Y ) 是连续型随机向量, 并称 f(x, y) 是 (X,Y ) 的联合概率密

度或联合密度 (joint density).

• 按照上述定义, 连续型随机向量有概率密度, 没有概率密度的随机向量
不是连续型随机向量.

• 注意，与一元连续型随机变量的定义类似，不是可以在 R2 连续取值

的二元随机向量就可以称为连续型随机向量，必须要有联合密度。

• 例如，设 X ∼ U(0, 1), Y = 1 −X，则 Y ∼ U(0, 1)，但是 (X,Y ) 取

值都在线段 {(x, y)| 0 < x < 1, y = 1− x} 上，任何二元可积函数在此
线段上的积分等于零。

• 设 f(x, y) 是 (X,Y ) 的概率密度. 可以证明对 R2 的子区域 B, 有

P ((X,Y ) ∈ B) =

∫ ∫
B

f(x, y)dx dy. (3.3)

于是有 ∫ ∫
R2

f(x, y)dx dy = P ((X,Y ) ∈ R2) = 1. (3.4)
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Fubini 定理

• 定理 3.1 (Fubini 定理) 设 D 是 Rn 的子区域, φ(x1, x2, · · · , xn) 是 D

上的非负函数或满足∫ ∫
· · ·
∫
D

|φ(x1, x2, · · · , xn)|dx1dx2 · · · dxn <∞,

则对区域 D 上的 n 重积分∫ ∫
· · ·
∫
D

φ(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn

可以进行累次积分计算, 且积分的次序可以交换.

边缘密度

• 设 f(x, y) 是随机向量 (X,Y ) 的概率密度, 则 X 和 Y 也都是连续型

随机变量，我们称 X,Y 各自的概率密度为 f(x, y) 或 (X,Y ) 的边缘

密度 (marginal density).

• 对任何 a < b, 有

P (a < X ≤ b) =P (a < X ≤ b, Y <∞)

=

∫ b

a

(∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

)
dx.

由概率密度的定义知道 X 有边缘密度

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy. (3.5)

• 完全对称地得到 Y 的边缘函数

fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx.

例: 平面上的均匀分布

• 设 D 是 R2 的子区域, 面积 m(D) ∈ (0,∞). 如果 (X,Y ) 有密度函数

f(x, y) =

 1
m(D)

, (x, y) ∈ D,

0, (x, y) ̸∈ D,
(3.6)

就称 (X,Y ) 服从 D 上的均匀分布, 记做 (X,Y ) ∼ U(D).
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• 例 3.1 设 (X,Y ) 在单位圆 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1} 内均匀分布, 求
X 和 Y 的概率密度.

• 解用 ID 表示 D的示性函数,则 (X,Y )有联合密度 f(x, y) = (1/π)ID.
X 只在 [−1, 1] 中取值. 由 (3.5) 知道

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

=
1

π

∫ ∞

−∞
I{x2+y2≤1}dy

=
1

π

∫ ∞

−∞
I{ |y|≤

√
1−x2 }dy

=
2

π

√
1− x2, |x| ≤ 1.

• 同理得到 Y 的密度函数

fY (y) =
2

π

√
1− y2, |y| ≤ 1.

联合分布与联合密度

• 定理 3.2 设 (X,Y ) 有连续的分布函数 F (x, y), 定义

f(x, y) =


∂2F (x,y)
∂x∂y

, 当该混合偏导数存在,

0, 其他.
(3.7)

如果 ∫ ∫
R2

f(x, y)dxdy = 1,

则 f(x, y) 是 (X,Y ) 的联合密度.

• 证明略.

没有密度的例子

• 例 3.2 存在随机向量 (X,Y ), 它有连续的联合分布函数, 但不是连
续型随机变量.

• 解 设 X 在 [0, 1] 上均匀分布, Y = X. 则 (X,Y ) 有连续的联合分布
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函数 (见图 3.3.1)

F (x, y) =P (X ≤ x,X ≤ y)

=P (X ≤ min(x, y) )

=


0, min(x, y) ≤ 0,

min(x, y), min(x, y) ∈ (0, 1],

1, min(x, y) > 1.

• (X,Y ) 只在 D = {(x, y)|0 ≤ x = y ≤ 1} 上取值. 如果 (X,Y ) 有联合

密度 f(x, y), 则有矛盾的结果

1 = P ((X,Y ) ∈ D) =

∫
D

f(x, y)dxdy = 0.

所以 (X,Y ) 没有联合密度, 从而不是连续型随机变量.

• 例 3.2 说明: F (x, y) 连续, 除去有限条直线外, ∂2F (x,y)
∂x∂y

存在且连续的

条件还不能保证 (X,Y ) 有联合密度.

连续型随机变量独立性定理

• 定理 3.3 设 X,Y 分别有概率密度 fX(x), fY (y). 则 X,Y 独立的充

分必要条件是随机向量 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) = fX(x)fY (y). (3.8)

• 证明 如果 (3.8) 是 (X,Y ) 的联合密度, 则有

P (X ≤ x, Y ≤ y) =

∫ x

−∞

(∫ y

−∞
fX(s)fY (t)dt

)
ds

=

∫ x

−∞
fX(s)ds

∫ y

−∞
fY (t)dt

=P (X ≤ x)P (Y ≤ y).

由定义 1.1 知道 X,Y 独立.

• 如果 X,Y 独立, 对 a ≤ b, c ≤ d, 利用 Fubini 定理得到

P (a < X ≤ b, c < Y ≤ d)

=P (a < X ≤ b)(c < Y ≤ d)

=

∫ b

a

fX(x)dx

∫ d

c

fY (y)dy

=

∫ b

a

∫ d

c

fX(x)fY (y)dxdy.
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按联合分布密度定义可知 fX(x)fY (y) 是 (X,Y ) 的联合分布密度。

均匀分布

• 例 3.3 设 (X,Y ) 在矩形 D = {(x, y)|a < x ≤ b, c < y ≤ d} 上均匀
分布. 容易计算出 X 和 Y 的概率密度如下,

fX(x) =

∫ ∞

−∞

ID
m(D)

dy =
1

(b− a)
I(a,b],

fY (y) =

∫ ∞

−∞

ID
m(D)

dx =
1

(d− c)
I(c,d].

于是 X ∼ U(a, b), Y ∼ U(c, d).

• 由于
fX(x)fY (y) =

1

m(D)
ID

是 (X,Y ) 的联合密度, 所以 X,Y 相互独立.

• 反之, 若 X ∼ U(a, b), Y ∼ U(c, d), 且 X,Y 相互独立, 则 (X,Y ) 在 D

上均匀分布. 因为这时 (X,Y ) 的联合密度在 D 上是常数.

• 对于非长方形上的均匀分布其分量非均匀分布。

联合概率计算的例子

• 例 3.4 两人某天在 1 点至 2 点间独立地随机到达某地会面, 先到者等
候 20 分钟后离去. 求这两人能相遇的概率.

• 解 认为每个人在 0 至 60 分钟内等可能到达, 用 X, Y 分别表示他们
的到达时间. 则 X ∼ U(0, 60), Y ∼ U(0, 60), X,Y 独立. 利用

fX(x) = fY (x) =

 1
60
, x ∈ (0, 60),

0, x /∈ (0, 60),

得到 (X,Y ) 的联合密度

f(x, y) = fX(x)fY (y) =

1/602, (x, y) ∈ D,

0, (x, y) /∈ D.

其中 D = {(x, y)|0 ≤ x, y ≤ 60}. 定义 (见图 3.3.2)

A = { (x, y)
∣∣ |x− y| ≤ 20, (x, y) ∈ D }.
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• 要计算的概率是

P (|X − Y | ≤ 20) =

∫ ∫
A

f(x, y)dxdy

=
602 − 402

602
=

5

9
.

0 10 20 30 40 50 60
0
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20

30

40

50

60

A

二维正态分布

• 例 3.5 (二维正态分布) 设 µ1, µ2 是常数, σ1, σ2是正常数, ρ是 (−1, 1)
中的常数.

• 如果随机向量 (X,Y ) 有概率密度

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[(x− µ1)
2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2

+
(y − µ2)

2

σ2
2

]}
, (3.9)

就称 (X,Y ) 服从二维正态分布, 记做 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2;σ
2
1 , σ

2
2 ; ρ).

二维正态分布 (续)

• 例 3.6 (接例 3.5) 设 (X,Y ) 有联合密度 (3.9). 证明
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(1) X ∼ N(µ1, σ
2
1) , Y ∼ N(µ2, σ

2
2),

(2) X,Y 独立的充分必要条件是 ρ = 0.

• 解 (1) 引入

u =
x− µ1

σ1

, v =
y − µ2

σ2

, µ = ρu, σ =
√
1− ρ2,

• 则有

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy

=
σ2

2πσ1σ2

√
1− ρ2

∫ ∞

−∞
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
(u2 − 2ρuv + v2)

]
dv

=
1

2πσ1

√
1− ρ2

∫ ∞

−∞
exp

[
− 1

2(1− ρ2)
(v − ρu)2

]
exp

(
− u2

2

)
dv

=
1√
2πσ1

exp
(
− u2

2

)
× 1√

2πσ

∫ ∞

−∞
exp

[
− (v − µ)2

2σ2

]
dv

=
1√
2πσ1

exp
(
− u2

2

)
(注意密度积分为 1)

=
1√
2πσ1

exp
(
− (x− µ1)

2

2σ2
1

)
.

于是 X ∼ N(µ1, σ
2
1).

• 完全对称地得到 Y ∼ N(µ2, σ
2
2).

• X,Y 独立的充分必要条件是

fX(x)fY (y) = f(x, y). (3.10)

• 当 ρ = 0, (3.10) 成立, 于是 X,Y 独立.

• 当 X,Y 独立, 有 (3.10) 成立, 取 (x, y) = (µ1, µ2) 得到

1√
2πσ1

1√
2πσ2

=
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

,

于是有 ρ = 0.

• 即证明了 X,Y 独立的充分必要条件是 ρ = 0.

• 在军事武器的鉴定工作中, 如果用 (X,Y ) 表示某型号导弹的弹落

点, 则 (X,Y ) 服从二维正态分布. 这时 (µ1, µ2) 是目标的地理坐标,
R =

√
(X − µ1)2 + (Y − µ2)2 是弹落点至目标的距离, 被称为脱靶量.

σ2
1 , σ

2
2 的大小描述的是制导精度.
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n 元连续型随机向量

• 定义 3.2 设 X = {X1, X2, · · · , Xn} 是随机向量, 如果有 Rn 上的非

负可积函数 f(x1, x2, · · · , xn) 使得对 Rn 的任何子立方体

D = { (x1, x2, · · · , xn) | ai < xi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ n }

有

P (X ∈ D) =

∫
· · ·
∫
D

f(x1, x2, · · · , xn)dx1 dx2 · · · dxn,

就称 X 是连续型随机向量, 并称 f(x1, x2, · · · , xn) 是 X 的联合概率

密度函数, 简称为联合密度或概率密度.

• 按照上述定义, 连续型随机向量有概率密度, 没有概率密度的随机向量
不是连续型随机向量.

• 设 f(x1, x2, · · · , xn) 是 XXX 的概率密度. 可以证明对 Rn 的子集 B, 有

P (X ∈ B) =

∫
· · ·
∫
B

f(x1, x2, · · · , xn)dx1 dx2 · · · dxn.

于是有∫
· · ·
∫
Rn

f(x1, x2, · · · , xn)dx1 dx2 · · · dxn = P (X ∈ Rn) = 1.

n 个随机变量的独立性定理

• 定理 3.4 设对每个 i(1 ≤ i ≤ n), 随机变量 Xi 有概率密度 fi(xi). 则
X1, X2, · · · , Xn相互独立的充分必要条件是随机向量X = (X1, X2, · · · , Xn)

有联合密度

f1(x1)f2(x2) · · · fn(xn), (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn. (3.11)

• 独立的随机向量的值域一定是乘积集合 {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈
Bi, i = 1, 2, . . . , n}。

3.4 随机向量函数的分布

离散型随机向量的函数—Poisson 分布例

• 例 4.1 (泊松分布的可加性) 设一个公交车站有 1 路, 2 路, · · · , n 路
汽车停靠. 早 7 点至 8 点之间乘 i 路车的乘客到达数 Xi 服从参数是

λi 的泊松分布. 计算 7 点至 8 点之间
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(1) 乘 1 和 2 路汽车的到达人数 Z2 = X1 +X2 的概率分布,

(2) 到达总人数 Zn = X1 +X2 + · · ·+Xn 的概率分布.

• 解 Z2 是取非负整数值的随机变量, 对于 k = 0, 1, · · · , 有

P (Z2 = k) =P (X1 +X2 = k)

=P (
∪k

i=0
{X1 = i,X2 = k − i})

=
k∑

i=0

P (X1 = i)P (X2 = k − i)

=

k∑
i=0

λi
1

i!

λk−i
2

(k − i)!
e−λ1−λ2 (X,Y独立)

=
k∑

i=0

1

k!
Ci

kλ
i
1λ

k−i
2 e−λ1−λ2

=
(λ1 + λ2)

k

k!
e−(λ1+λ2).

说明到达的总人数 Z2 = X1 +X2 ∼ Poisson(λ1 + λ2).

• 现在假设 Zn−1 ∼ Poisson(λ1 + λ2 + · · ·+ λn−1). 利用 Zn−1 和 Xn 独

立, Zn = Zn−1 +Xn 和 (1) 中的结果得到

Zn ∼ Poisson(λ1 + λ2 + · · ·+ λn).

• 从例 4.1 可以得到如下的结果: 如果 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, Xi ∼
Poisson(λi),则 Zn = X1+X2+ · · ·+Xn ∼ Poisson(λ1+λ2+ · · ·+λn).

离散型随机向量—二项分布例

• 例 4.2 设全班有 k 个同学, 在相同的条件下每个同学重复进行同一
试验. 如果第 i 个同学作了 mi 次试验, 其中试验成功的次数是 Xi. 计
算全班同学的试验成功总次数

Zn = X1 +X2 + · · ·+Xn

的概率分布.

• 解 设每次试验成功的概率是 p, 全班同学一共进行了 m = m1 +

m2 + · · ·+mn 次独立重复试验, 试验成功的总次数 Zn 服从二项分布

B(m, p).
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• 例 4.2 说明: 如果 Xi 服从二项分布 B(mi, p) 分布, X1, X2, · · · , Xn

相互独立, 则它们的和 Zn = X1 + X2 + · · · + Xn 服从二项分布

B(m1 +m2 + · · ·+mn, p).

• 当然也可以按照例 4.1 的方法推导出上述结果, 但是从问题的背景出
发得到的结果更加直接和容易理解.

连续型随机向量函数的分布

• 设随机向量 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), u = u(x, y), v = v(x, y) 是二

元函数, 则
U = u(X,Y ), V = v(X,Y )

是随机变量, 于是可以计算 U, V 的概率分布.

连续型随机向量函数的分布—例 4.3

• 例 4.3 设 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), 则 Z = X + Y 有密度函数

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
f(x, z − x)dx. (4.1)

• 特别当 X,Y 独立时, Z = X + Y 有密度函数

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx. (4.2)

• 解 对任何 a < b,

P (a < Z ≤ b) =P (a < X + Y ≤ b)

=

∫
R2

I{a<x+y≤b}f(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

(∫ b−x

a−x

f(x, y)dy
)
dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ b

a

f(x, z − x)dz
)
dx (取 y = z − x)

=

∫ b

a

(∫ ∞

−∞
f(x, z − x)dx

)
dz. (4.3)

由密度函数的定义知道最后一式括号中以 z 为自变量的函数是

Z = X + Y 的密度.

• 由于 Z = Y +X, 所以 Z 的密度也可以表示成

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
f(z − y, y)dy. (4.4)
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连续型随机向量函数的分布—例 4.4

• 例 4.4 设 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), 则 V = X − Y 有密度函数

fV (v) =

∫ ∞

−∞
f(x, x− v)dx. (4.5)

• 特别当 X,Y 独立时, V = X − Y 有密度函数

fV (v) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (x− v)dx. (4.6)

• 证明同例 4.3。

例 4.5 Reileigh 分布

• 例 4.5 设 X, Y 独立, 都服从标准正态分布 N(0, 1), 求脱靶量 Z =
√
X2 + Y 2 的分布.

• 解 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =
1

2π
exp(−x2 + y2

2
). (4.7)

Z 在 [0,∞) 取值.

• 对 z ≥ 0, 利用公式 (3.3) 得到 Z 的分布函数

FZ(z) =P (
√
X2 + Y 2 ≤ z)

=

∫ ∫
{
√

x2+y2≤z}

1

2π
exp(−x2 + y2

2
)dxdy

=
1

2π

∫ 2π

0

dθ

∫ z

0

e−r2/2r dr

(取 x = r cos θ, y = r sin θ, Jacobi=r)

=

∫ z

0

e−r2/2r dr.

• FZ(z) 连续, 求导得到 Z 的密度函数

fZ(z) = ze−z2/2, z ≥ 0. (4.8)

• (4.8) 称为瑞利 (Rayleigh) 分布密度, 于是脱靶量 Z 服从瑞利分布.
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随机向量函数的联合密度定理

• 定理 4.1 设 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), U = u(X,Y ), V = v(X,Y )

是 (X,Y ) 的函数, D 是平面上的区域使得

P ((U, V ) ∈ D) = 1.

• 如果有 D 上的函数xi = xi(u, v),

yi = yi(u, v),
i = 1, 2, · · · , n,

使得以下条件成立,

• (1) 对 (u, v) ∈ D, 有 {U = u, V = v} =
∪n

i=1{X = xi, Y = yi},

• (2) 每个 xi = xi(u, v),

yi = yi(u, v)
(4.9)

是 D 到其值域 Di 的可逆映射, 有连续的偏导数, 并且雅可比 (Jacobi)
行列式

∂(xi, yi)

∂(u, v)
̸= 0, (u, v) ∈ D, i = 1, 2, · · ·n,

• (3) 集合 D1, D2, · · · , Dn 互不相交,

• 则 (U, V ) 有联合密度.

g(u, v) =


∑n

i=1 f(xi(u, v), yi(u, v))
∣∣∣∂(xi,yi)

∂(u,v)

∣∣∣, (u, v) ∈ D,

0, (u, v) ∈ D.
(4.10)

独立同分布

• 定义 4.1(独立同分布随机变量列) 如果随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相

互独立并且有相同的分布, 就称它们独立同分布 (independent and
identically distributed), 简称为 i.i.d..
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例 4.6

• 例 4.6 设 X, Y 独立都服从标准正态分布 N(0, 1), (R,Θ) 由极坐标

变换 X = R cosΘ,

Y = R sinΘ

决定. 求 (R,Θ) 的联合密度.

• 解 (X,Y ) 有联合密度 (4.7). 定义

D = {(r, θ)|r > 0, θ ∈ [0, 2π)}.

则 P ((R,Θ) ∈ D) = 1.

•

∆ :

x = r cos θ,

y = r sin θ

建立了 D 到 D1 = {(x, y) | (x, y) ̸= 0} 的可逆变换.

• 对 (r, θ) ∈ D, 利用

{R = r,Θ = θ} = {X = x, Y = y}, ∂(x, y)

∂(r, θ)
= r > 0,

• 得到 (R,Θ) 的联合密度

g(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ)r

=
1

2π
r exp(−r2/2), (r, θ) ∈ D.

• R 和 Θ 分别有概率密度

gR(r) =

∫ 2π

0

g(r, θ)dθ = r exp(−r2

2
)I(0,∞),

gΘ(θ) =

∫ ∞

0

g(r, θ)dr =
1

2π
I[0,2π). (4.11)

• 从
g(r, θ) = gR(r)gΘ(θ), (r, θ) ∈ D.

知道 R 和 Θ 独立. R 服从瑞利分布, Θ 服从 [0, 2π) 上的均匀分布.
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例 4.7

• 设X,Y 独立同分布,都服从标准正态分布,求 U = X/Y , V = X2+Y 2

的联合密度.

• 解 设 D = {(u, v)|v > 0,−∞ < u <∞}, 则 P ((U, V ) ∈ D) = 1.

• 对 (u, v) ∈ D, 函数 x = u
√

v
1+u2 , y =

√
v

1+u2 使得

{U = u, V = v} ={X/Y = u,X2 + Y 2 = v}

={X = x, Y = y} + {X = −x, Y = −y}.

• 可以计算

J =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣
√

v
1+u2 − u2√v

(1+u2)3/2
u

2
√
v
√
1+u2

− u
√
v

(1+u2)3/2
1

2
√
v
√
1+u2

∣∣∣∣∣
=

1

2(1 + u2)
− u2

2(1 + u2)2
+

u2

2(1 + u2)2

=
1

2(1 + u2)
.

• 再利用定理 4.1 得到 (U, V ) 的联合密度

g(u, v) =f(x, y)|J |+ f(−x,−y)|J |

=
1

2
exp(−v/2) 1

π(1 + u2)
, v ≥ 0, u ∈ (−∞,∞).

• g(u, v) 说明 U, V 独立, V 服从参数是 1/2 的指数分布 (同时也是
Γ( 2

2
, 1
2
) 和 χ2(2) 分布), U 有密度 1/[π(1 + u2)].

• 这时称 U 服从柯西分布.

3.5 极大极小值的分布

次序统计量

• 在研究产品的使用寿命时, 经常需要进行寿命试验.

• 用

X1, X2, · · · , Xn (5.1)

分别表示第 1, 2, · · · , n 件产品的使用寿命.
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• 在时间 t = 0 时对这 n 件产品开始进行寿命试验.

• 用 X(1) 表示第一个寿终的产品的使用寿命, 用 X(2) 表示第二个寿终

的产品的使用寿命, · · · · · · , 用 X(n) 表示第 n 个 (最后一个) 寿终的产
品的使用寿命。

• 则每个 X(i) 都是随机变量, 并且

X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n). (5.2)

• 我们称 (5.2) 中的随机变量为 X1, X2, · · · , Xn 的 (从小到大) 次序统计
量 (order statistics).

• 我们称 X(1) 是 X1, X2, · · ·Xn 的极小值, 它是寿命最短的产品的使用
寿命;

• 称 X(n) 是 X1, X2, · · ·Xn 的极大值, 它是寿命最长的产品的使用寿命.X(n) = max(X1, X2, · · · , Xn),

X(1) = min(X1, X2, · · · , Xn).
(5.3)

极小值和极大值的意义

• 设华北地区第 j 年的降雨量是 Xj , 则

X(50) = max(X1, X2, · · · , X50)

是 50 年一遇的最大降雨量, 也是 50 年中涝灾最严重的那一年的降雨
量.

• 同理,

X(1) = min(X1, X2, · · · , X50)

是 50 年中最干旱的那一年的降雨量.

• 明显, X(1) ≤ X1 ≤ X(50), X(1) 的分布和 X1 的分布是不同的, X(50) 的

分布和 X1 的分布也是不同的.

• 研究随机变量 X(1), X(50) 的概率分布是有意义的.
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例 5.1

• 设某地区的年降水量 X1, X2, · · · , 是独立同分布的, 有公共的分布函数
F (x) 和分段连续的密度函数 f(x), 求 50 年一遇的最大, 最小降雨量
的分布函数和分布密度.

• 解 取 n = 50. X(n) 有分布函数

Fmax(x) =P (X(n) ≤ x)

=P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, · · · , Xn ≤ x)

=P (X1 ≤ x)P (X2 ≤ x) · · ·P (Xn ≤ x)

=[F (x)]n.

• Fmax(x) 连续, 在有导数的点求导数得到 Xn 的密度

fmax(x) = F ′
max(x) = n[F (x)]n−1f(x). (5.4)

• X(1) 有分布函数

Fmin(x) =P (X(1) ≤ x)

=1− P (X(1) > x)

=1− P (X1 > x,X2 > x, · · · , Xn > x)

=1− P (X1 > x)P (X2 > x) · · ·P (Xn > x)

=1− [1− F (x)]n.

• Fmin(x) 连续, 在有导数的点求导数得到 X(1) 的密度

fmin(x) = F ′
min(x) = n[1− F (x)]n−1f(x). (5.5)

• 思考：设某地天气极端，一年可能滴雨不下，也可能仅下几场雨。这
时 Xi 的分布不再是连续型。

例 5.2

• 某家庭原来有 4 个灯泡用于室内照明, 新装修后有 24 个灯泡用于室内
照明. 装修入住后主人总认为灯泡更容易坏了, 试解释其中的原因.

• 解 设所有灯泡的使用寿命相互独立, 且服从指数分布 Exp(λ). 用 Xi

表示第 i 只灯泡的使用寿命.
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• 装修前等待第一个灯泡烧坏的时间长度 X 为

X = min{X1, X2, · · · , X4}.

• 装修后等待第一个灯泡烧坏的时间长度 Y 为

Y = min{X1, X2, · · · , X24}.

• 利用 P (X > t) = e−4λt, P (Y > t) = e−24λt 可以分别得到 X 和 Y 的

密度函数

fX(t) = 4λe−4λt, 和 fY (t) = 24λe−24λt.

• 所以 X ∼ Exp(4λ), Y ∼ Exp(24λ).

• 容易计算当 λ = 1/(1500小时) 时,

P (X > 400) =0.3442, P (Y > 400) =0.0017

P (X > 200) =0.5866, P (Y > 200) =0.0408

P (X > 100) =0.7651, P (Y > 100) =0.2019.

• 从中不难看出, Y 要比 X 随机地小很多.

• 装修前使用 200 小时不换灯泡的概率是 58.7%, 装修后使用 200 个小
时不换灯泡是不大可能的.

3.6 条件分布和条件密度

条件分布和条件密度

• 设 X = (X1, X2, · · · , Xn), Y = (Y1, Y2, · · · , Ym) 是随机向量, 本节讨
论已知 X = (x1, x2, · · · , xm) 的条件下, Y 的概率分布.

• 为了叙述的简单, 我们只对 n = m = 1 的情况详细讨论.

离散型随机变量的条件分布

• 设 (X,Y ) 是离散型随机向量, 有概率分布

pij = P (X = xi, Y = yj) > 0, i, j = 1, 2, · · · , (6.1)

• X, Y 分别有边缘分布

pi = P (X = xi), qj = P (Y = yj), i, j = 1, 2, · · · . (6.2)
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• 对每个固定的 i, 由条件概率公式得到条件概率

P (Y = yj |X = xi) =
P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)
=

pij
pi

, j = 1, 2, . . . (6.3)

• 定义 6.1 称 (6.3) 为条件 X = xi 下, Y 的条件概率分布, 简称为条件
分布 (conditional distribution).

例 6.1

• 甲向一个目标射击, 用 Sn 表示第 n 次击中目标时的射击次数.

• 如果甲每次击中目标的概率是 p = 1− q, 则 (X,Y ) = (S1, S2) 有联合

分布

P (X = i, Y = j)

=P (失败 i− 1 次，第 i 次击中，再失败 j − i− 1 次，第 j 次击中)

=p2qj−2, j > i ≥ 1. (6.4)

• 从问题的背景得到 X 的边缘分布（几何分布）

P (X = i) = pqi−1, i = 1, 2, · · · ,

• Y 的边缘分布是

P (Y = j) =

j−1∑
i=1

P (X = i, Y = j)

=

j−1∑
i=1

p2qj−2

=(j − 1)p2qj−2, j = 2, 3, · · · .

• 于是对确定的 j(≥ 2), 得到 X 的条件分布

P (X = i|Y = j) =
p2qj−2

(j − 1)p2qj−2
=

1

j − 1
, 1 ≤ i < j. (6.5)

• (6.5) 说明已知 S2 = j 时, S1 在 {1, 2, · · · , j − 1} 中的取值是等可能
的.
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连续型随机变量条件分布问题

• 北京夏季的高温闷热天气会造成北京电网的负荷过高.

• 用 X 表示夏季未来某天的最高气温, 用 Y 表示同一天北京电网的最

大负荷, 可以认为 (X,Y ) 是连续型随机向量, 有联合密度 f(x, y).

• 如果已有对 X 的预测值 x, 在已知 X = x 的条件下研究 Y 的概率分

布是有实际意义的工作.

• 我们用

P (Y ≤ y|X = x)

表示已知 X = x 的条件下, Y 的分布函数, 称为条件分布函数.

• 注意, 条件分布函数 P (Y ≤ y|X = x) 就是最高气温为 x 的那天北京

电网最大负荷的概率分布函数, 是有明确的意义的.

• 不能直接按条件概率公式理解。

连续型随机变量的条件分布推导

• 如何计算连续型随机变量的条件分布？

• 首先 X,Y 分别有边缘密度

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy, fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx.

• 对于充分小的正数 ε, 可以理解

P (Y ≤ y|x− ε < X ≤ x) ≈ P (Y ≤ y|X = x).

• 另一方面, 如果 fX(x) 在 x 连续, fX(x) > 0, 并且 ∂
∂x
F (x, y) 存在, 就
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有

lim
ε→0+

P (Y ≤ y|x− ε < X ≤ x)

= lim
ε→0+

P (Y ≤ y, x− ε < X ≤ x)

P (x− ε < X ≤ x)

= lim
ε→0+

F (x, y)− F (x− ε, y)

FX(x)− FX(x− ε)

=
∂F (x,y)

∂x

F ′
X(x)

=
∂
∂x

∫ x

−∞

∫ y

−∞ f(s, t)dtds

fX(x)

=

∫ y

−∞ f(x, t) dt

fX(x)

=

∫ y

−∞

f(x, t)

fX(x)
dt

条件密度

• 定义 6.2 设随机向量 (X,Y ) 有联合密度 f(x, y), X 有边缘密度

fX(x), 若在 x(确定的 x) 处 fX(x) > 0, 就称

P (Y ≤ y|X = x) =

∫ y

−∞

f(x, t)

fX(x)
dt, y ∈ R (6.6)

为条件 X = x 下, Y 的条件分布函数 (conditional distribution func-
tion), 简称为条件分布, 记做 FY |X(y|x).

• 称

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
, y ∈ R, (6.7)

为条件 X = x 下, Y 的条件概率密度, 简称为条件密度 (conditional
density).

条件密度和条件分布的关系



88 第三章 随机向量及其分布

• 对使得 fX(x) > 0 的 x,

(1)FY |X(y|x) = P (Y ≤ y|X = x) =

∫ y

−∞
fY |X(t|x) dt, y ∈ R,

(2)如果FY |X(y|x)关于y连续,且除有限个点外有连续的导数,则

fY |X(y|x) =

 ∂
∂y
FY |X(y|x), 当偏导数存在,

0, 当偏导数不存在,

是X = x下, Y的条件密度。

例 6.2

• (接例 3.1)

• 设 (X,Y ) 在单位圆 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1} 内均匀分布, 则 X 和 Y

分别有概率密度:

fX(x) =
2

π

√
1− x2, |x| ≤ 1, 和 fY (y) =

2

π

√
1− y2, |y| ≤ 1.

• f(x, y) = 1
π
ID 是 (X,Y ) 的联合密度.

• 对 x ∈ (−1, 1), Y 有条件密度

fY |X(y|x) = ID
πfX(x)

=
1

2
√
1− x2

, |y| ≤
√
1− x2.

• 说明已知 X = x 后, Y 在 (−
√
1− x2,

√
1− x2) 上均匀分布.

例 6.3

• 设炮击的目标是 (µ1, µ2),弹落点的坐标 (X,Y )服从正态分布N(µ1, µ2;σ
2
1, σ

2
2 ; ρ).

• 已知 X = x 时, 求 Y 的条件密度.

• 解 (X,Y ) 的联合密度为

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[(x− µ1)
2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2

+
(y − µ2)

2

σ2
2

]}
,

• X 有边缘分布 N(µ1, σ
2
1).
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• X = x 时, Y 的条件密度为

fY |X(y|x) =f(x, y)

fX(x)

=
1√

2π(1− ρ2)σ2

exp
(
− (y − µx)

2

2(1− ρ2)σ2
2

)
, (6.8)

其中 µx = µ2 + (ρσ2/σ1)(x− µ1).

• 说明已知 X = x 时, Y ∼ N(µx, (1− ρ2)σ2
2).

• 当 X 和 Y 独立时, ρ = 0, 于是 fY |X(y|x) = fY (y).

布朗运动与正态分布

• 布朗运动描述浸没 (或悬浮) 在液体或气体中微小颗粒的运动, 这种现
象由英国植物学家 Robert Brown 发现, 由 Einstein 于 1905 年作出解
释: 微粒运动是由大量分子的连续碰撞造成的.

• 自 1918 年开始, Wiener 发表了一系列的论文对布朗运动进行数学的
描述. 所以布朗运动又称为 Wiener 过程.

• 至今布朗运动已经是量子力学, 概率统计, 金融证券等研究中最重要的
随机过程.

• 现在设花粉的微粒在液体表面由于受到水分子的连续碰撞而进行布朗
运动, 运动起点的坐标是 (µ1, µ2). 用 (X,Y ) 表示花粉在 t 时刻的坐

标, 则 (X,Y ) 服从二维正态分布.
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第四章 数学期望和方差

4.1 数学期望

4.1.1 数学期望概念

数学期望—引入

• 随机变量的分布函数或密度函数描述了随机变量的统计性质, 从中可
以了解随机变量落入某个区间的概率, 但是还不能给人留下更直接的
总体印象.

• 例如用 X 表示某计算机软件的使用寿命, 当知道 X 服从指数分布

E(λ) 后, 我们还不知道该软件的平均使用寿命是多少. 这里的平均使
用寿命应当是一个实数.

• 我们需要为随机变量 X 定义一个实数, 这个数就是数学期望, 它反映
随机变量的平均取值.

• 演示: 不同参数的指数分布的期望值。

不同参数的指数分布的期望值
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0.
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例 1.1

• 一个班有 n = 126 的学生, 期中考试后有 nj 个同学的成绩是 j 分

(0 ≤ j ≤ 100).

• 用 xi 表示第 i 个同学的成绩, 则全班同学的平均分是

µ ≡ 1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

100∑
j=0

j · nj =

100∑
j=0

j
nj

n
. (1.1)

• 现在从班中任选一个同学, 用 X 表示这个同学的期中成绩, 则 X 有分

布

pj = P (X = j) =
nj

n
, 0 ≤ j ≤ 100. (1.2)

• 随机变量 X 的概率分布就是该班期中考试成绩的分布, 所以 X 的数

学期望应当定义成平均分 µ. 用 E(X) 表示 X 的数学期望时, 应当有

E(X) =

100∑
j=0

j
nj

n
=

100∑
j=0

jpj .

例 1.2

• 设 X 有概率分布

X 1 100

p 0.01 0.99
.

作为 X 的可能值的平均数, (1 + 100)/2 = 50.5 并不能代表 X 的取值

的平均.

• 对 X 进行 N 次独立重复观测. 由于频率是概率的估计, 所以当 N 充

分大, 观测到 1 的比例大约是 0.01, 观测到 100 的比例大约是 0.99.

• 于是对 X 的单次平均观测值大约是

1× 0.01 + 100× 0.99 = 99.01.

这就说明用

E(X) = 1× 0.01 + 100× 0.99 = 99.01

表示 X 的平均值是合理的.
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数学期望定义—离散型

• 定义 1.1 设 X 有概率分布

pj = P (X = xj), j = 0, 1, · · · ,

只要级数
∑∞

j=0 |xj |pj 收敛, 就称

E(X) =

∞∑
j=0

xjpj (1.3)

为 X 或分布 {pj} 的数学期望 (expected value ) 或均值 (mean).

• 在定义 1.1 中要求
∑∞

j=0 |xj |pj 收敛的原因是要使 (1.3) 中的级数有确
切的意义.

• 当所有的 xj 非负时, 如果 (1.3) 中的级数是无穷, 由 (1.3) 定义的
E(X) 也有明确的意义, 它表明 X 的平均取值是无穷. 这时也称 X 的

数学期望是无穷.

• 不难看出, 只取有限个值的随机变量的数学期望总是存在的.

数学期望的重心解释

• 在定义 1.1 中, 将 pj 视为横坐标 xj 处的质量, 由
∞∑
j=1

(xj − µ)pj =

∞∑
j=1

xjpj − µ = 0,

知道 {pj} 的重心是 µ.

• 所以数学期望 E(X) 是 X 的分布 {pj} 的重心.

• 对于有概率密度 f(x) 的连续型随机变量 X, 我们也用 f(x) 和横轴所

夹面积的 (横坐标的几何) 重心定义 X 的数学期望. 设 µ 是所述的重

心, 如果 ∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx <∞, (1.4)

就有 ∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x)dx =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx− µ = 0.

于是 µ =
∫∞
−∞ xf(x)dx 是所述的重心.

• 参见前面不同参数的指数分布的密度图。
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数学期望定义—连续型

• 定义 1.2 设 X 是有概率密度 f(x) 的随机变量, 如果下式成立,∫ ∞

−∞
|x|f(x)dx <∞, (1.4)

就称 ∫ ∞

−∞
xf(x)dx (1.5)

为 X 或 f(x) 的数学期望或均值.

• 和离散时的情况一样, 在定义 1.2 中要求 (1.4) 的原因是要使 (1.5) 中
的积分有确切的意义.

• 当 X 非负时, 如果 (1.4) 中的积分是无穷, 由 (1.5) 定义的 E(X) 也有

明确的意义, 它表明 X 的平均取值是无穷. 这时也称 X 的数学期望是

无穷.

• 由于随机变量的数学期望由随机变量的概率分布唯一决定, 所以也可
以对概率分布定义数学期望.

• 概率分布的数学期望就是以它为概率分布的随机变量的数学期望. 有
相同分布的随机变量必有相同的数学期望.

一般随机变量期望

• 对于一般的随机变量 X，可以用离散随机变量期望来逼近期望。

• 取 ε > 0, 把数轴分为长度为 ε 的小区间，定义离散型随机变量 X(ε)，

当 X 取值于第 i 个小区间时，X(ε) 定义为小区间左端点的值：

X(ε) =



0, X ∈ [0, ε),

ε, X ∈ [ε, 2ε),

. . . ,

−ε, X ∈ [−ε, 0),

−2ε, X ∈ [−2ε, ε),

. . .

• 可以写成 X(ε) = floor(X/ε) · ε。

• X(ε) 是离散型随机变量，0 ≤ X −X(ε) < ε。
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• 设 X 是随机变量，如果 E(X(ε)) 存在且 limε→0+ E((X(ε)) 存在，则

定义 EX = limε→0+ E((X(ε))，称为 X 的数学期望。

• 当 X 是离散型随机变量时，上述定义与离散型随机变量期望的公式

EX =
∑

k xkP (X = xk) 一致。

• 当 X 是连续型随机变量，有密度 f(x) 时，上述定义等价于 EX =∫∞
−∞ xf(x) dx。

• 参见陈家鼎、郑忠国《概率与统计》§2.6。

例 1.3

• 某省的体育彩票中, 有顺序的 7 个数字组成一个号码, 称为一注. 7 个
数字中的每个数字都选自 0, 1, 2, · · · , 9, 可以重复. 如果彩票一元一张,
且全体不同的彩票中只有一个大奖, 中大奖获得奖金 300 万元, 上税
20%, 甲购买一注时期望盈利多少?

• 解 用 X 表示甲购买一注时的收益, 中大奖获利 300× 80% = 240万,
于是

P (X = 240万− 1) = 10−7, P (X = −1) = 1− 10−7.

X 的数学期望是

E(X) = −1× (1− 10−7) + 24× 105 × 10−7 = −0.76.

• 于是每购买一注, 甲期望获得 −0.76 元. 也就是说, 每买一注, 平均损
失 0.76 元.

例 1.4

• 在澳门赌场, 有很多人在赌廿一点时顺便押对子. 其规则如下: 庄家从
6 副 (每副 52 张) 扑克中随机发给你两张. 如果你下注 a 元, 当得到的
两张牌是一对时, 庄家赔你十倍, 否则输掉你的赌注. 如果你下注 100
元, 你和庄家在每局中各期望赢多少元?

• 解: 用 X,Y 分别表示你和庄家在一局中的获利, a = 100. 则

P (X = 10a) =
13C2

4×6

C2
52×6

= 0.074, P (X = −a) = 1− 0.074,
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• 于是, 你期望赢

EX = 10a× 0.074− a× (1− 0.074) = −0.186a = −18.6(元).

• 庄家期望赢 18.6 元, 这是因为

EY = −10a× 0.074 + a× (1− 0.074) = −EX.

• 当只使用一副扑克, 可以计算出你每局期望赢 −35.32 元.

4.1.2 常见分布数学期望

两点分布 B(1, p)

• P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p, 则

E(X) = 1 · p+ 0 · (1− p) = p.

• 设 A 是事件, IA 是 A 的示性函数, 即

IA =

1, 当 A 发生,

0, 当 A 不发生.

则 IA 服从两点分布, 且 P (IA = 1) = P (A). 于是

E(IA) = P (IA = 1) = P (A).

二项分布 B(n, p)

• 设 q = 1− p, 由

pj = P (X = j) = Cj
np

jqn−j , 0 ≤ j ≤ n,

• 得到

E(X) =

n∑
j=0

jCj
np

jqn−j

=np

n∑
j=1

Cj−1
n−1p

j−1qn−j (用 jCj
n = nCj−1

n−1)

=np

n−1∑
k=0

Ck
n−1p

kqn−1−k (用 k = j − 1)

=np(p+ q)n−1

=np.

• 说明在 n 次独立重复试验中, 成功的概率 p 越大, 平均成功的次数越
多.
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泊松分布 Poisson(λ)

• 由
P (X = k) =

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, · · · ,

• 得到

E(X) =
∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λ.

• 说明参数 λ 是泊松分布 Poisson(λ) 的数学期望.

• 回忆在 §2.2 的例 2.1 中, 7.5 秒内放射性钋平均放射出 3.87 个 α 粒子,
7.5 秒内放射出的粒子数 X ∼ Poisson(3.87).

几何分布

• 服从几何分布的随机变量 X 有离散分布

P (X = j) = pqj−1, j = 1, 2, · · · .

• X 的数学期望

E(X) =
∞∑
j=1

jpqj−1

=p
( ∞∑

j=0

qj
)′

=p
( 1

1− q

)′
=
1

p
.

• 结论说明单次试验中的成功概率 p 越小, 首次成功所需要的平均试验
次数就越多.

指数分布 E(λ)

• 由 X 的概率密度

f(x) = λe−λx, x > 0

• 得到
E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ ∞

0

xλe−λxdx =
1

λ
.
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• 在 §3.5 的例 5.2 中, X1 ∼ E(λ), 1/λ = 1500(小时), 所以单个灯泡的平
均使用寿命是 1500 小时.

• 家里用 4 只灯泡时, X = min{X1, X2, · · · , X4} ∼ E(4λ), 于是平均使
用 1500/4 = 375 小时要换一个灯泡;

• 家里用 24 只灯泡时, Y = min{X1, X2, · · · , X24} ∼ E(24λ), 平均使用
1500/24 = 62.5 小时要换一个灯泡.

Γ(α, λ) 分布

• 由 X 的概率密度

f(x) =
λα

Γ(α)
xα−1e−λx, x > 0,

• 得到

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

=

∫ ∞

0

λα

Γ(α)
xαe−λxdx (用 t = λx)

=
1

Γ(α)λ

∫ ∞

0

tαe−tdt

=
Γ(α+ 1)

Γ(α)λ

=
α

λ
. (用Γ(α+ 1) = αΓ(α))

• 若 X 表示寿命, 则平均寿命 EX = α/λ 和 α 成正比, 和 λ 成反比.

• 这和 f(x) 的形状是一致的 (演示：Gamma 分布密度。).

• 当 α = 1, 又得到指数分布 E(λ) 的数学期望 1/λ.

对称分布的期望

• 定理 1.1 设 X 的数学期望有限, 概率密度 f(x) 关于 µ 对称: f(µ +

x) = f(µ− x), 则 E(X) = µ.
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• 证 这时 g(t) = tf(t+ µ) 是奇函数: g(−t) = −g(t). 于是

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

=

∫ ∞

−∞
µf(x)dx+

∫ ∞

−∞
(x− µ)f(x− µ+ µ)dx

=µ+

∫ ∞

−∞
tf(t+ µ)dt

=µ.

• 定理 1.1 的结论是自然的, 因为只要 f(x) 关于 µ 对称, 则 µ 就是曲线

f(x) 和 x 轴所夹面积的几何重心的横坐标.

• 推论 1.2 正态分布 N(µ, σ2) 的数学期望是 µ, 均匀分布 U(a, b) 的数
学期望是 (a+ b)/2.

4.2 数学期望的性质

4.2.1 随机向量函数的数学期望

随机向量函数的数学期望

• 定理 2.1 设 X = (X1, X2, · · · , Xn)是随机向量, x = (x1, x2, · · · , xn)

∈ Rn.

(1) 如果 X 有联合密度 f(x) = f(x1, x2, · · · , xn), 实函数 g(x) 使得∫ ∫
· · ·
∫
Rn

|g(x)|f(x)dx1dx2 · · · dxn <∞,

则 Y = g(X) 有数学期望

E(Y ) =

∫ ∫
· · ·
∫
Rn

g(x)f(x)dx1dx2 · · · dxn; (2.1)

(2) 如果 X 是离散型随机向量, 有概率分布

pj1,j2,··· ,jn = P
(
X = (xj1 , xj2 , · · · , xjn)

)
, j1, j2, · · · , jn ≥ 1,

实函数 h(x) 使得∑
j1,j2,··· ,jn

|h(xj1 , xj2 , · · · , xjn)|pj1,j2,··· ,jn <∞,

则 Y = h(X) 有数学期望

E(Y ) =
∑

j1,j2,··· ,jn

h(xj1 , xj2 , · · · , xjn)pj1,j2,··· ,jn . (2.2)
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推论

• 推论 设 g(x) 为一元函数，若随机变量 X 有密度 f(x) 且∫
|g(x)|f(x)dx <∞

则

Eg(X) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx;

若随机变量 X 有概率分布列

Pr(X = xk) = pk, k = 1, 2, . . .

且 ∑
k

|g(xk)|pk <∞

则

Eg(X) =
∑
k

g(xk)pk.

例 2.1

• 设 X ∼ N(0, 1), 计算 E(X2).

• 解 X 有概率密度

f(x) =
1√
2π

exp(−x2/2),

由公式 (2.1) 得到

E(X2) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x2 exp(−x2/2)dx

=
2√
2π

∫ ∞

0

x2 exp(−x2/2)dx

=
2√
2π

∫ ∞

0

2te−t 1√
2t
dt (取 x =

√
2t)

=
2√
π

∫ ∞

0

t3/2−1e−tdt =
2√
π
Γ(1 +

1

2
)

=
2√
π

1

2
Γ(

1

2
) (用 Γ(1 + α) = αΓ(α))

=1. (用 Γ(1/2) =
√
π)
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例 2.2

• 设 X 在 (0, π/2) 上均匀分布, 计算 E(cosX).

• X 有概率密度 f(x) = 2/π, x ∈ (0, π/2). 用 (2.1) 得到

E(X) =

∫ ∞

−∞
f(x) cosx dx =

2

π

∫ π/2

0

cosx dx =
2

π
.

例 2.3

• 设 X, Y 独立同分布且服从 N(0, 1), Z = X2 + Y 2. 计算 E(Z).

• 解 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =
1

2π
exp

(
− x2 + y2

2

)
.

• 用公式 (2.1) 得到

E(Z) =

∫ ∫
R2

(x2 + y2)f(x, y)dxdy

=
1

2π

∫ ∫
R2

(x2 + y2) exp
(
− x2 + y2

2

)
dxdy

=
1

2π

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

r3 exp(−r2

2
) dr

(
取

x = r cos θ,

y = r sin θ

)

=23/2
∫ ∞

0

t3/2e−t

√
1

2t
dt (取 r =

√
2t)

=2

∫ ∞

0

te−t dt = 2.

例 2.4

• (X,Y ) 在单位圆 D = {(x, y)|x2 + y2 ≤ 1} 内均匀分布, 计算 E(X),
E(Y ).

• 解 (X,Y ) 有联合密度

f(x, y) =
1

π
ID.

• 用公式 (2.1) 得到

E(X) =

∫ ∫
R2

xf(x, y)dxdy =
1

π

∫ 1

−1

dy

∫ √1−y2

−
√

1−y2

x dx = 0.

对称地得到 E(Y ) = 0.
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4.2.2 数学期望的性质

数学期望的性质

• 根据定理 2.1,

E|X| =


∑∞

j=1 |xj |pj , 当 pj = P (X = xj),∫∞
−∞ |x|f(x) dx, 当 X 有密度 f(x).

于是, EX 有限的充分必要条件是 E|X| <∞.

• 定理 2.2 设 E|Xj | < ∞ (1 ≤ j ≤ n), c0, c1, · · · , cn 是常数, 则有以下
结果.

(1) 线性组合 Y = c0 + c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn 的数学期望存在, 而
且

E(Y ) = c0 + c1E(X1) + c2E(X2) + · · ·+ cnE(Xn), (2.3)

(2) 如果 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 则 Z = X1X2 · · ·Xn 的数学期望

存在, 并且

E(X1X2 · · ·Xn) = E(X1)E(X2) · · ·E(Xn),

(3) 如果 X1 ≤ X2, 则 E(X1) ≤ E(X2).

定理 2.2 证明

• 只对 X = (X1, X2, · · · , Xn) 有联合密度 f(x) 的情况给出证明.

• (1) 利用公式 (2.1) 得到

E|Y | =
∫ ∫

· · ·
∫
Rn

∣∣∣c0 + n∑
j=1

cjxj

∣∣∣f(xxx)dx1dx2 · · · dxn

≤|c0|+
n∑

j=1

|cj |
∫ ∫

· · ·
∫
Rn

|xj |f(x)dx1dx2 · · · dxn

=c0 +

n∑
j=1

|cj |E|Xj | <∞.
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• 再利用公式 (2.1) 得到

E(Y ) =

∫ ∫
· · ·
∫
Rn

(
c0 +

n∑
j=1

cjxj

)
f(x)dx1dx2 · · · dxn

=c0 +

n∑
j=1

cj

∫ ∫
· · ·
∫
Rn

xjf(x)dx1dx2 · · · dxn

=c0 +

n∑
j=1

cjE(Xj).

• (2) 这时 f(x) = f1(x1)f2(x2) · · · fn(xn), 其中 fj(xj) 是 Xj 的概率密

度.

• 利用公式 (2.1) 和 Fubini 定理得到

E|Y | =
∫ ∫

· · ·
∫
Rn

|x1x2 · · ·xn|f(x)dx1dx2 · · · dxn

=

∫ ∞

−∞
|x1|f1(x1)dx1

∫ ∞

−∞
|x2|f2(x2)dx2 · · ·

∫ ∞

−∞
|xn|fn(xn)dxn

=E(|X1|)E(|X2|) · · ·E(|Xn|) <∞.

• 再利用公式 (2.1)) 和 Fubini 定理得到

E(Y ) =

∫ ∫
· · ·
∫
Rn

x1x2 · · ·xnf(x)dx1dx2 · · · dxn

=

∫ ∞

−∞
x1f1(x1)dx1

∫ ∞

−∞
x2f2(x2)dx2 · · ·

∫ ∞

−∞
xnfn(xn)dxn

=E(X1)E(X2) · · ·E(Xn).

• (3) 只对 Y = X2 −X1 有概率密度 g(y) 的情况证明. 由 Y ≥ 0, 知道
对 y < 0 有 g(y) = 0. 于是用 (1) 得到

E(X2)− E(X1) = E(Y ) =

∫ ∞

0

yg(y) dy ≥ 0.

例 2.5(二项分布 B(n, p))

• 设单次试验成功的概率是 p, 问 n 次独立重复试验中, 期望有几次成
功?

• 解 引入

Xi =

1, 第 i 试验成功,

0, 第 i 次试验不成功.
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则 EXi = p, X = (X1 +X2 + · · ·+Xn) 是 n 次试验中的成功次数, 期
望的成功数是

EX = EX1 + EX2 + · · ·+ EXn = np.

这里 X ∼ B(n, p).

• 可见 X 的数学期望是指对 X 的期望值, 它也是 X 的平均取值.

例 2.6(超几何分布 H(n,M,N))

• N 件产品中有 M 件正品, 从中任取 n 件, 期望有几件正品?

• 解 定义随机变量

Xi =

1, 第 i 次取得正品,

0, 第 i 次取得次品.

则无论是否有放回的抽取, 总有 EXi = M/N(参考 §1.6 例 6.1).

• Y = X1 +X2 + · · ·+Xn 是抽到的正品数. 期望的正品数是

EY = EX1 + EX2 + · · ·+ EXn = nM/N.

• 本例中, 有放回的抽取时,Y ∼ B(n,M/N).

• 无放回的抽取时, Y 服从超几何分布 H(n,M,N)(参考 §2.2 的 (4)).

例 2.7(信封搭配)

• 将 n 个不同的信笺随机放入 n 个写好地址的信封, 平均有几封能正确
搭配?

• 解 定义随机变量

Xi =

1, 第 i 封信正确搭配,

0, 第 i 封信没有正确搭配.

则 EXi = P (Xi = 1) = 1/n.

• Y = X1 +X2 + · · · +Xn 是正确搭配的个数, 于是平均正确搭配的个
数是

EY = EX1 + EX2 + · · ·+ EXn = n/n = 1.

• 本例说明无论有多少个信封, 平均只有一封信能正确搭配.
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例 2.8

• 如果 E|X| = 0, 则 P (X = 0) = 1.

• 证 用 I{n|X|>1} 表示事件 {n|X| > 1} 的示性函数, 利用定理 2.2 的
(3) 得到

P (|X| > 1/n) =P (n|X| > 1)

=E(I{n|X|>1})

≤E(n|X|I{n|X|>1})

≤nE|X|

=0.

• 由概率的连续性得到

P (|X| > 0) = P (∪∞
n=1{|X| > 1/n}) = lim

n→∞
P (|X| > 1/n) = 0.

最后得到 P (|X| = 0) = 1− P (|X| > 0) = 1.

• 本例说明 E|X| = 0 的充分必要条件是 P (X = 0) = 1.

• 当 P (X = 0) = 1, 我们称 X = 0 以概率 1 发生, 记做 X = 0, wp1. 这
里 wp1. 表示 with probability 1.

• 完全类似地, 我们把 P (X ≤ Y ) = 1 记做 X ≤ Y , wp1.

• 当 P (A) = 1, 我们称 A 以概率 1 发生. 不难理解, 当 P (A) = 1, A 在
实际中必然发生.

• 以概率 1 发生又称作几乎处处或几乎必然 (almost surely) 发生, 用
a.s. 表示.

例 2.9

• 设商店每销售一吨大米获利 a 元, 每库存一吨大米损失 b 元, 假设大
米的销量 Y 服从指数分布 E(λ). 问库存多少吨大米才能获得最大的
平均利润.

• 解 库存量是 x 时, 利润是

Q(x, Y ) =

aY − b(x− Y ), Y < x,

ax, Y ≥ x.
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• 用 I{Y <x} 表示事件 {Y < x} 的示性函数, 用 I{Y≥x} 表示 {Y ≥ x} 的
示性函数, 就可以将 Q(x, Y ) 写成

Q(x, Y ) = [aY − b(x− Y )]I{Y <x} + axI{Y≥x}.

• 平均利润是

q(x) =EQ(x, Y )

=

∫ ∞

−∞
Q(x, y)fY (y)dy

=

∫ x

0

[ay − b(x− y)]fY (y)dy + ax

∫ ∞

x

fY (y)dy

=
a+ b

λ
(1− e−λx)− bx. (具体过程略)

• q(x) 的最大值点是所要的库存数. 由

q′(x) = (a+ b)e−λx − b = 0, q′′(x) = −(a+ b)λe−λx < 0,

• 得到 x = λ−1 ln[(a + b)/b] 是 q(x) 的最大值点. 于是库存 λ−1 ln[(a +

b)/b] 吨大米可以获得最大平均利润.

中心矩和原点矩

• 定义 2.1 设 X 是随机变量, m 是正整数. 如果 E|X|m < ∞, 就称
EXm 为 X 的 m 阶原点矩, 称 E(X −EX)m 为 X 的 m 阶中心矩. 当
m > 2 时, 我们将原点矩和中心矩统称为高阶矩.

4.3 随机变量的方差

方差定义

• 方差用来描述分布的分散程度，或宽窄。

• 定义 3.1 如果随机变量 X 的数学期望 µ = EX 有限, 就称

E(X − µ)2 (3.1)

为 X 的方差 (variance), 记做 Var(X) 或 σXX . 当 Var(X) <∞, 称 X

的方差有限. 称 σX =
√
Var(X) 为 X 的标准差.

• 设 X 是对长度为 µ 的物体的测量值, 则 X − µ 是测量误差, (X − µ)2

是测量误差的平方.

• 如果测量仪器无系统偏差 (即 EX = µ), 则 E(X − µ)2 是测量误差平

方的平均, 称为均方误差.
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方差的计算公式

• 当 X 有离散分布 P (X = xj), j = 1, 2, · · · 时, 利用公式 (2.2) 得到

Var(X) =
∞∑
j=1

(xj − µ)2P (X = xj).

• 当 X 有概率密度 f(x) 时, 利用公式 (2.1) 得到

Var(X) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x) dx.

• 随机变量 X 的方差 Var(X) 由 X 的分布唯一决定.

• X 的方差描述了 X 的分散程度, Var(X) 越小, 说明 X 在数学期望 µ

附近越集中.

• 特别当 Var(X) = 0 时, 由例 2.8 知道 P (X = µ) = 1.

• 利用数学期望的线性性质得到,

Var(X) = E(X2 − 2Xµ+ µ2) = EX2 − (EX)2. (3.2)

(3.2) 是计算方差的常用公式.

两点分布 B(1, p) 的方差

• P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p.

• 由 X2 = X 和 EX = p, 得到

•

Var(X) = EX2 − (EX)2 = p− p2 = pq.

二项分布 B(n, p) 的方差

• 设 q = 1− p, 由 EX = np,

P (X = j) = Cj
np

jqn−j , 0 ≤ j ≤ n,

和计算随机向量函数数学期望的公式 (2.2) 得到
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•

E(X2) = E[X(X − 1)] + EX

=

n∑
j=0

Cj
nj(j − 1)pjqn−j + np

=p2
d2

dx2

n∑
j=0

Cj
nx

jqn−j
∣∣∣
x=p

+ np

=p2
d2

dx2
(x+ q)n

∣∣∣
x=p

+ np

=n(n− 1)p2 + np.

• 最后用方差的计算公式 (3.2) 得到

Var(X) = n(n− 1)p2 + np− (np)2 = npq.

• 后面讲了定理 3.1 后可以用 B(1,p) 来计算 B(n, p) 的方差。

泊松分布 Poission(λ) 的方差

• 由 EX = λ,

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, · · · ,

和函数期望公式 (2.2) 得到

E(X2) =E[X(X − 1)] + EX

=
∞∑
k=0

k(k − 1)
λk

k!
e−λ + λ

=λ2

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
e−λ + λ

=λ2 + λ.

• 用方差的展开计算公式 (3.2) 得到

Var(X) = λ2 + λ− λ2 = λ.

几何分布

• 服从几何分布的随机变量 X 有离散分布

P (X = j) = pqj−1, j = 1, 2, · · · .
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• 用 EX = 1/p 和公式函数期望公式 (2.2) 得到

E(X2) =E[X(X − 1)] + EX

=

∞∑
j=1

j(j − 1)pqj−1 +
1

p

=pq
( ∞∑

j=0

qj
)′′

+
1

p

=pq
( 1

1− q

)′′
+

1

p

=
2pq

(1− q)3
+

1

p

=
2q

p2
+

1

p
.

• 最后用方差的展开计算公式 (3.2) 得到

Var(X) =
2q

p2
+

1

p
− 1

p2
=

q

p2
.

均匀分布 U(a, b)

• 由 X 的概率密度

f(x) =
1

b− a
I(a,b),

• 数学期望 EX = (a+ b)/2, 和

•

EX2 =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

b3 − a3

3(b− a)
.

得到

•

Var(X) =
b3 − a3

3(b− a)
−
(a+ b

2

)2
=

(b− a)2

12
.

指数分布 E(λ)

• X 有数学期望 EX = 1/λ 和概率密度

f(x) = λe−λx, x > 0.
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• 于是由

E(X2) =

∫ ∞

0

x2λe−λxdx

=
1

λ2

∫ ∞

0

t2e−tdt (取 x = t/λ)

=
1

λ2
Γ(3)

=
2

λ2
,

• 得到
Var(X) =

2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.

正态分布 N(µ, σ2)

• X 有数学期望 EX = µ

• 和概率密度
f(x) =

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 ,

• 于是

Var(X) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx

=
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x− µ)2 exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
dx

=
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
t2 exp

(
− t2

2

)
dt (取 x− µ = σt)

=σ2. (用例 2.1)

• 现在我们知道了正态分布 N(µ, σ2) 中的 µ 和 σ2 就是该正态分布的

数学期望和方差. 如果 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2;σ
2
1 , σ

2
2 ; ρ), 则从 §3.3 的例

3.6 知道 X ∼ (µ1, σ
2
1),Y ∼ (µ2, σ

2
2), 于是得到 µ1 = EX, µ2 = EY ,

σ2
1 = Var(X), σ2

2 = Var(Y ).

方差的性质

• 定理 3.1 设 a, b, c 是常数, EX = µ, Var(X) < ∞, µj = EXj ,
Var(Xj) <∞(1 ≤ j ≤ n), 则

(1) Var(a+ bX) = b2Var(X),

(2) Var(X) = E(X − µ)2 < E(X − c)2, 只要 c ̸= µ,
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(3) Var(X) = 0 的充分必要条件是 P (X = µ) = 1,

(4) Var(
∑n

j=1 Xj) =
∑n

i=1

∑n
j=1[E(XiXj)− µiµj ],

(5) 当 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, Var(
∑n

j=1 Xj) =
∑n

j=1 Var(Xj).

定理证明

• (1) 由方差的定义得到

Var(a+ bX) =E[(a+ bX)− E(a+ bX)]2

=E[a+ bX − (a+ bµ)]2

=E[b2(X − µ)2]

=b2Var(X)

• (2) 对 c ̸= µ, 由

E(X − c)2 =E[(X − µ) + (µ− c)]2

=E(X − µ)2 + 2E(X − µ)(µ− c) + E(µ− c)2

=Var(X) + (µ− c)2,

知道 (2) 成立.

• (3) Var(X) = 0 即 E(X − µ)2 = 0, 由例 2.8 其充分必要条件为
P ((X − µ)2 = 0) = 1, 即 P (X = µ) = 1。

• (4)

Var(
∑
j

xj) =E
[∑

j

(Xj − µj)

]2
=
∑
i

∑
j

E [(Xi − µi)(Xj − µj)]

=
∑
i

∑
j

[E(XiXj)− µiµj ]
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• (5) 独立时

Var(
∑
j

Xj) =E
[∑

j

(Xj − µj)

]2
=
∑
j

E(Xj − µj)
2 + 2

∑
i<j

E [(Xi − µi)(Xj − µj)]

=
∑
j

Var(Xi) + 2
∑
i<j

[E(Xi − µi)E(Xj − µj)]

=
∑
j

Var(Xi)

• 在性质 (1) 中取 b = 1 得到 Var(a+X) = Var(X), 说明对随机变量进
行常数的平移后, 随机变量的分散程度不变;

• 取 a = 0 得到 Var(bX) = b2Var(X), 说明将 X 扩大 b 倍后, 方差扩大
b2 倍.

• (2) 说明随机变量 X 在均方误差的意义下距离 µ 最近.

• (3) 说明除了以概率 1 等于常数的随机变量外, 任何随机变量的方差都
大于零.

• 以后无特殊说明, 都认为所述随机变量的方差大于零.

例 3.2

• 设 Var(X) = σ2 <∞, Y = (X − EX)/σ,

• 则 EY = 0, Var(Y ) = 1.

• 这时称 Y 是 X 的标准化.

• 特别地, 当 X ∼ N(µ, σ2), Y ∼ N(0, 1).

例 3.3

• 设 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, 有共同的方差 σ2 <∞, 则

Var
( 1
n

n∑
j=1

Xj

)
=

1

n
σ2.

• 如果 Xi 是第 i 次测量重量为 µ 的物体时的测量值, 测量的均方误差
是 Var(Xi) = σ2, 则用 n 次测量的平均值作为 µ 的测量值时均方误差

降低 n 倍. 说明只要测量仪器没有系统偏差 (指 EX = µ), 测量精度
总可以通过多次测量的平均来改进.
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例 3.4

• (接例 2.5, 二项分布 B(n, p))

• 设 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 都服从两点分布 B(1, p),

• 则 Y = X1 +X2 + · · ·+Xn ∼ B(n, p).

• 利用 Var(Xi) = pq 和定理 3.1 的 (5) 得到

Var(Y ) = Var(X1) +Var(X2) + · · ·+Var(Xn) = npq.

例 3.5

• (接例 2.6, 超几何分布)

• 设 N 件产品中有 M 件正品, 无放回地从中依次取 n 件, 用 Y 表示取

得的正品数, 则 Y ∼ H(n,M,N). 求 Var(Y ).

• 解 设 X1, X2, · · · , Xn 在例 2.6 中定义, 即 Xi 为第 i 次抽取结果的两

点分布，则 EXi = M/N .

• 对 i < j, XjXi 服从两点分布.

• 利用抽签的原理 (参考 §1.6 的例 6.1) 知道

E(XjXi) =P (XjXi = 1) = P (Xj = 1, Xi = 1)

=P (Xj = 1|Xi = 1)P (Xi = 1)

=
M − 1

N − 1

M

N
.

• 再利用 Y = (X1 +X2 + · · ·+Xn) 和定理 3.1 的 (4) 得到

Var(Y ) =

n∑
j=1

n∑
i=1

[E(XiXj)− EXiEXj ]

=nEX1 + n(n− 1)E(X1X2)− n2(EX1)
2 (用 X2

1 = X1)

=n
M

N
+ n(n− 1)

M − 1

N − 1

M

N
− n2

(M
N

)2
=n

M

N

(
1− M

N

)N − n

N − 1
.

• 特别当 n = N , Var(Y ) = 0. 实际上这时 Y = EY = M .

• 本例中如果采用有放回的抽样,则 Y ∼ B(n,M/N), Y 的方差 nM
N
(1−

M
N
) 要更大. 说明对均值的估计, 无放回的抽取要比有放回的抽取方差

小.
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Markov 不等式

• 定理 3.2 (马尔柯夫 (Markov) 不等式) 对随机变量 X 和 ε > 0, 有

P (|X| ≥ ε) ≤ 1

εα
E|X|α, α > 0. (3.3)

• 作为定理 3.2 的直接推论, 取 α = 2, 用 X − EX 代替 X 就得到

P (|X − EX| ≥ ε) ≤ 1

ε2
Var(X), ε > 0. (3.4)

• 证 用 I[A] 表示事件 A 的示性函数, 对任何正数 α,

P (|X| ≥ ε) =EI[|X| ≥ ε]

≤E
( |X|α

εα
I[|X| ≥ ε]

)
≤E |X|

α

εα
=

1

εα
E|X|α.

• 人们称 α = 2 时的马尔柯夫不等式为切比雪夫 (Chebyshev) 不等式.

内积不等式

• 定理 3.3 (内积不等式) 设 EX2 <∞, EY 2 <∞, 则有

|E(XY )| ≤
√
EX2 EY 2. (3.5)

(3.5) 中等号成立的充分必要条件是有不全为零的常数 a, b, 使得
P (aX + bY = 0) = 1.

• 证 对于不全为零的常数 a, b, 二次型

E(aX + bY )2 =a2EX2 + 2abE(XY ) + b2EY 2

=(a, b)Σ(a, b)T ≥ 0. (3.6)

其中

Σ =

(
EX2 E(XY )

E(XY ) EY 2

)
.

(3.6) 说明矩阵 Σ 非负定，于是 |Σ| ≥ 0。从 det(Σ) = EX2 EY 2 −
[E(XY )]2 得到 (3.5)，并且知道 (3.5) 中等号成立当且仅当 Σ 退化, 当
且仅当有不全为零的常数 a, b 使 E(aX + bY )2 = 0, 当且仅当 (用例
2.8) 有不全为零的常数 a, b 使 P (aX + bY = 0) = 1 .
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4.4 协方差和相关系数

协方差和相关系数的定义

• 设 σX =
√
σXX , σY =

√
σY Y 分别是 X, Y 的标准差.

• 定义 4.1 设 µX = EX, µY = EY 存在,

(1) 当 E|(X − µX)(Y − µY )| <∞, 称

E[(X − µX)(Y − µY )] (4.1)

为随机变量 X, Y 的协方差 (covariance), 记做 Cov(X,Y ) 或

σXY . 当 Cov(X,Y ) = 0 时, 称 X, Y 不相关.

(2) 当 0 < σXσY <∞, 称

ρXY =
σXY

σXσY

(4.2)

为 X, Y 的 相关系数 (correlation coefficient). 有时也用 ρ(X,Y )

表示相关系数 ρXY .

• 在定义 4.1 中, 引入 X, Y 的标准化

X − µX

σX

,
Y − µY

σY

,

则有

ρXY = E
[(X − µX

σX

)(Y − µY

σY

)]
.

• 下面是计算协方差的常用公式.

σXY = E(XY )− (EX)(EY ). (4.3)

相关系数的性质

• 从定义 4.1 和内积不等式 (见定理 3.3) 马上得到相关系数的性质如下.

• 定理 4.1 设 ρXY 是 X, Y 的相关系数, 则有

1. |ρXY | ≤ 1,

2. |ρXY | = 1 的充分必要条件是有常数 a, b 使得

P (Y = a+ bX) = 1,

3. 如果 X, Y 独立, 则 X, Y 不相关.

• 证明课外。
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例 4.1

• (接例 2.4 )

• 设 (X,Y ) 在单位圆 D = {(x, y)|x2+ y2 ≤ 1} 内均匀分布, 则 X, Y 不

相关, 也不独立.

• 证 由例 2.4 知道 E(X) = E(Y ) = 0, 于是

Cov(X,Y ) =

∫ ∫
R2

xyf(x, y)dxdy =
1

π

∫ 1

−1

ydy

∫ √1−y2

−
√

1−y2

x dx = 0.

• 所以 X,Y 不相关.

• 又由 §3.3 的例 3.1 知道联合密度不能写成两个边缘密度的乘积, 所以
X,Y 不独立.

例 4.2

• 相关系数 ρXY 只表示了 X,Y 间的线性关系.

• 当 ρXY = 0, 尽管称 X,Y 不相关, 它们之间还可以有很强的非线性关
系.

• 例如当 Y = X2, X ∼ N(0, σ2) 时, (X,Y ) 总在抛物线 y = x2 上, 但
是 X,Y 不相关, 因为

Cov(X,Y ) = E[X(Y − σ2)] = EX3 − σ2EX = 0.

例 4.3

• (接 §3.3 例 3.6)

• 设 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2;σ
2
1 , σ

2
2; ρ), 则 ρXY = ρ, 并且 X, Y 独立的充分

必要条件是 X, Y 不相关.

• 证明： 课外。

随机向量和随机矩阵的期望

• 设 X = (X1, X2, . . . , Xn) 是随机向量，若 EXi = µi，则记

µ = (µ1, µ2, . . . , µn)

称

EX = µ
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• 若 Yij(i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) 是随机变量，EYij 存在，记

Y =


Y11 Y12 · · · Y1n

Y21 Y22 · · · Y2n

...
...

...
Ym1 Ym2 · · · Ymn


则称

EY =


EY11 EY12 · · · EY1n

EY21 EY22 · · · EY2n

...
...

...
EYm1 EYm2 · · · EYmn


随机向量和随机矩阵的性质

• 设 X 和 Y 如上定义，EX 和 EY 存在。

• 对任意常数向量 a = (a1, . . . , an), k ×m 常数矩阵 A 和 n× l 常数矩

阵 B，有

E(aXT ) =aEXT ,

(EY )T =E(Y T ),

E(AY ) =A E(Y ),

E(Y B) =E(Y ) B,

E(AY B) =A E(Y ) B. (4.6)

• 证明略。

协方差阵

• 定义 4.2 如果随机向量 XXX = (X1, X2, · · · , Xn) 的数学期望 µ = EX
存在, 每个 Xi 的方差 Var(Xi) <∞, 就称

Σ = E[(X − µ)T(X − µ)] = (σij)n×n (4.7)

为 X 的协方差矩阵. 其中

σij = Cov(Xi, Xj) (4.8)

是 Xi, Xj 的协方差.

• 协方差矩阵 Σ 是对称矩阵.

• 如果矩阵 A 的行列式 det(A) = 0, 就称 A 是退化的.
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• 定理 4.2 设 Σ 是 X = (X1, X2, · · · , Xn) 的协方差矩阵, 则

(1) Σ 是非负定矩阵,

(2) Σ 退化的充分必要条件是有不全为零的常数 a1, a2, · · · , an 使得

P
( n∑

i=1

ai(Xi − µi) = 0
)
= 1. (4.9)

其中 µi = EXi.

定理 4.2 证明

• 任取一个 n 维实向量 aaa = (a1, a2, · · · , an), 有

aΣaT =

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajσij

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajE[(Xi − µi)(Xj − µj)]

=E
[ n∑

i=1

n∑
j=1

aiaj(Xi − µi)(Xj − µj)
]

=E
[ n∑

i=1

ai(Xi − µi)
]2

=Var
[ n∑

i=1

ai(Xi − µi)
]

≥0. (4.10)

• 所以 Σ 非负定.

• 从 (4.10) 看出, Σ 退化的充分必要条件是有非零向量 a 使得

Var
[ n∑

i=1

ai(Xi − µi)
]
= 0.

再用定理 3.1 的 (3) 得到本定理的 (2).
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5.1 多元正态分布

多元正态分布

• 本节中的向量都是列向量, 用 AT 表示矩阵 A 的转置.

• 设 µ = (µ1, µ2, · · · , µn)
T 是 n 维常数列向量, B 是 n × m 常数

矩阵, ε1, ε2, · · · , εm 是相互独立都服从标准正态分布的随机变量,
ε = (ε1, ε2, · · · , εm)T.

• 定义 1.1 如果

X = µ+Bε, (1.1)

就称随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)
T 服从 n 元 (或多元) 正态分布,

记做 X ∼ N(µ,Σ), 其中 Σ
△
= BBT.

• 上面定义的 X 的数学期望和方差阵为

EX =E [µ+Bε] = µ+BEε

=µ+B · 0 = µ

Var(X) =E
[
(X − µ)(X − µ)T

]
=E

[
(Bε)(Bε)T

]
= E

[
B(εεT )BT

]
=BE(εεT )BT = BImBT = BBT = Σ

• 注意: µ 和 Σ 完全决定多元正态分布的随机向量 X 的联合分布。

多元正态分布与一元正态分布

• 对 ε1, ε2, . . . , εm 独立同标准正态分布，记 ε = (ε1, ε2, . . . , εm)T，a =

(a1, a2, . . . , am)T 是 m 维常数向量，µ 为实数，按照定义 1.1，X =

µ+ aTε 是 n = 1 的多元正态分布，X 是否服从一元正态分布？

119
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• 显然 EX = µ, Var(X) =
∑m

i=1 a
2
i = aTa。

• 如果 a 的元素不全为零，则 Var(X) > 0，这时 X ∼ N(µ,aTa)。多元

正态分布在 n = 1 且 Σ > 0 时与一元正态分布相同。

证明

• 用数学归纳法。当 m = 1 时，X = µ + a1ε1，当 a1 ̸= 0 时已证明

X ∼ N(µ, a21)。

• 设结论对 m 成立，要证明 X = µ+ a1ε1 + · · ·+ amεm + am+1εm+1 服

从 N(µ,
∑m+1

i=1 a2i )。

• 如果 (a1, . . . , am) = (0, . . . , 0)，则 X = µ + am+1εm+1 ∼ N(µ, a2m+1)。

如果 am+1 = 0, 则由归纳法假设 X = µ + a1ε1 + · · · + amεm ∼
N(µ,

∑m
i=1 a

2
i )。

• 设 (a1, . . . , am) 不全为零，am+1 ̸= 0。令 Z = µ+ a1ε1 + · · ·+ amεm,
则 Z 与 εm+1 相互独立，由归纳法假设可知 Z ∼ N(µ,

∑m
i=1 a

2
i )。

• X = Z + am+1εm+1。

• 因为 Z, εm+1 独立，所以 (Z, εm+1) 有联合密度

f(z, u) = (2π)−1

(
m∑
i=1

a2i

)−1/2

exp
{
−1

2

[
(z − µ)2∑m

i=1 a
2
i

+ u2

]}
• 做变换 (

X

Y

)
=

(
1 am+1

0 1

)(
Z

εm+1

)

• 此变换是一一变换，逆变换为(
Z

εm+1

)
=

(
1 −am+1

0 1

)(
X

Y

)
逆变换的 Jacobi 行列式等于 1。

所以，(X,Y ) 的联合密度为

f(x, y) =(2π)−1

(
m∑
i=1

a2i

)−1/2

exp
{
−1

2

[
(x− µ− am+1y)

2∑m
i=1 a

2
i

+ y2
]}

=c1 exp
{
−1

2

[
(x− µ− am+1y)

2∑m
i=1 a

2
i

+ y2
]}
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X 的边缘密度为

fX(x)

=c1

∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2

[∑m+1
i=1 a2i∑m
i=1 a

2
i

y2 − 2
am+1∑m
i=1 a

2
i

(x− µ)y +
(x− µ)2∑m

i=1 a
2
i

]}
dy

=c1 exp
{
−1

2

(x− µ)2∑m
i=1 a

2
i

}
∫ ∞

−∞
exp

{
−1

2

∑m+1
i=1 a2i∑m
i=1 a

2
i

[
y2 − 2

am+1∑m+1
i=1 a2i

(x− µ)y

]}
dy

=c1 exp

−1

2

 1∑m
i=1 a

2
i

−
a2m+1

(
∑m

i=1 a
2
i )
(∑m+1

i=1 a2i

)
 (x− µ)2


∫ ∞

−∞
exp

−1

2

∑m+1
i=1 a2i∑m
i=1 a

2
i

[
y − am+1∑m+1

i=1 a2i
(x− µ)

]2 dy

=c2 exp
{
−1

2

(x− µ)2∑m+1
i=1 a2i

}

其中 c2 是使得
∫∞
−∞ fX(x) dx = 1 的常数，因为 fX(x) 是密度，所以

c2 = (2π)−1/2
(∑m+1

i=1 a2i

)−1/2

。于是 X = µ+
∑m+1

i=1 aiεi ∼ N(µ,
∑m+1

i=1 a2i )。

证毕。

多元正态分布的性质

• 性质 1 多元正态分布的边缘分布也是多元 (或一元) 正态分布.

• 证: 这是因为，X = µ+ Bε 则其一部分分量可以写成用 µ 和 B 的

对应行线性组合的结果。

• 性质 2 如果 X ∼ N(µ,Σ), A 是 m× n 矩阵, 则

Y = AX ∼ N(Aµ, AΣAT).

• 特别对向量 a = (a1, a2, · · · , an)T, 有
n∑

j=1

ajXj = aTX ∼ N(aTµ,aTΣa).

• 证 由 Y = AX = (Aµ) + (AB)ε 和定义 1.1 得到结论.
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• 性质 3 设 X ∼ N(µ,Σ). 当 Σ = BBT 正定时, X 是连续型随机向

量, 有联合密度:

f(x) =
1

(
√
2π)n

√
det(Σ)

exp
[
− 1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

]
,

x = (x1, x2, · · ·xn)
T ∈ Rn. (1.3)

• 证明略。

• 性质 4 如果 Σ 正定，X ∼ N(µ,Σ), 则 X1, X2, . . . , Xn 相互独立的充

分必要条件是

Σ = diag(σ2
1, σ

2
2 , . . . , σ

2
n)

• 证明：利用性质 3 以及独立的充分必要条件是联合密度等于边缘密度
乘积。

• 性质 5 设 X ∼ N(µ,Σ), 则 X1, X2, · · · , Xn 相互独立都服从标准正

态分布的充分必要条件是 µ = 0,Σ = I, 即 X ∼ N(0, I).

• 证明: 必要性: 设各分量 iid 标准正态分布，则

X =


0

0
...
0

+ Inε

其中 ε = (X1, . . . , Xn)
T , 由定义可知 X ∼ N(0, In).

• 充分性: 若 µ = 0, Σ = In，由性质 1 可知各 Xi 为正态分布，且为

N(0,1) 的正态分布，再由性质 4 可知 X1, X2, . . . , Xn 相互独立。

• 性质 6 设 X ∼ N(µ,Σ), 有可逆矩阵 A 使得 Σ = AAT, 则

Y = A−1(X − µ) ∼ N(0, I).

• 证 由性质 2 知 Y 服从多元正态分布, 数学期望和方差阵为

EY =A−1E(X − µ) = 0,

E(Y Y T) =A−1E[(X − µ)(X − µ)T]A−T

=A−1AATA−T = I.
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例 1.1

• 设 X1, X2, · · · , Xn 相互独立, Xj ∼ N(µj , σ
2
j ), 则对非零向量 a =

(a1, a2, · · · , an)T, Y =
∑n

j=1 ajXj ∼ N
(∑n

j=1 ajµj ,
∑n

j=1 a
2
jσ

2
j

)
.

• 证 定义 εj = (Xj − µj)/σj , 则 ε1, ε2, · · · , εn 相互独立都服从标准正
态分布, 并且 Xj = µj + σjεj .

• 从定义 1.1 知道

X =


X1

X2

...
Xn

 =


µ1

µ2

...
µn

 +


σ1 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · σn




ε1

ε2
...
εn


服从多元正态分布.

• 从性质 2 知道 Y = aTXXX 服从正态分布.

• 容易计算 EY =
∑n

j=1 ajµj , Var(Y ) =
∑n

j=1 a
2
jσ

2
j , 故结论成立.

例 1.2

• 如果 X = (X1, X2, . . . , Xn)
T ∼ N(µ,Σ), 其中 µ = (µ1, µ2, . . . , µn)

T,
Σ = (σij)n×n. 则 Xj ∼ N(µj , σjj).

• 证 设向量 a = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T 的第 j 个元素是 1, 其余是零.
则 aTµ = µj , aTΣa = σjj . 从性质 2 得到 Xj = aTX ∼ N(µj , σjj).

5.2 大数律

概率频率定义与大数律

• 在 n 次独立重复试验中, 引入

Xj =

1, 当第 j 试验成功,

0, 当第 j 试验不成功.

则 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn 是 n 次试验中的成功次数, 由概率的频率
定义知道, 对于成功的频率 Xn = Sn/n, 有

lim
n→∞

Xn = P (X1 = 1) = EX1. (2.1)

• 下面的强大数定律将 (2.1) 进行了推广.
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依概率收敛

• 称随机变量的序列 {ξn} = {ξ1, ξ2, · · · }为随机序列 (random sequence).

• 定义 2.1 设 {ξn} 是随机序列, ξ 是随机变量. 如果对任何 ϵ > 0, 有

lim
n→∞

P (|ξn − ξ| ≥ ϵ) = 0, (2.2)

就称 ξn 依概率收敛到 ξ, 记做 ξn
p→ ξ.

• 其含义是 n 很大时, ξn 与 ξ 有非零差距的可能性很小。

弱大数律

• 定理 2.1 设随机序列 {Xn} 独立同分布, 如果 µ = EX1 有限, 则有

Xn
p→ µ (n→∞) (2.5)

其中

Xn
△
= lim

n→∞

1

n

n∑
j=1

Xj .

• 证 只对 σ2 = Var(X) < ∞ 的情况证明. 因为 Xn 分别有数学期望和

方差

EX̄n = µ,Var(X̄n) =
σ2

n
,

利用马尔柯夫不等式 (见 §4.3 定理 3.2) 得到, 对任何 ϵ > 0,

P
(∣∣∣ 1

n

n∑
j=1

(Xj − µ)
∣∣∣ ≥ ϵ

)
≤Var(X̄n)

ϵ2
=

σ2

nϵ2
→ 0, n→∞.

• 通常把类似于 (2.5)的结论称为弱大数律 (weak law of large numbers).

例 2.1

• (接 §4.1 的例 1.4 ) 在赌对子时, 甲每次下注 100 元. 如果他连续下注
n 次, 证明他的盈利 Sn 满足

P (Sn ≤ −18n)→ 1.
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• 证 用 Xi 表示甲第 i 次下注的盈利, 则 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布.
由 §4.1 的例 1.4 知道 µ = EXi = −18.6. Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn.

• 利用

{Sn > −18n} ={X̄n − µ > −18 + 18.6}

={X̄n − µ > 0.6}

⊂{|X̄n − µ| > 0.6},

和定理 2.1 得到, n→∞ 时,

P (Sn > −18n) ≤ P (|X̄n − µ| > 0.6)→ 0.

• 于是
P (Sn ≤ −18n) = 1− P (Sn > −18n)→ 1.

• 说明下注的次数 n 越多, 至少输 18n 元的概率越大.

强大数律

• 定义 2.2 设 {ξn} 是随机序列, ξ 是随机变量. 如果

P
(

lim
n→∞

ξn = ξ
)
= 1,

就称 ξn 以概率 1 收敛到 ξ, 记做 ξn → ξ, wp1，或 a.s.

• 定理 2.2 如果 {Xj} 是独立同分布的随机序列, µ = EX1, 则

X̄n =
1

n

n∑
j=1

Xj → µ, wp1. (2.6)

• (2.6) 的另一个表达方式是

P
(
lim
n→∞

X̄n = µ
)
= 1.

• 类似于 (2.6) 的结果称为强大数律 (strong law of large numbers). 从
强大数律结论 (2.6) 知道概率的频率定义是合理的.

• 强大数律结论比弱大数律结论要强:

• 定理 2.3 如果 ξn → ξ, wp1., 则 ξn
p→ ξ.
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例 2.2

• 在多次独立重复试验过程中, 小概率事件必然发生.

• 证: 设 p 是任意小的正数, 事件 A1, A2, . . . 相互独立, P (Ai) = p. 用
I[Ai] 表示 Ai 的示性函数, 则 I[Ai] 独立同分布.

• 由强大数律得到
1

n

n∑
i=1

I[Ai]→ p, wp1.

• 所以
∞∑
i=1

I[Ai] =∞, wp1.

说明有无穷个 Ai 发生的概率是 1.

5.3 中心极限定理

中心极限定理—问题

• 强大数律和弱大数律分别讨论了随机序列部分和的依概率收敛和以概
率 1 收敛.

• 中心极限定理讨论对充分大的 n, 随机变量的部分和

X1 +X2 + · · ·+Xn

的概率分布问题.

例 3.1: 二项分布

• 独立地重复某一试验，设

Xi =

1 试验成功

0 试验失败
i = 1, 2, . . . , n

则 Xi iid ∼ B(1, p)(两点分布)。

• 令
Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

则 Sn 为 n 次独立试验中成功的次数，Sn ∼ B(n, p)。

• 从演示看出 n→∞ 时 Sn 的分布形状很象正态分布。
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例 3.2: Poisson(泊松) 分布

• 若 {Xj} iid P(λ), 则由 §3.4 的例 4.1 知道部分和

Sn =

n∑
j=1

Xj ∼ P(nλ).

• 从演示看出 n→∞ 时 Sn 的分布形状很象正态分布。

例 3.4: 几何分布的部分和

• 设 {Xj} 独立同分布都服从几何分布 P (X = k) = pqk−1, k = 1, 2, · · · ,
p+ q = 1.

• 可以将 Sn =
∑n

j=1 Xj 设想成第 n 次击中目标时的射击次数 (参考几
何分布的背景), 于是得到

P (Sn = k) = Cn−1
k−1 p

nqk−n, k = n, n+ 1, . . . .

上述分布称为帕斯卡分布.

• 从演示看出 Sn 的概率分布当 n→∞ 时越来越接近于正态分布。

• 注：得到第 n 次成功前失败的次数 Y 的分布称为负二项分布，易见

P (Y = k) = Ck
n+k−1p

n(1− p)k, k = 0, 1, 2, . . .

且 Sn = Y + n。

例 3.4: 指数分布的独立和

• 设 {Xj} 独立同分布都服从指数分布 E(λ), 可以证明部分和 Sn =∑n
j=1 Xj 服从 Γ(n, λ) 分布.

• 从演示看出 Sn 的密度趋向于正态分布。

中心极限定理

• 定理 3.1 (中心极限定理) 设随机序列 {Xj} 独立同分布, 有共同的数
学期望 µ 和方差 σ2. 部分和由 Sn =

∑n
j=1 Xj 定义, 则 Sn 的标准化

ξn =
Sn − nµ√

nσ2
=

X̄n − µ

σ/
√
n

依分布收敛到标准正态分布. 即对任何 x,

lim
n→∞

P (ξn ≤ x) = Φ(x). (3.2)

这里 Φ(x) 是标准正态分布的分布函数.
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• 我们把结论 (3.2) 记成 ξn
d→ N(0, 1), 其中的 d 表示依分布收敛.

• 中心极限定理的应用: 可以用 N(0,1) 近似计算关于 ξn 的概率，用

N(nµ, nσ2) 近似计算关于 Sn 的概率。

• 中心极限定理对大数律的补充：X̄n → µ, 收敛速度如何？因为 ξn =

σ−1
√
n(X̄n − µ) 渐近分布为 N(0,1), 所以 |X̄n − µ| 趋于零的速度是

1√
n
。

例 3.6: 近似计算

• 当辐射的强度超过每小时 0.5 毫伦琴 (mr) 时, 辐射会对人的健康造
成伤害. 设一台彩电工作时的平均辐射强度是 0.036(mr/h), 方差是
0.0081. 则家庭中一台彩电的辐射一般不会对人造成健康伤害. 但是彩
电销售店同时有多台彩电同时工作时, 辐射可能对人造成健康伤害. 现
在有 16 台彩电同时工作, 问这 16 台彩电的辐射量可以对人造成健康
伤害的概率.

• 解 用 Xi 表示第 i 台彩电的辐射量 (mr/h), 则 Xi 的数学期望是

µ = 0.036, 方差是 σ2 = 0.0081. Sn = X1 +X2 + · · ·+X16 是 n = 16

台彩电的辐射量. 题目要求 P (Sn > 0.5).

• 认为 {Xi} 独立同分布时, 按照定理 3.1,

ξn =
Sn − nµ√

nσ2

近似服从 N(0, 1) 分布, 于是

P (Sn > 0.5) =P
(Sn − nµ√

nσ2
>

0.5− nµ√
nσ2

)
=P
(
ξn >

0.5− 16× 0.036√
16× 0.0081

)
=P (ξn > −0.211)

≈Φ(0.211) = 0.58.

这 16 台彩电以大约 58% 的概率会对人造成健康伤害.

二项分布的正态近似

• 推论 3.3 设 Sn ∼ B(n, p), p = 1− q ∈ (0, 1), 则

Sn − np
√
npq

d→ N(0, 1). (3.3)
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• 证明 设 {Xn} 是独立同分布的随机序列, Xi 服从两点分布 B(1, p).
则 ξn = X1 +X2 + · · ·+Xn 和 Sn 同分布, Eξn = np, Var(ξn) = npq.

• 于是
Sn − np
√
npq

和
ξn − np
√
npq

同分布.

• 由定理 3.1 知道当 n→∞, 对 x ∈ (−∞,∞),

P
(Sn − np
√
npq

≤ x
)
= P

(ξn − np
√
npq

≤ x
)
→ Φ(x).

例 3.7: 用正态分布计算二项分布

• 设 Sn ∼ B(n, p) 则 Sn 近似 N(np, npq) 分布。设 X ∼ N(np, npq), 设
a, b 为非负整数。

• 由中心极限定理 n 较大时

p = Pr(a ≤ Sn ≤ b) ≈ P (a < X < b) (*)

• 但是注意 Sn 是取整数值的，所以

p = Pr(a ≤ Sn ≤ b) =Pr(a− 1 < Sn < b+ 1)

上式右端用正态近似和 (*) 不同。

• 为此取折衷，令

p =Pr(a ≤ Sn ≤ b) ≈ Pr(a− 0.5 < X < b+ 0.5)

=Φ
(b+ 0.5− np

√
npq

)
− Φ

(a− 0.5− np
√
npq

)
. (3.4)

称为连续性校正。此近似公式应在 n 充分大时使用，实际规则可以用

min(np, nq) > 5。

• 特别地，

Pr(Sn = a) ≈ Pr(a− 0.5 < X < a+ 0.5).
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例 3.8

• 某药厂试制了一种新药, 声称对贫血的治疗有效率达到 80%. 医药监
管部门准备对 100 个贫血患者进行此药的疗效试验, 若这 100 人中至
少有 75 人用药有效, 就批准此药的生产. 如果该药的有效率确实达到
80%, 此药被批准生产的概率是多少?

• 解 用 Sn 表示这 n(= 100) 个患者中用药后有效的人数. 如果该药的
有效率确实是 p = 80%, 则 Sn ∼ B(n, p).

• 由 100p = 80 > 5, 100(1− p) = 20 > 5, 知道可用近似公式 (3.4). 于是

P (药被批准) =P (Sn ≥ 75)

=P (Sn > 74.5)

=P
( Sn − np√

np(1− p)
>

74.5− np√
np(1− p)

)
=P
( Sn − np√

np(1− p)
>

74.5− 80√
80× 0.2

)
≈1− Φ(−5.5/4) = Φ(1.375) = 0.92.

于是药获得批准的概率是 92%. 如果有效率 p > 80%, 则获得批准的
概率 > 92%(参考习题 7.29).
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6.1 总体和参数

什么是统计学

• 统计学研究如何收集数据、分析数据、从数据做出有依据的推断结果。
一言以蔽之，统计学是研究数据的科学。

• 统计学主要的数学工具是概率论，也广泛使用现代信息技术作为支撑，
通过计算机和信息网络获取数据、进行建模、数据分析计算。

• 统计学是一门科学，不再是数学的一个分支。

描述性统计

• 统计学的做法分为两种：

– 描述性统计:

– 从数据样本中计算一些平均值、标准差、最小值、最大值等概括
统计量，画直方图、散点图等描述图形。

– 推断性统计：

– 假定要研究的对象服从某种概率模型，收集数据后把数据用模型
解释，并做出有概率意义的结论。

总体、个体和均值

• 所要调查的对象全体叫做总体 (population), 总体中每个成员叫做个
体。

• 举例：一批橘子甜不甜？这批橘子作为总体；或者，其甜度作为总体。

• 总体一般用随机变量作为数学模型。如：一批橘子的甜度分布情况用
随机变量作为数学模型。

131
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• 总体参数是描述总体特性的指标，简称参数。

• 如果总体中的个体是有限个，称个体总数 N 为总体容量。

• 总体平均或总体均值是参数。常用 µ 表示。如果知道总体的全部个体

(比如，某小学所有一年级新生的身高) y1, y2, . . . , yN 则

µ =
1

N

N∑
i=1

yi

• 总体方差是参数。常记为 σ2。如果知道总体的全部个体 y1, y2, . . . , yN

则

σ2 =
1

N

N∑
i=1

(yi − µ)2

• σ 称为总体标准差。

样本与估计

• 如果总体只有有限个样本虽然可以测量所有样本计算总体参数，但可
能会消耗过大。

• 有些总体有无限个个体，比如，对某放射性物质测量固定长度时间内
放射出的粒子数，每试验一次就有一个不同结果。

• 为了得到总体的信息，可以从总体中抽取一个有代表性的个体的集合，
称为总体的一个样本。也叫观测数据。样本中个体的个数叫做样本量

(sample size)。

• 试图用样本的情况去判断总体的情况。注意，“有代表性”是一个不容
忽视的要求。

• 从总体中抽取样本的工作叫做抽样 (sampling)。

• 设一个样本为 x1, x2, . . . , xn, 可计算

• 样本均值

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

• 样本方差

s2 =

n∑
i=1

(xi − x̄)2.

• s =
√
s2 称为样本标准差。
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估计

• 如果样本确实是有代表性的，则当样本量 n 较大时，从样本计算的样

本均值和样本方差可以与相应的总体均值和总体方差很接近。

• 利用样本计算出的对总体参数的估计值称为估计 (estimator 或 esti-
mate)。

• 不同的方法可能给出不同的估计，而评判估计优劣的标准也不是唯一
的。这方面有一些数学理论。

例 1.1

• 实际问题中, 总体的样本量往往是非常大的, 这时从数据本身无法看清
总体的情况. 样本均值和样本方差可以提供必要的信息.

• 比赛中甲, 乙两位射击运动员分别进行了 10 次射击, 成绩分别如下:

甲 9.5 9.9 9.9 9.9 9.8 9.7 9.5 9.3 9.6 9.6

乙 9.4 9.3 9.5 9.0 9.1 9.8 9.7 9.5 9.3 9.4

问哪个运动员平均水平高, 哪个运动员水平更稳定.

• 解 用 x̄, sx 和 ȳ, sy 分别表示甲和乙成绩的样本均值和样本标准差.

•
x̄ = 9.67, sx = 0.2058, ȳ = 9.4, sy = 0.2449.

• 甲的平均水平和稳定性都比乙好.

• 知道样本方差后, 可以作出更好的比较结果.

6.2 抽样调查方法

抽样调查的可行性

• 抽样的可行性：汤的例子

– 样本的随机性 (代表性)。如：把汤搅拌均匀。

– 适当的样本量。不用太多也不能太少。

– 样本量不必随总体增大而增大。

• 在大数据背景下，统计数据又有了盲人摸象的窘境: 数据多而繁杂，特
征过多造成数据分布不集中。
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抽样调查的必要性

• 为了从样本推断总体的情况，样本的代表性是最关键的问题。

• 调查全部总体不现实或不必要，如: 寿命试验。

• 抽样调查因为工作量较小, 控制可以更严格，所以有时比普查可以更
准确。

• 但是，如何确保抽取的样本有代表性？

随机抽样

• 如果总体中的每个个体都有相同的机会被抽中，就称这样的抽样方法
为随机抽样方法。

• 简单地分，抽样分为有放回抽取和无放回抽取。

• 无放回随机抽样指在总体中随机抽出一个个体后, 下次在余下的个体
中再进行随机抽样.

• 有放回随机抽样指抽出一个个体, 记录下抽到的结果后放回, 摇匀后再
进行下一次随机抽样.

• 无放回抽取从实现上和从精度上更好，总体容量 N 很大时两者差异

很小。

• 提高样本量可以提高估计精度，但不是总体越大，考虑的特征越多，样
本量也需要随之增大。

例 2.1

• 设 N 件产品中有 M 件次品, N,M 都是未知的. 用随机抽样方法估计
这批产品的次品率 p = M/N .

• 解 无放回地从中依次取 n 件, 用 Y 表示取得的次品数, 则 Y ∼
H(n,M,N)。

•
EY = np, Var(Y ) = np(1− p)

N − n

N − 1
.

• 用样本次品率 p̂ = Y /n 估计 p 时, 有

Ep̂ = p, Var(p̂) = 1

n
p(1− p)

N − n

N − 1
. (2.1)
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• 如果采用有放回的随机抽样,用X 表示取得的次品数,则X ∼ B(n, p)。

•
EX = np, Var(X) = np(1− p).

• 用这时的样本次品率 p̃ = X/n 估计 p 时, 有

Ep̃ = p, Var(p̃) = 1

n
p(1− p). (2.2)

• Ep̂ = Ep̃ = p, 说明这两种方法都是较好的估计方法, 没有偏差.

• 由于样本方差 E(Y /n− p)2 描述的是 Y /n 向真实参数 p 的集中程度,
因而是描述估计精度的量.

• 样本方差越小, 说明估计的精度越高.

• Var(p̂) < Var(p̃) 说明无放回随机抽样的估计精度更好。

• 但是当 N 比 n 大很多时, (N − n)/(N − 1) 接近于 1, 说明两种抽样方
法差别不大.

• 另外 Var(p̃) 与 N 无关, 说明要达到一定的估计精度, 只需要适当地增
加 n.

• 并不是说总体数目 N 越大, 就需要多抽样.

• 无放回随机抽样下的情况也是类似的.

• 试验和理论都证明: 在随机抽样下, 样本均值 x̄ 是总体均值 µ 很好的

估计, 样本标准差 s 是总体标准差 σ 很好的估计.

• 在样本量不大时, 增加样本量可以比较好地提高估计的精确度.

• 例: 考虑某大学一年级 2000 个同学的平均身高 µ 时, 需要调查 50 同

学的身高.

• 实现无放回的随机抽样的方法是先将 2000 个同学的学号分别写在
2000 张小纸片上, 然后放入一个大纸箱进行充分的摇匀. 最后从纸箱
中无放回地抽取 50 个纸片. 纸片上的学号就是被选中的同学的学号.

• 现在一般采用计算机随机抽签方法。

• 以上问题的一种计算机抽签方法为: 对 2000个学号 i，i = 1, 2, . . . , 2000,
独立地从U(0,1)抽取 Ui, i = 1, . . . , 2000对应到每个学生。从 U1, U2, . . . , U2000

中选出最小的 50 个，其对应的学生作为样本。
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随机抽样的无偏性

• 从总体 X 中等可能地随机抽取，不论是有放回还是无放回，得到的

X1, X2, . . . , Xn 看成随机变量，都可以证明

EX̄ = µ

• 样本在需要讨论其分布性质时看成随机变量，记做大写的X1, X2, . . . , Xn;
在讨论样本的具体取值时看成普通数值，记做小写的 x1, x2, . . . , xn。

代表性偏差失误举例

• 例 2.2 1936 年是美国总统选举年. 这年罗斯福 (Roosevelt) 任美国总
统期满, 参加第二届的连任竞选, 对手是堪萨斯州州长兰登 (Landon).

• 当时美国刚从经济大萧条中恢复过来, 失业人数仍高达 900 多万, 人们
的经济收入下降了三分之一后开始逐步回升.

• 当时, 观察家们普遍认为罗斯福会当选.

• 而美国的“文学摘要”杂志的调查却预测兰登会以 57% 对 43% 的压
倒优势获胜.

•“文学摘要”的预测是基于对二百四十万选民的民意调查得出的.

• 自 1916 年以来, 在历届美国总统的选举中“文学摘要”都做了正确的
预测. “文学摘要”的威信有力地支持着它的这次预测.

• 但是选举的结果是罗斯福以 62% 对 38% 的压倒优势获胜.

• 此后不久“文学摘要”杂志就破产了.

• 要了解“文学摘要”预测失败的原因就必须检查他们的抽样调查方案.

•“文学摘要”是将问卷寄给了一千万个选民, 基于收回的 240 万份问卷
得出的判断. 这些选民的地址是在诸如电话簿, 俱乐部会员名单等上查
到的.

• 分析: 1936 年只有大约四分之一的家庭安装了电话. 由于有钱人才
更有可能安装家庭电话和参加俱乐部, 所以“文学摘要”的调查方案
漏掉了那些不属于俱乐部的穷人和没有安装电话的穷人, 这就导致了
调查结果有排除穷人的偏向.
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• 在 1936 年, 由于经济开始好转, 穷人普遍有赞同罗斯福当选的倾向, 富
人有赞同兰登当选的倾向. “文学摘要”的调查结果更多地代表了富
人的意愿, 导致了预测的失败.

• 抽样的方案应当公平的对待每一位选民和每一个群体, 以便得到选民
的真实情况. 将哪一个群体排除在外的抽样方案都会导致有偏的样本,
从而导致错误的结论.

分层抽样方法

• 总体当中分为不同人群时 (如城镇和乡村)，虽然仍然进行等可能随机
抽样，这样不同人群差异过大引起估计误差变大，而且操作也不方便。

• 好的作法是按人口比例在不同人群中分别进行随机抽样。

• 计算平均值等统计量时要用加权求和（平均）计算。

例 2.3

• 2000 年, 某市进行家庭年收入调查时, 分别对城镇家庭和农村家庭进
行调查.

• 在全部城镇的 85,679 户中无放回随机抽取了 350 户, 在全部农村的
275,692 户中无放回随机抽取了 360 户.

• 调查结果如下:

• 城镇家庭年平均收入是 35612 元;

• 农村家庭年平均收入是 5623 元.

• 这里遇到了两个分总体 A1 和 A2, 第一个分总体 A1 是所有城镇家庭

的年收入, 第二个分总体 A2 是所有农村家庭的年收入.

• 用 A 表示该市所有家庭的年收入时, 总体 A 是两个分总体 A1 和 A2

的并.

• 用 x̄1 表示来自总体 A1 的样本均值, 用 x̄2 表示来自总体 A2 的样本

均值, 则
x̄1 = 35612, x̄2 = 5623.



138 第六章 描述性统计

• A1 和 A2 在 A 中所占的比例分别是

w1 =
85679

85679 + 275692
w2 =

275692

85679 + 275692

=0.2371. = 0.7629.

• A 的总体均值 µ 的估计是

X̄ = w1x̄1 + w2x̄2 = 0.2371× 35612 + 0.7629× 5623 = 12733(元).

于是该市平均年家庭收入的估计是 12733 元.

• 上面的抽样调查问题中, 还可以把全部家庭再细分成城镇中的工人, 公
务员, 教师等; 将农村家庭分成农民家庭, 农村干部家庭等.

一般分层抽样方法

• 把总体 A 分成 L 个互不相交子总体:

A = A1 +A2 + · · ·+AL.

称这些子总体为层 (strata), 称 Ai 为第 i 层.

• 然后在每层中独立地进行随机抽样.

• 用 N 表示总体 A 的个体总数, 用 Ni 表示第 i 层的个体总数时, 有

N = N1 +N2 + · · ·+NL.

• 我们称
wi =

Ni

N
, (i = 1, 2, · · · , L)

为第 i 层的层权 (weight).

• 用 µ 表示 A 的总体均值.

• 对 i = 1, 2, · · · , L, 用 ni 表示从第 i 层抽出样本的个数，x̄i 表示从第

i 层抽出样本的样本均值. 称

x̄st = w1x̄1 + w2x̄2 + · · ·+ wLx̄L

是总体均值 µ 的简单估计.

• 称
V (x̄st) ≡ w2

1Var(x̄1) + w2
2Var(x̄2) + · · ·+ w2

LVar(x̄L)

是简单估计 x̄st 的抽样方差.
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• 抽样方差 V (x̄st) 是评价简单估计 x̄st 的估计精度的指标. V (x̄st) 越

小, 说明 x̄st 越好.

• 当各层内总体方差相近时，各层样本量 ni 应该正比于各层总体容量

Ni。

为什么要用加权平均

• 在例 2.3（城镇与农村收入）中，如果从城镇与农村都抽取相同的样本
个数，采用直接两个平均值再简单地平均，而忽略实际农村人口数为

城镇人口三倍以上的事实，就过于乐观地估计了所有人口的收入。

• 设所有城镇个体收入为 Xi, i = 1, . . . , N1, 所有农村个体收入为 Yj ,
j = 1, . . . , N2.

• 则城镇总体收入平均值为

µ1 =
1

N1

N1∑
i=1

Xi;

农村总体收入平均值为

µ2 =
1

N2

N2∑
j=1

Yj .

• 总体平均值为

µ =
1

N1 +N2

(
N1∑
i=1

Xi +

N2∑
j=1

Yj

)

=
1

N1 +N2

(N1µ1 +N2µ2)

=
N1

N1 +N2

µ1 +
N2

N1 +N2

µ2.

• 设城镇样本平均值为 x̄, 则 x̄ 为 µ1 的良好估计；设农村样本平均值为

ȳ, 则 ȳ 为 µ2 的良好估计。

• 为了估计总体平均值 µ，需要用加权公式

µ̂ =
N1

N1 +N2

x̄+
N2

N1 +N2

ȳ.
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分层抽样方法的优点

• 同时得到分层的统计量。

• 容易保证样本代表性从而提高精度。

• 实施容易。

系统抽样

• 随机抽样有时难于实施，当个体排列本身比较随机时，根据某种固定
规律抽取，也能达到类似随机抽样效果，称为系统抽样。

例 2.4

• 在调查某居民住宅区的 999 个住户对住宅区的环境满意程度时, 要按
照 1 : 14 的比例进行抽样调查.

• 为方便抽样, 将这 999 户按门牌号码的顺序依次编号.

• 下面的每个数对应一户的门牌号码.

1 2 3 4 5 6 7 ...... 13 14

15 16 17 18 19 20 21 ...... 27 28

29 30 31 32 33 34 35 ...... 21 22

.. .. .. .. .. .. .. ...... .. ..

981 982 983 984 985 986 987 ...... 993 994

995 996 997 998 999

• 先在 1-14 中随机抽取一个数字, 如果抽到 7, 就调查排在第 7 列的所
有家庭, 请这些家庭对小区环境的满意程度打分, 分数分为 1, 2, 3, 4, 5

级.

• 第 7 列有 71 户, 所以样本量 n = 71.

• 这 71 户的平均分是样本均值.

• 用样本均值作为全体住户对小区环境的平均分的估计.

• 用 xi 表示这 71 户中第 i 户的打分, 样本均值是

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ x71

71
.

• 称上面的抽样方法为系统抽样法.
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系统抽样法的特点

• 如果总体中的个体按一定的方式排列, 在规定的范围内随机抽取一个
个体, 然后按照制定好的规则确定其他个体的抽样方法称为系统抽样
法.

• 最简单的系统抽样法是取得一个个体后, 按相同的间隔抽取其他个体.

• 系统抽样方法的主要优点是实施简单, 只需要先随机抽取第一个个体,
以后按规定抽取就可以了.

• 系统抽样法比随机抽样法简单, 随机抽样方法每次都要随机抽取个体.

• 如果了解总体中个体排列的规律, 设计合适的系统抽样规则可以增加
估计的精度.

6.3 用样本估计总体分布

表格与图形概括

• 实际数据量可能很大，比如几千、几万、几十万、几百万观测值都是
可能的。

• 直接浏览数据可以获得一些直观印象，但是不能形成总体分布概念。

• 总体分布包括：变量是离散取值还是连续取值的，如果离散取值，所
有可取值集合是什么，每种取值出现多少次，占百分之几。

• 如果变量是连续取值的，需要了解变量的取值范围，然后在取值范围
内分段，对每段的取值个数进行计数并计算百分比，可以画出每段的

比例的图形（称为直方图），可以计算简单的样本平均值、标准差等，

可以画密度估计图、茎叶图等。

频率分布表

• 对离散型总体（如性别、职业等），只要列出样本样本每个值的次数和
比例。

• 例如，某班学生名单中，男生 30 个，女生 12 个，可以列出如下概括
统计表格:

人数 百分比

男生 30 71%
女生 12 29%
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• 对于连续型总体，可以适当分组后列出每组的观测个数和百分比。

• 做出的表格称为频率分布表。

• 当样本量是 n, 可以参照下面的经验公式将数据分成大约

K = 1 + 4lgn

段. 但是这里的经验公式只对分段起参考作用.

例 3.1

• 下面是某城市公共图书馆在一年中通过随机抽样调查得到的 60 天的
读者借书数, 数据已经从小到大排列, 制作频率分布表.

• 数据:

213 230 239 289 291 301 308 310 311 312

318 318 337 343 344 348 349 351 360 362

368 372 374 379 383 385 390 393 396 399

400 404 406 425 429 430 436 438 440 441

444 446 450 453 456 458 471 473 475 483

484 495 498 498 521 524 549 556 568 584

• 解 数据中的最小值是 213, 最大值是 584. 这 60 个数据就散布在闭
区间 [213, 584] 中.

• 取一个略大的区间 (200, 600], 它的端点都是整数.

• 用经验公式计算出

K = 1 + 4lgn = 1 + 4 lg 60 = 8.1126.

我们将 (200, 600] 八等分, 排在下表的第一列.

• 计算出数据落入各段的个数 ni, 填入第二列.

• 计算出数据落入各段的频率 (百分比)

f1 =
3

60
= 5%, f2 =

2

60
≈ 3.3%, · · · , f8 =

3

60
= 5%,

依次填入第三列.
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• 最后将各列之和填入最后一行, 得到如下频率分布表.

借出书数 i 发生次数 ni fi =发生频率

(200, 250] 3 5.0%
(250, 300] 2 3.3%
(300, 350] 12 20.0%
(350, 400] 14 23.3%
(400, 450] 12 20.0%
(450, 500] 11 18.3%
(500, 550] 3 5.0%
(550, 600] 3 5.0%
总计 60 99.9%

• 由于计算频率时四舍五入引起计算误差, 频率之和可能是 1 的近似.

• 从上述频率分布表可以方便地分析出以下结果:

• 有 8.3% 的工作日借出的图书少于等于 300 册;

• 有 63.3% 的工作日借出图书的数量在 301 至 450 册之间;

• 有 48.3% 的工作日借出的图书在 400 册以上;

• 只有 10% 的工作日借出的图书多于 500 册.

• 当总体 X 是全年每个工作日的借书数量时, 上述结果可以作为对总体
的推测.

制作频率分布表的一般步骤

• 第一步: 将数据从小到大排列, 将排列后的数据进行分段, 相等的数
据必须分在同一段内.

• 每段中的数据被称为一组数据, 所以我们又把分段称为分组.

• 分段的多少应当适中.

• 分段过多, 数据过于分散, 不利于看出数据的特征和规律;

• 分段过少也不利于看到数据的特征和规律.

• 第二步: 决定各段的长短. 在许多情况下, 为了方便, 除去第一和最后
这两段, 可以把其他各段的长度取作相同.
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• 还应当把各段的端点确定在便于记忆的数值上. 为了达到以上目的, 第
一段的左端点可以比数据的最小值小一些, 最后一段的右端点可以比
数据的最大值大一些.

• 第三步: 绘制频率分布表的第一列 (参考例 3.1).

• 第四步: 计算每段内数据的个数 ni, 填入表格的第二列.

• 第五步: 计算数据落在每一段内的频率 fi, 填入表格的第三列.

• 第六步: 将第 2,3 列之和填入最后一行形成总计.

• 注: 由于频率分布表的制作没有统一的数据分段方法, 所以对相同的
数据, 可以作出不同的频率分布表. 但是好的频率分布表应当是简单明
了的.

频率直方图

• 离散型总体的各不同类型个数可以用条形图表示。

• 连续型数据分组后可以绘制频数直方图。这与频率分布表类似，只不
过分组和频数都体现在图形中。以横坐标表示分组，以纵坐标表示频

数，一个组用一个小矩形表示。

• 纵坐标也可以用频率，这样图形不变，只有纵坐标刻度变化。称为频
率直方图。

• 纵坐标还可以适当伸缩使得小长方形的的总面积等于 1，用来作为分
布密度估计，称为密度直方图。

• 下面的图用的是频数。

每日借出图书分布频数直方图
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Histogram of borrowed books
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折线直方图

• 对密度直方图，在直方图最小值端和最大值端分别延伸出一个高度为
零的小矩形，然后把两个相邻小矩形的顶部中点用折线连接起来，得

到密度估计的折线图。

• 见下面图的蓝色线。

每日借出图书分布密度估计折线图
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茎叶图

• 茎叶图可以看成水平放置的直方图。

• 茎叶图可以把所有数据点画到图上。

• 双茎叶图可以比较两个变量。

例 3.4

• 上海市 2004 年 7 月 10 日至 2004 年 7 月 31 日空气中可吸入颗粒物
的监测数据：

85 85 66 71 62 52 55 59 52 62 59

70 80 96 97 94 62 51 57 67 96 93

• 解 先将数据从小到大排列得到:

51 52 52 55 57 59 59

62 62 62 66 67

70 71

80 85 85

93 94 96 96 97

• 数据的十位上的数是 5,6,7,8,9, 把他们叫做“茎”, 排列下表的第一列;

• 茎 5 后面的个位数分别是 1,2,2,5,7,9,9, 把他们叫做茎 5 的“叶”, 排
在茎 5 的后面, 按相同的方法把茎 6 的叶 2,2,2,6,7 排在茎 6 的右边,
· · · · · · , 把茎 9 的叶 3,4,6,6,7 排在茎 9 的右边.

• 就得到了如下的茎叶图.

茎 叶

5 1225799

6 22267

7 01

8 055

9 34667

• 茎起到坐标轴的作用。

• 叶可以用来核查数据，叶的多少构成了横向的直方图。



6.3 用样本估计总体分布 147

• 从茎叶图中看出, 尽管这 22 天中可吸入颗粒物都是处于良的水平, 但
是有较多的时间接近于优, 也有较多的时间接近于轻度污染.

• 注: 可吸入颗粒物在 0 至 50 之间称为优; 可吸入颗粒物在 51 至 100
之间称为良; 可吸入颗粒物在 101 至 150 之间称为轻度污染.

每日借出图书样本的茎叶图

The decimal point is 2 digit(s) to the right of the |

2 | 134
2 | 99
3 | 0111122444
3 | 5556677788999
4 | 0000133344444
4 | 5556677888
5 | 00022
5 | 5678

数据值近似到了两位有效数字。

双茎叶图例子

• 上海市 2004 年 7 月 10 日至 2004 年 7 月 31 日空气中二氧化硫和二
氧化氮的监测数据.

• 二氧化硫数据:

55 62 54 71 60 51 55 56 51 58 61

62 69 73 72 69 58 42 42 65 77 73.

• 二氧化氮数据:

38 37 30 39 31 19 22 22 18 26 25

31 38 44 42 35 22 19 22 37 50 38.

• 先将两组数据分别从小到大排列, 得到:

• 二氧化硫数据:

42 42

51 51 54 55 55 56 58 58

60 61 62 62 65 69 69

71 72 73 73 77
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• 二氧化氮数据:

18 19 19

22 22 22 22 25 26

30 31 31 35 37 37 38 38 38 39

42 44

50.

• 两个茎叶图共享同一个茎作为坐标轴。

• 二氧化硫的叶子放在茎左侧，二氧化氮的叶子放在茎右侧。

• 图:
二氧化硫 树 二氧化氮

树叶 茎 树叶

1 899

2 222256

3 0115778889

22 4 24

88655411 5 0

9952210 6

73321 7

• 纯以数值比较，二氧化硫的空气质量指标比二氧化氮的空气质量指标
要差很多.

• 数据茎叶图的优点是利用了数据的每个信息, 从茎叶图中可以直观地
看到数据的分布情况.

• 但是数据量很大时, 茎叶图的效果就不好了，因为这时的茎叶图会很
长或很宽.

6.4 众数和中位数

众数和中位数

• 数据的频率分布表, 频率分布直方图和茎叶图都可以展示出数据的分
布形状, 从中可以对数据有一个大致的了解.

• 需要更简单概括的描述方式。

• 平均值、标准差、众数、中位数等称为数据的数字特征。
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众数

• 众数是观测值中出现次数最多的数，记为 M0。

• 如果次数最多的不止一个，众数允许有多个。

• 众数有一定代表性。它受数据中极大或极小值变化的影响较小. 从分
布的角度看, 众数出现的频率最高.

• 但是，众数的位置偶然性也比较大，现代采用较少。

例 4.1

• 某超市用随机抽样的方式调查了 30 个顾客购买商品的件数, 结果从小
到大排列如下:

0 0 1 1 1 2 2 2 3 3

4 5 6 6 8 9 9 10 10 10

10 12 12 13 15 16 18 20 23 29

求众数和样本均值.

• 解 样本中 10 出现的次数最多, 是 4 次, 所以 10 是众数.

• 样本均值是

x̄ =
1

30
(1 + 1 + · · ·+ 23 + 29) = 8.667.

• 在例 4.1 中, 如果购买件数最多的那个顾客购买件数增加从 29 增加的
到 40, 众数不变, 样本均值增加为 9.04.

• 数据中最大值的变化对众数没有影响, 对样本均值的影响较大.

极差

• 数据中最大值与最小值的差称为极差, 直观反映了数据分布范围宽窄。

• 例 4.1 中极差为 29− 0 = 29。
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中位数

• 样本数据从小到大排列后，最中间的一个（有奇数个时）的值或最中
间的两个（有偶数个时）的平均值为样本中位数。

• 记作 Md。

• 用作样本左右位置的一个度量指标，以及总体左右位置的估计。

• 设观测数据已经被从小到大排列为:

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn.

• 对 n 为奇数情况，中位数是从小到大排在中间一个，Md = xn+1
2
。如:

1, 5, 9, 12, 13 的中位数是 9.

• 对 n 为偶数情况，中位数用从小到大排在中间的两个平均计算, Md =
1
2
(xn

2
+ xn

2 +1)。如: 1, 5, 9, 12, 13, 21 的中位数是 Md = 9+12
2

= 10.5。

• 小于等于中位数的数据不少于样本量的二分之一, 大于等于中位数的
数据不少于样本量的二分之一

• 中位数作为总体位置的度量比较不受极端值影响，而均值则会收到极
端值影响。

例 4.2

• 2001 年, 在对 A 城市进行年人均收入调查时, 采用随机抽样的方法得
到了以下 10 个数据 (单位: 万元)：

0.79, 0.98, 1.17, 1.46, 1.67, 1.79, 1.82, 1.98, 2.26, 9.78

计算中位数和样本均值.

• 解 数据已经从小到大排列. 中位数是

Md =
1.67 + 1.79

2
= 1.73.

• 样本均值
x̄ =

0.97 + 0.98 + · · ·+ 9.78

10
= 2.37.



6.4 众数和中位数 151

• 数据的茎叶图 (精确到小数点后 1 位):

茎 叶

0 8

1 02788

2 03

3

4

5

6

7

8

9 8

• 观测点 9.78 和其它值距离很远。称这样的值为离群值。

• 如果对 A 城市不了解其他经济情况, 很难作出年人均收入的合理估计.

• x̄ = 2.37 很可能过高估计了总体均值, 因为 9.78 万元的年收入比其他

人的年收入大的太多了.

• 9.78 拉高了样本均值.

• 中位数 1.73 看来好一些, 但是也可能低估或高估了总体均值, 我们还
不了解有 9.78 万元年收入的人的比例.

• 要作出合理的估计, 必须增加抽样调查的样本量.

例 4.3

• 数学考试后, 甲班成绩的中位数是 72 分, 乙班成绩的中位数是 78 分.
仅从这两个数看, 哪班数学好的同学更多一些.

• 解 甲班有不少于 50% 的同学的成绩在 72 分之下, 乙班有不少于
50% 的同学的学习成绩在 78 分之上, 乙班数学好的同学更多一些.

四分之一和四分之三分位数

• 设样本的中位数为 Md，从样本中取出小于等于 Md 的子集，计算这

个子集的中位数，定义为四分之一分位数。
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• 大于等于四分之一分位数的样本点占所有样本点比例约为四分之一，
小于等于四分之一分位数的样本点占所有样本点比例约为四分之三。

• 四分之三分位数类似计算。

总体分位数

• 设总体 X 有严格单调增的连续分布函数 F (x)，F−1(p), p ∈ (0, 1) 为

F (·) 的反函数。

• 对 p ∈ (0, 1)，称 F−1(p) 为 X 的 p 分位数。

• 一般地，若 xp 使得

P (X ≤ xp) ≥ p, P (X ≥ xp) ≥ 1− p,

称 xp 为 X 的 p 分位数。

• 这样的 p 分位数可能不唯一。

• 为了使得 p 分位数定义唯一，令

F−1(p) = inf{x : F (x) ≥ p}, p ∈ (0, 1)

称 F−1(p) 为 X 的 p 分位数。

样本分位数

• 样本分位数是总体分位数的估计。

• 对样本 x1, x2, . . . , xn，设其从小到大排列为 x(1) ≤ x(2) ≤ . . . x(n), 总
体分位数 xp 的估计常采用 b = x([np])，这里 [·] 表示向下取整运算。

• 分位数估计有多种方法，b = x([np]) 是一个最简单的估计。

• 约有比例 p 的样本小于等于样本 p 分位数，约有比例 1− p 的样本大

于等于样本 p 分位数。

6.5 随机对照试验

随机对照试验

• 观察研究是不严谨的研究方式。

• 为了解某药物、治疗等的效果，需要进行双盲随机对照试验。
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• 例：坏血病研究。

• 例：经脉吻合分流试验。

• 随机对照组是必要的，否则可能得出错误结论。

• 例：脊髓灰质炎疫苗双盲随机对照试验。

例：坏血病的研究

• 17 世纪初期, 长期在海上航行的水手经常患坏血病. 坏血病的症状是
牙龈肿大出血, 皮肤上出现青灰的斑点.

• 英国海军部试图考察坏血病的起因. 他们怀疑这是因为水手缺乏柑橘
类的水果造成的.

• 当此想法提出时, 刚好有 4 艘军舰要远航. 为了调查是否由于水手缺
乏柑橘类的水果而导致坏血病, 海军部随机地安排了一艘军舰上的水
兵每天喝柑橘汁, 另外 3 艘军舰不供应柑橘汁. 这是一次安排好的试
验.

• 试验的结果是: 航行还没有结束, 没有提供柑橘汁的水手多数得了坏血
病, 而提供柑橘汁的军舰没有发现坏血病. 最后, 提供柑橘汁的军舰不
得不把携带的柑橘汁分给其他的军舰, 以帮助他们顺利返航.

• 尽管本次试验的计划还可以从各个方面进行改进, 但是试验的结果成
功地证实了最初的怀疑.

• 在例 5.1 中, 我们称喝柑橘汁的水兵是试验组 (experimental group),
称不喝柑橘汁的水兵为对照组 (control group).

• 试验组由随机选择出的对象构成, 试验组的成员要接受某种特殊的待
遇或治疗等. 而对照组由那些没有接受这种特殊待遇的对象构成.

• 一个好的试验设计应当有一个试验组和一个对照组.

• 为什么要有对照组？

• 在例 5.1 中, 如果没有对照组, 为 4 艘军舰都提供柑橘汁, 就没有水兵
患上坏血病, 海军部就不能确认他们的最初怀疑. 因为不能确定是否有
其他的食品或治疗避免了坏血病.

• 为什么试验组要随机抽取?
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• 在例 5.1 中, 如果安排喜欢喝柑橘汁的水兵在试验组, 喜欢喝啤酒的水
兵在对照组, 就不能确定研究开始前这两组水兵的身体状况是否有差
异. 水手身体状况的差异也可能影响是否容易得坏血病.

• 随机选择试验组能够有效地抵消个体差异造成的对试验结果的影响.

• 随机选择试验对象是英国统计学家费歇 (Fisher) 的贡献, 在 20 世纪
初, 他用此方法致力于农业试验的研究. 从此随机选择试验组成为安排
试验的基本原则.

例：静脉吻合分流术

• 在一些肝硬化病例中, 许多病人会从肝出血直至死亡. 历史上有一种称
为“静脉吻合分流术”的外科手术用于治疗肝硬化, 其原理是运用外
科手术的方法使血流改变方向.

• 这种手术花费很大并且有很高的危险性. 值得做这样的手术吗?

• 为了解决上述问题, 一共有三批共 51 次手术试验. 第一批进行了 32
次无对照组的试验. 结果如下:

设计方法 显著有效 中等有效 无效 试验次数

无对照组 24 7 1 32

所占比例 75% 21.9% 3.1% 100%

试验说明有 75% 的手术显著有效, 21.9% 的手术中等有效, 看来手术
是值得做的.

• 第二批共进行了 15 次手术试验, 这批试验有对照组, 但是对照组的病
人不是随机选取的. 医生根据病人的临床诊断情况决定是将病人编入
实验组做手术, 还是编入对照组不做手术. 结果如下:

设计方法 显著有效 中等有效 无效 试验次数

非随机对照 10 3 2 15

所占比例 66.7% 20% 13.3% 100%

这次试验的结果是 66.7% 的手术显著有效, 20% 的手术中等有效,
13.3% 的手术无效. 这个试验结果也是对静脉吻合分流术的肯定. 这次
的结果与无对照组的试验结果差别不是很大.

• 再看有随机选取的对照组的第三批试验, 这批试验只有 4 次手术. 随
机选取的方式类似于掷硬币, 如果硬币正面朝上就将病人选入试验组
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作手术. 这次试验处理组的结果如下:

设计方法 显著有效 中等有效 无效 试验次数

随机对照 0 1 3 4

所占比例 0% 25% 75% 100%

随机对照试验的结果显著地否定了外科手术“静脉吻合分流术”.

• 结果显示: 设计差的试验研究过分夸大了外科手术“静脉吻合分流术”
的价值. 经过认真设计的试验研究显示“静脉吻合分流术”几乎没有
什么价值.

• 为什么会出现如此大的差别呢?

• 在无对照组和非随机选取对照组的试验中, 实验者根据病人的临床诊
断决定是否将他编入试验组进行手术.

• 这样做就出现一种自然的倾向: 试验人员更倾向于将那些身体状态较
好的病人选入试验组, 以减少手术风险. 其结果有利于对手术的肯定评
价, 这种结果是不真实的.

• 对上述试验的跟踪观测发现,做手术的 51个病人中 3年后大约有 60%
仍然活着, 随机对照组中 (没做手术的病人)3 年后大约也有 60% 的病
人仍然活者. 这就说明手术基本是无效的.

• 而在非随机对照组中, 只有 45% 的病人存活期超过三年, 这就说明了
非随机对照组中的病人健康情况较差, 验证了健康情况较好的病人更
容易被选入试验组作手术.

• 随机安排对照组是十分必要的, 否则可能得出错误的结论.

• 我们称随机选取试验组的对照试验为随机对照试验.

其它随机对照试验案例

• 在人类历史上还有许多成功使用随机对照试验的例子, 也有许多惨重
的教训.

• 例如, 随机对照实验否定了治疗冠状动脉病的冠状旁道外科手术 (该手
术费用昂贵), 否定了用抗凝剂治疗心脏病突发, 否定了用 5-FU 对结
肠癌进行化疗, 否定了用乙烯雌粉预防流产.
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• 具体情况如下.

医疗方法 随机对照实验 非随机对照实验

结论 有效 无效 有效 无效

冠状旁道手术 1 7 16 5

抗凝剂治疗 1 9 5 1

5-FU 结肠癌化疗 0 5 2 0

乙烯雌粉预防流产 0 3 5 0

• 特别需要指出的是有关乙烯雌粉的实验, 随机对照试验完全否定了这
种预防流产的药. 但是起初的非随机对照试验却赞同药的疗效, 这是一
个医学的悲剧. 在美国的 60 年代末, 医生每年大约为 5 万名孕妇发放
这种药. 后来揭示, 怀孕期间的母亲服用乙烯雌粉, 20 年后给她们的女
儿带来灾害性的副作用, 可能引发他们的女儿得一种罕见的癌症. 该药
于 1971 年被禁止使用.

• 人们从太多的悲剧中总结了教训: 对一种新药不作随机对照实验是非
常危险的.

小儿麻痹症疫苗随机对照双盲试验

• 1916年小儿麻痹症 (脊髓灰质炎)袭击了美国,以后的 40年间,受害者
成千上万. 20 世纪 50 年代, 人们开始开发预防疫苗. 当时萨凯 (Salk)
培育的疫苗最有希望. 他的疫苗在实验室中表现良好: 安全, 产生对脊
髓灰质炎病毒的抗体. 但是在大规模使用前必须进行现场人体试验, 通
过试验最后确定疫苗是否有效. 只有这样才能达到保护儿童的目的.

• 当时采用了随机对照的研究方案, 对每个儿童用类似投掷一个硬币的
方法决定是否将其编入试验组: 正面朝上分在试验组, 否则分在对照
组. 除了试验的设计人员, 连医生也不知道哪个儿童分在试验组, 哪个
儿童分在对照组.

• 然后，给分在试验组的儿童注射疫苗, 给分在对照组的儿童注射生理
盐水, 让他们认为也被注射了疫苗.

• 得到的结果如下:

试验人数 试验后的发病率

试验组 20万 28/10万

对照组 20万 71/10万
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• 试验结果显示, 疫苗将小儿麻痹症的发病率从 10 万分之 71 降低到 10
万分之 28. 由于 0.00071 和 0.00028 的差别超出了随机性本身所能解

释的范围, 所以宣布疫苗是成功的.

• 进一步的分析指出, 可以以近 100% 的概率保证疫苗是有效的 (参考
§8.6, 例 6.4).

• 我们把对照组中的处理方法称为使用安慰剂 (placebo), 例 5.3 中的安
慰剂是注射生理盐水.

• 给对照组的儿童使用安慰剂是为了避免儿童的心理作用影响试验的结
果. 尽管可以认为光靠精神作用不能抵抗小儿麻痹症, 但是为了确认试
验结果的可靠性, 使用安慰剂是必要的.

• 不让医生知道儿童是来自试验组还是对照组是为了使医生能够作出更
公正的诊断, 避免在诊断儿童是否患有小儿麻痹症时受到心理因素的
影响.

• 此例中的随机对照试验又称为随机对照双盲试验. 双盲的之一是指儿
童自己不知道自己是在试验组还是在试验组, 也就是说不知道自己被
注射的是疫苗还是安慰剂, 甚至不知道有安慰剂, 这就有效地避免了潜
在的心理影响.

• 另外一盲是指医生不了解他诊断的病人在对照组还是在试验组, 这就
避免了医生对疫苗的主观看法带来的可能影响. 在可能的场合, 随机对
照双盲试验可以最大程度地避免心理因素的影响.

• 在许多场合, 精神因素是不能忽视的. 有资料显示在医院中给那些手术
后产生剧痛的病人服用由淀粉制成的“止痛片”后，大约有 1/3 的病

人感觉剧痛减轻.
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第七章 参数估计

7.1 点估计和矩估计

总体和样本

• 如果 X 是从总体中随机抽样得到的个体, 则 X 是随机变量, X 的分
布就是总体的分布.

• 如果对总体进行有放回的随机抽样, 就得到独立同分布的, 和 X 同分

布的随机变量 X1, X2, · · · , Xn. 我们称 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X

的简单随机样本.

• 在 §2.2 的例 2.1, 观测放射性钋放射 α 粒子的试验中, 用 X 表示 7.5
秒内观测到的粒子数. 在独立重复观测时, 用 Xi 表示第 i 次观测结果,
则 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 和 X 同分布, X1, X2, · · · , Xn 是来自

总体 X 的简单随机样本.

• 定义 1.1 如果 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 和 X 同分布, 就称 X 是

总体, 称 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样本, 称观测数据的个
数 n 为样本量.

• 为了简单, 也把总体 X 的简单随机样本简称为总体 X 的样本.

• 在实际问题中得到的总是简单随机样本 X1, X2, · · · , Xn 的观测值

x1, x2, · · · , xn. 我们也称 x1, x2, · · · , xn 是总体 X 的简单随机样本.

• 在统计学中, 常常不把 X1, X2, · · · , Xn 与它们的观测值 x1, x2, · · · , x2

严格区分, 这是为了符号使用的方便.

• 当对数据进行统计分析时, 用大写的 X1, X2, · · · , Xn, 实际计算时更多
地用小写的 x1, x2, · · · , xn.

• 在统计问题中, 总体 X 的分布形式往往是已知的. 例如重复测量一
个物体的重量时, 认为总体 X 服从正态分布 N(µ, σ2), 未知参数是

159
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(µ, σ2), 问题是根据来自总体 X 的样本 X1, X2, · · · , Xn 估计总体参数

(µ, σ2). 观测放射性钋放射 α 粒子时, 总体 X 服从泊松分布 P(λ), 未
知参数是 λ, 问题是根据来自总体 X 的样本 X1, X2, · · · , Xn 估计 λ.

估计量 (统计量)

• 设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样本, θ 是总体 X 的未知参

数. 如果 g(x1, x2, · · · , xn) 是已知函数, 就称

θ̂ = g(X1, X2, · · · , Xn)

是 θ 的估计量, 简称为估计 (estimator). 换句话说, 估计或估计量是从
观测数据 X1, X2, · · · , Xn 能够直接计算的量. 计算后得到的值称为估
计值. 估计量也称为统计量 (statistic).

• 设 θ̂ 是总体参数 θ 的估计, 作为随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的函数, 估
计量 θ̂ 也是随机变量. 估计量是样本的函数.

估计的优良性

• 用估计量 θ̂ 去估计总体参数 θ，我们希望 θ̂ 能够尽可能与 θ 接近，但

由于随机性影响误差是不可避免的。

• 引入下面的关于估计优良性的定义。

• 定义 1.2 设 θ̂ 是 θ 的估计.

(1) 如果 Eθ̂ = θ, 称 θ̂ 是 θ 的无偏估计;

(2) 如果当样本量 n → ∞, θ̂ 依概率收敛到 θ, 就称 θ̂ 是 θ 的相合估

计 (consistent estimator);

(3) 如果当样本量 n → ∞, θ̂ 以概率 1 收敛到 θ, 就称 θ̂ 是 θ 的强相

合估计 (strongly consistent estimator).

• 由于以概率 1 收敛可以推出依概率收敛, 所以强相合估计一定是相合
估计.

• 一个估计起码应当是相合的, 否则我们不知道这个估计有什么优点, 也
不知道它估计的是谁.
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均值的估计

• 设总体均值 µ = EX 存在, X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样

本.

• 均值 µ 的估计定义为

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi (1.1)

• 由于 X̄n 是从样本计算出来的, 所以是样本均值.

• 样本均值 X̄n 有如下的性质.

(1) X̄n 是 µ 的无偏估计. 这是因为 EX̄n = µ.

(2) X̄n 是 µ 的强相合估计, 从而是相合估计. 这是因为从强大数律得
到

lim
n→∞

X̄n = µ,wp1. (1.2)

方差的估计

• 总体方差 σ2 = Var(X) 的点估计由

S2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − µ̂)2 (1.4)

定义. 由于 S2 是从样本计算出来的, 所以是样本方差.

• 定义 Yj = Xj − µ, 有

Ȳn =
1

n

n∑
j=1

Yj = µ̂− µ,

Yj − Ȳn = Xj − µ̂,

EȲ 2
n =

σ2

n
.
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• 于是得到

S2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄n)
2 =

1

n− 1

n∑
j=1

(Yj − Ȳn)
2

=
1

n− 1

n∑
j=1

(Y 2
j − 2YjȲn + Ȳ 2

n )

=
1

n− 1

[ n∑
j=1

Y 2
j − 2nȲnȲn + nȲ 2

n

]
=

1

n− 1

[ n∑
j=1

Y 2
j − nȲ 2

n

]
. (1.5)

• 从而有

ES2 =
1

n− 1

[ n∑
j=1

EY 2
j − nEȲ 2

n

]
=

1

n− 1
(nσ2 − σ2) = σ2.

说明 S2 是 σ2 的无偏估计.

• 利用强大数律得到

1

n− 1

n∑
j=1

Y 2
j → EY 2

1 = σ2,wp1.

1

n− 1
nȲ 2

n → (EY1)
2 = 0,wp1.

所以由 1.5 得到

S2 → σ2,wp1. (1.6)

说明 S2 是强相合估计, 从而也是相合估计.

标准差 σ 的估计

• 由于 S2 是 σ2 的估计, 所以定义标准差 σ 的估计为

S =
√
S2 =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − µ̂)2.

• S 是样本标准差. 由于 S → σ,wp1. 成立, 所以 S 是 σ 的强相合估计.

• 但是 S 一般不是 σ 的无偏估计. 实际上用内积不等式得到

ES = E(1 · S) ≤
√
1 · ES2 = σ.

等号成立时有不全为零的常数 a, b 使得 P (aS + b = 0) = 1, 于是
S = b/a, wp1. 所以只要 S 等于常数的概率小于 1, 则 ES < σ.
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样本均值、方差、标准差的理论结果

• 定理 1.1 设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样本, µ = EX,
σ2 = Var(X).

(1) 样本均值 X̄n 是总体均值 µ 的强相合无偏估计,

(2) 样本方差 S2 是总体方差 σ2 的强相合无偏估计,

(3) 样本标准差 S 是总体标准差 σ 的强相合估计.

例 1.1

• 设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样本, 则 Xj
1 , X

j
2 , · · · , Xj

n 是

总体 Xj 的简单随机样本, 所以当原点矩 νj = EXj 存在时,

ν̂j =
1

n

n∑
i=1

Xj
i (1.7)

是 νj 的点估计.

• ν̂j 具有无偏性和强相合性.

• 最后指出, 在实际数据的计算中, 也常用 x̄n, s2 和 s 分别表示样本均

值, 样本方差和样本标准差:

x̄n =
1

n

n∑
j=1

xj , s
2 =

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄n)
2, s =

√
s2. (1.8)

矩估计

• 设 X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机样本, 已知 X 有分布函数

F (x; θ1, θ2, · · · , θm). (1.9)

其中的 θ1, θ2, · · · , θm 是未知参数.

• 如果能得到表达式 

θ1 = g1(ν1, ν2, · · · , νm),

θ2 = g2(ν1, ν2, · · · , νm),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

θm = gm(ν1, ν2, · · · , νm),

(1.10)

其中

νj = EXj , j = 1, 2, · · · ,m,
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• 就称由 

θ̂1 = g1(ν̂1, ν̂2, · · · , ν̂m),

θ̂2 = g2(ν̂1, ν̂2, · · · , ν̂m),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

θ̂m = gm(ν̂1, ν̂2, · · · , ν̂m)

(1.11)

定义的 θ̂1, θ̂2, · · · , θ̂m 分别是 θ1, θ2, · · · , θm 的矩估计 (moment estima-
tor). 这里的 ν̂j 是 νj 的点估计, 由 (1.7) 定义.

• 由于总体分布 (1.9) 中含有未知参数, 所以 νj 是参数 θ1, θ2, · · · , θm 的
函数, 而方程 (1.10) 通常是由下面的估计方程

ν1 = h1(θ1, θ2, · · · , θm),

ν2 = h2(θ1, θ2, · · · , θm),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · ,

νm = hm(θ1, θ2, · · · , θm)

(1.12)

得到的. 注意这里的 νj = EXj .

正态分布参数的矩估计

• 设 X 服从正态分布 N(µ, σ2).

• 由于
µ = EX, σ2 = EX2 − (EX)2 = ν2 − ν2

1 ,

• 所以 µ, σ2 的矩估计分别是

µ̂ =X̄n,

σ̂2 =ν̂2 − (ν̂1)
2

=
1

n

n∑
j=1

X2
j − (X̄n)

2

=
1

n

n∑
j=1

(Xj − µ̂)2.

指数分布参数的矩估计

• 设 X 服从指数分布 E(λ).
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• 由 µ = EX = 1/λ 得到 λ = 1/µ,

• 从而得到矩估计

λ̂ = 1/X̄n.

泊松分布参数的矩估计

• 设 X 服从泊松分布 P(λ).

• 由 µ = EX = λ,

• 得到矩估计 λ̂ = X̄n.

均匀分布参数的矩估计

• X 服从均匀分布 U(0, b).

• 由 µ = b/2,

• 得到 b = 2µ,

• 从而得到矩估计 b̂ = 2X̄n.

二项分布参数的矩估计

• X 服从二项分布 B(m, p), 其中 m 已知.

• 由 µ = EX = mp 得到 p = µ/m,

• 从而得到 p 的矩估计 p̂ = X̄n/m.

几个矩估计的性质

• 以上的几个矩估计中, 除了正态分布的 σ̂2 和指数分布中的 λ̂ 不是无

偏估计外, 其余的都是无偏估计.

• 以上五个矩估计都是强相合估计.
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例 1.2

• 设一大批产品的合格率是 p, 每次从中随机抽出 10 件进行检验.

• 用Xi表示第 i次抽出的 10件中次品的个数,则可以认为X1, X2, · · · , Xn

独立同分布, 总体分布是二项分布 B(10, p).

• 用 µ = EX 表示 B(10, p) 的数学期望, 由 EX = 10p, 得到 p = EX
10

.

• 于是 p 的矩估计是

p̂ =
1

10
X̄n

• 给定 n 次抽样的观测数据 x1, x2, · · · , xn 后, p 的矩估计

p̂ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

10n
.

7.2 最大似然估计

7.2.1 离散型随机变量的情况

例 2.1

• 某试验成功的概率是 p = 0.9 或 p = 0.1. 现在试验成功了, 应当判断
p = 0.9 还是判断 p = 0.1?

• 答案是明显的, 应当判断 p = 0.9.

• 例 2.1 提示我们, 试验能成功是因为成功的概率较大.

• 更一般地说, 我们能够观测到一个事件是因为这个事件发生的概率较
大.

• 这样思考问题的思想被称为最大似然思想.

例 2.2

• 设 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布, 都服从 Poisson 分布 Poisson(λ).

(1) 给定观测 X1 = x1, 试估计 λ,

(2) 给定观测数据 x1, x2, · · · , xn, 试估计 λ.

• 解 (1) X1 有概率分布

P (X1 = x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, · · · .
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• 按照最大似然估计思想, 观测到 X1 = x1 的原因是观测到 x1 的概率

较大.

• 于是参数 λ 应当使得

L(λ) =
λx1

x1!
e−λ, λ > 0,

达到最大值.

• 于是问题简化为求 L(λ) 的最大值的问题. 为了计算方便, 引入

l(λ) = lnL(λ) = x1 lnλ− λ− ln(x1!),

由 l′(λ) = x1/λ− 1 = 0, 知道应当取 λ = x1.

• (2) 根据最大似然估计的思想, 参数 λ 应当使得观测到 (x1, x2, · · · , xn)

的概率最大.

• 这等价于 λ 使得 (X1, X2, · · · , Xn) 的联合分布

L(λ) =P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn)

=
λx1

x1!
e−λλ

x2

x2!
e−λ · · · λ

xn

xn!
e−λ

=
λ(x1+x2+···+xn)

x1!x2! · · ·xn!
e−nλ.

取得最大值.

• 于是应当用 L(λ) 的最大值点

λ̂ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

作为 λ 的估计.

• 注意在上述问题中, (x1, x2, · · · , xn) 是已经观测到的数据, 所以 L(λ)

是 λ 的函数, 称为基于数据 (x1, x2, · · · , xn) 的似然函数, 简称为似然
函数 (likelihood function).

最大似然估计定义 (离散情况)

• 定义 2.1 设离散随机变量 X1, X2, · · · , Xn 有联合分布

p(x1, x2, · · · , xn; θ) = P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn),

其中 θ 是未知参数, 给定观测数据 x1, x2, · · · , xn 后, 我们称 θ 的函数

L(θ) = p(x1, x2, · · · , xn; θ)
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为基于 x1, x2, · · · , xn 的似然函数, 称 L(θ) 的最大值点 θ̂ 为 θ 的最大

似然估计 (maximum likelihood estimator).

• 定义 2.1 中的 θ 也可以是向量 θ = (θ1, θ2, · · · , θm).

7.2.2 连续型随机变量的情况

例 2.3

• 设 X ∼ N(µ, 1), 给定观测数据 X = x, 如何估计 µ 呢?

• 根据正态密度函数的图形和最大似然思想, 知道 µ 应当在 x 的附近.

• 如果取 µ 大于 x, 就会问为什么不取 µ 小于 x.

• 因而最好取 µ = x.

• 注意 X 有密度函数

f(x;µ) =
1√
2π

e−(x−µ)2/2,

给定观测 X = x, µ = x 恰好使得 f(x;µ) 达到最大.

一元正态分布 N(µ,1) 的密度函数

Normal N(µ,1) density

µ
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例 2.4

• 设 X1, X2 独立同分布, 都服从正态分布 N(µ, σ2). 给定观测数据
x1, x2 如何估计 µ, σ2 呢?

• 我们知道 (X1, X2) 的联合密度

f(x1, x2;µ, σ
2) =

1

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2
[(x1 − µ)2 + (x2 − µ)2]

)
是一个扣在 x, y 平面上的单峰曲面.

• 根据最大似然思想, µ, σ2 的选择应当使得曲面在 (x1, x2) 处达到最大.

• 于是使得函数

L(µ, σ2) = f(x1, x2;µ, σ
2)

达到最大值的 (µ̂, σ̂2) 就是参数 (µ, σ2) 的估计.

• 于是问题转化为求 L(µ, σ2) 的最大值点的问题.

• 注意上面的 x1, x2 已经是常数了, 自变元是 (µ, σ2).

二元正态分布的密度函数曲面

2−D Joint−Normal Density Curve
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最大似然估计 (连续型)

• 定义 2.2 设随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn) 有联合密度 f(x;θ), 其
中 θ 是未知参数. 得到 X 的观测值 x 后, 称 θ 的函数

L(θ ) = f(x;θ )

为基于 x 的似然函数. 称似然函数 L(θ) 的最大值点 θ̂ 为参数 θ 的最

大似然估计.

• 最大似然估计通常被缩写成 MLE(Maximum Likelihood Estimator).

• 设总体 X 有密度函数 f(x;θ), X1, X2, · · · , Xn 是总体 X 的简单随机

样本, 则 (X1, X2, · · · , Xn) 的联合密度是

f(x1, x2, · · · , xn;θ) =

n∏
j=1

f(xj ;θ ),

• 基于观测值 x = (x1, x2, · · · , xn) 的似然函数是

L(θ) =
n∏

j=1

f(xj ;θ). (2.1)

• 由于

l(θ) = lnL(θ) (2.2)

和似然函数 (2.1) 有相同的最大值点, 所以称 (2.2) 为对数似然函数.
实际问题中, 求对数似然函数 l(θ) 的最大值点往往要方便得多.

例: 正态总体参数的 MLE

• 设总体 X 服从正态分布 N(µ, σ2).

• 由于总体 X 的密度函数是

f(x;µ, σ2) =
1√
2πa

exp
[
− (x− µ)2

2a

]
, 其中 a

△
= σ2.

• 所以基于观测值 x = (x1, x2, · · · , xn) 的似然函数是

L(µ, a) =
1

(
√
2πa)n

exp
[
−

n∑
j=1

(xj − µ)2

2a

]
.
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• 对数似然函数是

l(µ, a) = −n

2
ln a−

n∑
j=1

(xj − µ)2

2a
− n

2
ln(2π).

• 求 l(µ, a) 的最大值点可以通过解方程组 ∂l
∂µ

= 1
a

∑n
j=1(xj − µ) = 0,

∂l
∂a

= − n
2a

+ 1
2a2

∑n
j=1(xj − µ)2 = 0

(2.3)

得到.

• 从 (2.3) 解得 µ, σ2 = a 的 MLE 为 µ̂ = X̄n;

σ̂2 = â = 1
n

∑n
j=1(xj − X̄n)

2.

• 可以看出, 对于正态总体来讲, 最大似然估计和矩估计是一致的.

指数分布总体参数的 MLE

• 设总体 X 服从指数分布 E(λ).

• 由于指数分布 E(λ) 的密度函数是

f(x;λ) = λe−λx, x ≥ 0.

• 基于观测值 x = (x1, x2, · · · , xn) 的似然函数是

L(λ) = λn exp
(
− λ

n∑
j=1

xj

)
• 对数似然函数是

l(λ) = n lnλ− λ

n∑
j=1

xj .

• 由
∂l

∂λ
=

n

λ
−

n∑
j=1

xj = 0,

得到参数 λ 的 MLE 为 λ̂ = 1/X̄n.
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均匀分布总体参数的 MLE

• 设总体 X 服从均匀分布 U[0, b].

• 密度函数是
f(x; b) =

1

b
I{0≤x≤b}.

• 给定观测数据 x1, x2, · · · , xn, 定义

x(1) = min{x1, x2, · · · , xn},

x(n) = max{x1, x2, · · · , xn}. (2.4)

• 可以把似然函数写成

L(b) =
1

bn

n∏
j=1

I{0≤xi≤b} =
1

bn
I{0≤x(1)≤x(n)≤b}.

• 要 L(b) 达到最大, 首先要示性函数 I{0≤x(1)≤x(n)≤b} = 1, 即要 b ≥ x(n).

• 然后再要求 1/bn 尽量的大.

• 不难看出, 这时必须取 b = x(n), 所以 b 的 MLE 是 b̂ = x(n).

均匀分布最大似然估计和矩估计的比较

• 对于均匀分布来将, 矩估计是 b̃ = 2x̄n, 最大似然估计是 b̂ = x(n). 这两
者明显是不一样的.

• 为了解那个估计更准确一些, 我们用计算机产生一万个在区间 [0, 2.8]

上均匀分布的随机数 (独立同分布随机变量的观测值), 使用前 n 个随

机数计算出矩估计 b̃ 和 MLE b̂ 的估计误差列在下面的表中.

• b = 2.8

n = 10 30 60 100 1000 10000

|b̃− b| = 0.231 0.315 0.313 0.063 0.096 0.003

|b̂− b| = 0.249 0.249 0.214 0.008 0.004 0.00002

• 我们称上述的方法为计算机模拟试验方法. 从上述模拟试验看出,
MLE b̂ 的表现似乎要比矩估计 b̃ 好.

• 但是数据的产生带有随机性, 所以一次模拟试验显然不够.

• 为了克服数据的随机性, 我们将上述模拟试验独立重复 1000 次.
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• 用 b̃j 表示第 j 次模拟计算得到的矩估计 b̃, 用 b̂j 表示第 j 次模拟计

算得到的最大似然估计 b̂.

• 再定义 m = 1000 次模拟的平均

M(b̃) =
1

m

m∑
j=1

b̃j , M(b̂) =
1

m

m∑
j=1

b̂j .

• 和 m = 1000 次模拟的样本标准差

std(b̃) =

√√√√ 1

m− 1

m∑
j=1

(b̃j − b̃)2,

std(b̂) =

√√√√ 1

m− 1

m∑
j=1

(b̂j − b̄)2.

• 结论列入下表.

n = 10 30 60 100 1000 10000

|M(b̃)− b| = 0.007 0.014 0.011 0.008 0.002 0.0006

std(b̃) = 0.511 0.293 0.203 0.162 0.048 0.016

|M(b̂)− b| = 0.270 0.096 0.048 0.029 0.003 0.0002

std(b̂) = 0.2398 0.0989 0.0466 0.0281 0.0028 0.0003

• 从上述计算中看出, |M(b̃) − b| 普遍小于 |M(b̂) − b|, 所以从偏差的角
度讲, 矩估计好一些.

• 这个结果是和 EX̄n = b, Eb̂ < b 一致的.

• 但是另一方面, std(b̂) 普遍小于 std(b̃), 说明最大似然估计的稳定性更
好一些.

• 由于一千次重复试验已经能够较好的克服随机因素的影响, 所以可以
认为上述模拟试验的结果是可信的.

7.3 抽样分布及其上 α 分位数

抽样分布及其上 α 分位数—引言

• 如果X1, X2, · · · , Xn是来自总体X 的简单随机样本,当X ∼ N(µ, σ2)

时, 也称 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的简单随机样本.
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• 仍用

X̄n =
1

n

n∑
j=1

Xj ,

S2 =
1

(n− 1)

n∑
j=1

(Xj − X̄n)
2 (3.1)

分别表示样本均值和样本方差.

• 为了进一步研究未知参数的统计推断问题, 本节介绍几个重要的抽样
分布. 我们将在以后的章节中使用这里介绍的分布.

• 所谓抽样分布, 意指基于样本构造的统计量的概率分布.

• 以后把来自总体 X 的简单随机样本简称为来自总体 X 的样本.

7.3.1 抽样分布

卡方分布

• 定义 3.1 (χ2 分布 (卡方分布)) 如果随机变量 ξ 有概率密度

p(u) =
1

2n/2Γ(n/2)
u

n
2 −1e−u/2, u ≥ 0. (3.2)

就称 ξ 服从 n 个自由度的 χ2 分布, 记做 ξ ∼ χ2(n).

• 卡方 χ2(n) 分布密度的图形, 按纵坐标的最大值从高到低自由度依次
是 n = 1, 3, 5, 7:

χ2 分布与正态分布的关系

• 定理 3.1 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(0, 1) 的样本, 则平方和

ξn = X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
n ∼ χ2(n). (3.3)
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• 用归纳法可以证明本定理.

• 定理 3.2 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(0, 1) 的样本, 则有如下
的结果.

(1) Xn 和 S2 独立;

(2) (n− 1)S2 ∼ χ2(n− 1).

• 推论 3.3 如果 ξ ∼ χ2(n), η ∼ χ2(m), 则

(1) 则 Eξ = n,

(2) 当 ξ 和 η 独立, 有 ξ + η ∼ χ2(n+m).

• 证 (1) ξ 和 (3.3) 中的 ξn 同分布, 所以有相同的数学期望 n.

• (2) 设 X1, X2, · · · , Xn+m 是来自总体 N(0, 1) 的样本, 则 ξ + η 和

ξn + ηm
△
= (X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n) + (X2
n+1 +X2

n+2 + · · ·+X2
n+m)

同分布, 所以结论成立.

• 定理 3.4 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的样本, 则

(1) Xn 和 S2 独立;

(2) n−1
σ2 S2 = 1

σ2

∑n
j=1(Xj −Xn)

2 ∼ χ2(n− 1).

• 证: 设 Yj = (Xj − µ)/σ, 则 Y1, Y2, · · · , Yn 是来自总体 N(0, 1) 的样

本, 且

Ȳn =
1

σ
(X̄n − µ),

(n− 1)S2
Y =

n∑
j=1

(Yj − Y n)
2 =

1

σ2

n∑
j=1

(Xj −Xn)
2

=
(n− 1)

σ2
S2.

• 根据定理 3.2, Ȳn 和 S2
Y 独立, 从而知道 Xn = σȲn + µ 和 S2 = σ2S2

Y

独立.

• 又由定理 3.2 知道

(n− 1)

σ2
S2 = (n− 1)S2

Y ∼ χ2(n− 1).
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t 分布

• 定义 3.2 (t 分布) 如果随机变量 T 有概率密度

pn(u) =
Γ(n+1

2
)

Γ(n
2
)
√
nπ

(
1 +

u2

n

)−n+1
2

, u ∈ (−∞,∞).

就称 T 服从 n 个自由度的 t 分布, 记做 T ∼ t(n).

t 分布分布密度

• t 分布的密度函数比正态分布的密度函数低一点.

• 下图是 t(n) 分布密度函数的图形, 按纵坐标的最大值从低到高, 自由
度依次是 n = 1, 3, 7, 10. 最高的一条曲线是标准正态密度曲线.

• 从中看出 n 增大时, t(n) 分布向 N(0, 1) 分布的收敛是很快的. 当
n ≥ 33, t(n) 分布的密度和 N(0, 1) 的密度几乎就没有差别了.

• 实际上可以验证当 n ≥ 33, 对标准正态密度函数 φ(x) 有

sup
x
|pn(x)− φ(x)| ≤ 0.0041.

t 分布与正态分布及卡方分布的关系

• 定理 3.5 如果 Z ∼ N(0, 1), η ∼ χ2(n), Z, η 独立, 则

Z√
η/n

∼ t(n).

• 定理 3.6 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的样本, 则

X̄n − µ

S/
√
n

=

√
n(X̄n − µ)

S
∼ t(n− 1).
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• 证 由定理 3.4 知道

Z =
X̄n − µ

σ/
√
n
∼ N(0, 1), ξ =

n− 1

σ2
S2 ∼ χ2(n− 1),

Z 和 ξ 独立, 于是用定理 3.5 得到

X̄n − µ

S/
√
n

=
Z√

ξ/(n− 1)
∼ t(n− 1).

F 分布

• 定义 3.3 (F (n,m) 分布) 如果随机变量 F 有概率密度

p(u) =
Γ(n+m

2
)

Γ(n
2
)Γ(m

2
)

( n

m

)n
2
(
1 +

n

m
u
)−n+m

2

u
n
2 −1, u ≥ 0,

就称 F 服从自由度为 (n,m) 的 F 分布, 记做 F ∼ F (n,m).

• 我们又称 n 是第一自由度, m 是第二自由度.

• 下图是 F (6,m) 的分布密度函数图形, 按纵坐标的最大值从小到大, 第
二自由度依次是 m = 1, 3, 7, 10.

F 分布与卡方分布的关系

• 定理 3.7 如果 ξ ∼ χ2(n), η ∼ χ2(m), ξ 和 η 独立, 则

F =
ξ/n

η/m
=

mξ

nη
∼ F (n,m),

F−1 =
η/m

ξ/n
=

nη

mξ
∼ F (m,n).
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F 分布与正态分布的关系

• 定理 3.8 设X1, X2, · · · , Xn是来自总体N(µ, σ2)的样本, Y1, Y2, · · · , Ym

是来自总体 N(µ, σ2) 的样本, 又设这两个总体是相互独立的. 则当
n,m ≥ 2,

S2
X/S2

Y ∼ F (n− 1,m− 1).

其中

S2
X =

1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄n)
2, S2

Y =
1

m− 1

m∑
j=1

(Yj − Ȳm)2.

• 证明:

• 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本, Y1, Y2, · · · , Ym 是来自总体

Y 的样本.

• 如果总体 X 和总体 Y 独立, 则来自这两个总体的样本也是相互独立
的, 于是

X1, X2, · · · , Xn, Y1, Y2, · · · , Ym

是相互独立的随机变量.

• 所以 S2
X 与 S2

Y 独立。

• 由定理 3.4 知道

ξ =
n− 1

σ2
S2
X ∼ χ2(n− 1), η =

m− 1

σ2
S2
Y ∼ χ2(m− 1),

而 ξ, η 又是独立的, 所以用定理 3.7 得到

S2
X

S2
Y

=
ξ/(n− 1)

η/(m− 1)
∼ F (n− 1,m− 1).

依分布收敛的一个定理

• 下面的定理也是后面常用的结论. 回忆 Φ(x) 总表示标准正态分布的

分布函数, ξn →d ξ 表示 ξn 依分布收敛到 ξ.

• 定理 3.9 设 ξn 依分布收敛到 N(0, 1):

P (ξn ≤ x)→ Φ(x)

. 如果 ηn → 1,wp1., 则 ξnηn 也依分布收敛到 N(0, 1).
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例 3.1

• 设 µ = EX, σ2 = Var(X) 是正数, X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的

样本, 则
X̄n − µ

S/
√
n
→d N(0, 1).

• 证 由中心极限定理知道

ξn =
X̄n − µ

σ/
√
n
→d N(0, 1).

• 样本标准差 S 是 σ 的强相合估计: S → σ, wp1.,

• 于是
ηn = σ/S → 1, wp1.

• 最后利用定理 3.9 得到
X̄n − µ

S/
√
n

=
X̄n − µ

σ/
√
n

σ

S
= ξnηn →d N(0, 1).

• 在例 3.1 中, 如果总体 X ∼ N(µ, σ2), 则
X̄n − µ

S/
√
n
∼ t(n− 1).

• 对较大的 n, 又有
X̄n − µ

S/
√
n
∼ N(0, 1)

近似成立.

• 所以当 n 较大, t(n) 分布和标准正态分布相近.

7.3.2 抽样分布的上 α 分位数

抽样分布的上 α 分位数

• 设正数 α ∈ (0, 1).

• 对 Z ∼ N(0, 1), 有唯一的 zα 使得 P (Z ≥ zα) = α,

• 对 ξn ∼ χ2(n), 有唯一的 χ2
α(n) 使得 P

(
ξn ≥ χ2

α(n)
)
= α,

• 对 Tn ∼ t(n), 有唯一的 tα(n) 使得 P (Tn ≥ tα(n)) = α,

• 对 Fn,m ∼ F (n,m), 有唯一的 Fα(n,m) 使得 P
(
Fn,m ≥ Fα(n,m)

)
=

α.

• 定义 3.4 我们称 zα, χ2
α(n), tα(n)和 Fα(n,m)分别为 N(0, 1), χ2(n),

t(n) 和 F (n,m) 分布的上 α 分位数, 并统一称为上 α 分位数.
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• 容易理解, 上 α 分位数是 α 的减函数.

• 对于上 α 分位数, 容易验证 (参考后面的图)

P (Z ≤ zα) = 1− α,

P (χ2
n ≤ χ2

α(n)) = 1− α,

P (Tn ≤ tα(n)) = 1− α,

P (Fn,m ≤ Fα(n,m)) = 1− α.

标准正态分布上分位数的图形

α = 0.05, zα = 1.645

卡方分布上分位数的图形

α = 0.05, χ2
α(3) = 7.815

分位数的计算

• 对某些固定的 α,可以查书后面的表得到 zα, χα(n), tα(n)和 Fα(n,m),

• 也可以用 Matlab、R、SAS 等直接计算.

• 记住下面的 (3.4) 和 (3.5) 式是有帮助的.
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例 3.2

• 对 Z ∼ N(0, 1), Tn ∼ t(n), 有 (参考后面的图)

P ( |Z| ≥ zα/2 ) = α, P ( |Z| ≤ zα/2 ) = 1− α. (3.4)

P ( |Tn| ≥ tα/2(n) ) = α, P ( |Tn| ≤ tα/2(n) ) = 1− α. (3.5)

• 证 利用 −Z ∼ N(0, 1), 得到

P ( |Z| ≥ zα/2 ) =P (Z ≥ zα/2) + P (−Z ≥ zα/2)

=α/2 + α/2 = α.

•
P ( |Z| ≤ zα/2 ) = 1− P ( |Z| ≥ zα/2 ) = 1− α.

• (3.4) 的证明只用到标准正态密度关于原点的对称性.

• 由于 t(n) 分布的密度函数也是关于原点对称的, 所以可以相同地证明
(3.5).

双侧分位数图形

α = 0.05, z0.05/2 = 1.96

例 3.3(两个常用的正态分位数)

• z0.025 = 1.96, z0.05 = 1.645.

• 解 查正态分布表可以得到以上结果.

• z0.025 = 1.96 和 z0.05 = 1.645 是两个最常用的分位数, 值得牢记.
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例 3.4(F 分布的分位数)

• 对 F (n,m) 的上 α 分位数 Fα(n,m), 有

Fα(m,n) =
1

F1−α(n,m)
.

• 证 对 Fn,m ∼ F (n,m), 从定理 3.7 得到 1/Fn,m ∼ F (m,n).

• 于是对 Fm,n ∼ F (m,n), 得到

P (Fm,n ≥ 1/F1−α(n,m))

=P (1/Fn,m ≥ 1/F1−α(n,m))

=P (Fn,m ≤ F1−α(n,m))

=1− (1− α) = α.

二项分布的分位数

• 定义 3.5 设 X ∼ B(n, p), 对于 α ∈ (0, 1), 如果正整数 Bα(n, p) 使得

P
(
X ≥ Bα(n, p)

)
≤ α, P

(
X ≥ Bα(n, p)− 1

)
> α, (3.6)

就称 Bα(n, p) 为二项分布 B(n, p) 的上 α 分位数.

• 可以查表得到上 α 分位数 Bα(n, p)，或用软件计算。

7.4 正态总体的区间估计

区间估计

• 在独立同分布场合, 样本均值 X̄n 和样本方差 S2 分别是总体均值 µ

和总体方差 σ2 的无偏估计和相合估计, 说明样本均值和样本方差都是
不错的估计量.

• 它告诉我们, 在 n 比较大的时候, 真值 µ 就在 X̄n 的附近, 真值 σ2 就

在 S2 的附近.

• 但是到底有多近呢? n 多大就够了呢?

• 区间估计可以回答这一问题.
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7.4.1 已知 σ 时, µ 的置信区间

已知 σ 时, µ 的置信区间—例 1

• 例 4.1 为了得到鲜牛奶的冰点, 对鲜牛奶的冰点进行了 21 次独立重
复测量, 得到数据如下 (单位: 摄氏度).

−0.541 −0.545 −0.543 −0.554 −0.547 −0.543
−0.538 −0.548 −0.552 −0.544 −0.551 −0.547
−0.542 −0.545 −0.552 −0.551 −0.548 −0.543
−0.552 −0.535 −0.546

已知测量 (仪器) 的标准差是 σ = 0.0048, 测量没有系统偏差 (也就是
说测量值 X 的数学期望等于牛奶的冰点), 估计牛奶的冰点是多少.

• 解 牛奶的冰点是常数, 测量值的随机性由测量误差造成.

• 通常认为测量值 X 服从正态分布 N(µ, σ2), µ = EX 是牛奶的冰点,
σ = 0.0048 是测量的标准差.

• 对 n = 21, 容易从数据计算出 X̄n = −0.546, 这是对 µ 的估计.

• 真正的 µ 到底距离 X̄n = −0.546 有多远呢?

• 用 Xi 表示第 i 次测量值, 则 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的

21 个样本值, X̄n ∼ N(µ, σ2/n).

• 取 α = 0.05, 则 (1− α) = 0.95, zα/2 = 1.96.

• 于是得到

P (|X̄n − µ| ≤ 1.96σ/
√
n)

=P
( |X̄n − µ|

σ/
√
n
≤ 1.96

)
= 0.95. (4.1)

• 也就是以 0.95 的概率保证 |X̄n − µ| ≤ 1.96σ/
√
n,

• 现在 X̄n = −0.546, σ = 0.0048, n = 21, 所以我们以 0.95 的概率保证

µ ∈[X̄n − 1.96σ/
√
n, X̄n + 1.96σ/

√
n]

=[−0.5481, −0.5440]. (4.2)

• 我们称 [−0.5481, −0.5440] 是 µ 的置信度为 0.95 的置信区间. 置信区
间的长度是 −0.5440 + 0.5481 = 0.0041.
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• 容易得到以下的结论: 如果 x1, x2, · · · , xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的样

本, σ 已知, 则 µ 的置信度为 0.95 的置信区间是

[X̄n − 1.96σ/
√
n, X̄n + 1.96σ/

√
n]. (4.3)

• 同样可以计算 µ 的置信度为 0.99 的置信区间是

[X̄n − 2.576σ/
√
n, X̄n + 2.576σ/

√
n], (4.5)

2.576 = z0.01/2.

置信区间定义

• 定义 4.1 设X1, X2, · · · , Xn是来自总体X的样本,X = (X1, X2, · · · , Xn),
θ 是未知参数, θ̂1 = θ̂1(X), θ̂2 = θ̂2(X) 是两个统计量. 对于给定的
α ∈ (0, 1), 如果有

P ( θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2 ) ≥ 1− α, (4.6)

就称 [θ̂1, θ̂2] 为参数 θ 的 置信度为 (1 − α) 的置信区间 (confidence
interval, CI).

• 在定义 4.1 中, 置信度又称为置信水平 (confidence level), 置信区间的
右端点 θ̂2 又称为置信上界, 置信区间的左端点 θ̂1 又称为置信下界.

• 由于 θ̂1 = θ̂1(X) 和 θ̂2 = θ̂2(X) 都是随机变量的函数, 因而是随机变
量.

• 但是给定样本观测值 x = (x1, x2, · · · , xn), 就得到了一个具体的闭区
间 [θ̂1(x), θ̂2(x)], 这个闭区间或者包含 µ 或者不包含 µ，我们对 1− α

置信度的理解是：

• 如果允许我们反复独立抽取样本得到多次置信区间，µ 落入这些置信

区间中的比例接近于 1− α。

• 很明显, 在相同的置信度下, 置信区间的长度越小越好.

正态总体 σ 已知时 µ 的置信区间

• 例 4.2 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的样本, 当标准差 σ

已知, 均值 µ 的置信度为 (1− α) 的置信区间是[
X̄n −

zα/2σ√
n

, X̄n +
zα/2σ√

n

]
. (4.7)
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• 解 这时
Z =

X̄n − µ

σ/
√
n
∼ N(0, 1).

• 对于给定的置信度 (1− α), 有

P
(
X̄n − zα/2σ/

√
n ≤ µ ≤ X̄n + zα/2σ/

√
n
)

=P (|X̄n − µ| ≤ zα/2σ/
√
n)

=P (|Z| ≤ zα/2) = 1− α.

• 所以, 已知标准差 σ 时, 均值 µ 的置信度为 (1 − α) 的置信区间是

(4.7).

正态总体 σ 已知时 µ 的置信区间—讨论

• 置信区间 (4.7) 的长度是 L = 2zα/2σ/
√
n.

• L 越小, 置信区间提供的信息越准确.

• 由于 zα/2 是置信度 (1 − α) 的增函数, 所以对于相同的标准差 σ, 从
(4.7) 看出以下结论:

(1) 置信区间的中心总是样本均值;

(2) 置信度 1− α 越高, 置信区间就越长;

(3) 样本量 n 越大, 置信区间越短.

• 标准差 σ 越大，说明总体越分散，从中估计 µ 越难估计准确，置信区

间越长。

• 为了克服置信区间过长带来的不足, 同时考虑置信度不能太低, 人们一
般使用置信度为 1− α = 0.95 的置信区间.

• zα/2 = 1.96 是值得牢记的.

7.4.2 未知 σ 时 µ 的置信区间

未知 σ 时 µ 的置信区间

• 在例 4.2 中, 如果 σ 是未知数, 自然想到用样本标准差 S 代替 σ.

• 根据定理 3.6, 统计量

Tn−1 =
X̄n − µ

S/
√
n
∼ t(n− 1).
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• 对于给定的置信度 (1− α), 查 t 分布表 (附录 C2) 可以得到上分位数
tα/2(n− 1), 这时

P
( |X̄n − µ|

S/
√
n
≤ tα/2(n− 1)

)
= P (|Tn−1| ≤ tα/2(n− 1)) = 1− α.

• 由于 { |X̄n − µ|
S/
√
n
≤ tα/2(n− 1)

}
=
{
X̄n −

tα/2(n− 1)S√
n

≤ µ ≤ X̄n +
tα/2(n− 1)S√

n

}
,

• 所以在置信度 (1− α) 下, µ 的置信区间是[
X̄n −

tα/2(n− 1)S√
n

, X̄n +
tα/2(n− 1)S√

n

]
. (4.8)

例 4.3

• 在例 4.1 中, 假设标准差 σ 未知, 计算均值 µ 的置信度为 0.95 的置信

区间.

• 解 从例 4.1 中的数据可以计算出样本标准差 S = 0.005, 查表得到
tα/2(20) = 2.086.

• 代入 (4.8), 得到 µ 的置信区间

[−0.546− 2.086× 0.005/
√
21, −0.546 + 2.086× 0.005/

√
21]

=[−0.5483,−0.5437].

• 置信区间的长度是 0.0046.

• 这个置信区间和已知 σ = 0.0048 的置信区间基本相同. 这是因为样本
量 n = 21 时, S ≈ σ, t(20) 的密度和 N(0, 1) 的密度也基本相同的原

因.

例 4.4

• 在例 4.1 中, 只使用前 7 个数据计算 µ 的置信度为 0.95 的置信区间和
置信区间的长度.

(1) 已知标准差 σ = 0.0048;

(2) 未知标准差 σ.
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• 解 (1 − α) = 0.95, α = 0.05. 前 7 个数据的样本均值 X̄7 = −0.5444,
样本标准差 S = 0.0051.

• (1) 已知 σ = 0.0048 时, 利用 zα/2 = 1.96 和公式 (4.7) 得到 µ 的置

信区间

[−0.5444− 1.96× 0.0048/
√
7,

− 0.5444 + 1.96× 0.0048/
√
7 ]

=[−0.5480, −0.5408].

置信区间的长度是 0.0072.

• (2) 未知 σ 时, 查 t 分布表, 得到 tα/2(6) = 2.447, 代入公式 (4.8) 得到
µ 的置信度为 0.95 的置信区间

[−0.5444− 2.447× 0.0051/
√
7,

− 0.5444 + 2.447× 0.0051/
√
7]

=[−0.5491, −0.5397].

置信区间的长度是 0.0094.

• 例 4.1 中置信区间长度为 0.0041.

• 只使用 7 个数据时的置信区间比使用 21 个数据的置信区间要长一些,
说明样本量越大, 置信区间越精确.

7.4.3 方差 σ2 的置信区间

方差 σ2 的置信区间

• 例 4.5 地球生物的演变经历了漫长的岁月, 只有化石为这一演变进
行了记录. 现在科学家们利用物质的放射性衰变来研究生物的演变规
律.

• 几乎所有的矿物质含有 K(钾) 元素及其同位素 40K(钾 40). 40K 并不

稳定, 它可以缓慢地衰变成 40Ar(氩 40) 和 40Ca(钙 40).

• 于是知道了 40K 的衰变速率, 就可以通过测量化石中的 40K 和 40Ar

的比例 (钾氩比) 估计化石的形成年代.
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• 下面是根据钾氩比计算出的德国黑森林中发掘的 19 个化石样品的形
成年龄 (单位: 百万年). (见 [4])

249 254 243 268 253 269 287 241 273

306 303 280 260 256 278 344 304 283 310.

• 假设每个样品的估算年代都服从正态分布. 为了评价钾氩比方法的估
计精度, 需要完成以下工作.

(1) 计算 σ2 的置信度为 (1− α) 的置信区间;

(2) 计算 σ2 的置信度为 0.95 的置信区间;

(3) 计算标准差 σ 的置信度为 0.95 的置信区间.

• 解 (1) 用Xi表示第 i个样品的估算年代,则根据题意,X1, X2, · · · , Xn

是来自总体 N(µ, σ2) 的样本, 样本量 n = 19.

• 样本方差

S2 =
1

(n− 1)

n∑
j=1

(Xj − X̄n)
2

是总体方差 σ2 的无偏估计和强相合估计.

• 于是
(n− 1)S2

σ2

应当在 (n− 1) 附近.

• 又从定理 3.4 知道,

χ2
n−1

△
=

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1),

记 λ1 = χ2
1−α/2(n− 1), λ2 = χ2

α/2(n− 1), 则

P
(
λ1 ≤

(n− 1)S2

σ2
≤ λ2

)
= 1− α.

• 对不等式进行变换得{
λ1 ≤

(n− 1)S2

σ2
≤ λ2

}
=
{(n− 1)S2

λ2

≤ σ2 ≤ (n− 1)S2

λ1

}
• 所以在置信度 (1− α) 下, σ2 的置信区间是[ (n− 1)S2

λ2

,
(n− 1)S2

λ1

]
. (4.9)
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• (2) 本例中 n− 1 = 18, α/2 = 0.025.

• 可以计算出
X̄n = 276.9, S2 = 733.4.

• 查 χ2(18) 表得到

λ2 = χ2
0.025(18) = 31.53, λ1 = χ2

1−0.025(18) = 8.23.

• 将上述数据代入 (4.9), 得到 σ2 的置信度为 0.95 的置信区间

[18× 733.4

31.53
,
18× 733.4

8.23

]
=[418.7, 1604.0] (百万年)2.

• (3) 由于 {√ (n− 1)S2

χ2
α/2(n− 1)

≤ σ ≤
√

(n− 1)S2

χ2
1−α/2(n− 1)

}
=
{ (n− 1)S2

χ2
α/2(n− 1)

≤ σ2 ≤ (n− 1)S2

χ2
1−α/2(n− 1)

}
. (4.10)

• 所以 σ 的置信度为 0.95 的置信区间是[√ (n− 1)S2

χ2
α/2(n− 1)

,

√
(n− 1)S2

χ2
1−α/2(n− 1)

]
. (4.11)

• 代入数值后得到 σ 的置信度为 0.95 的置信区间是

[
√
418.7,

√
1604] = [20.5, 40.05] (百万年).

• 注: 从图 4.1 看出, 在置信水平 0.95 下, 置信区间 (4.9) 的长度不是最
短的一个, 但是它有计算和使用方便的优点.

7.4.4 均值差 µ1 − µ2 的置信区间

均值差 µ1 − µ2 的置信区间

• 设 X ∼ N(µ1, σ
2
1) , Y ∼ N(µ2, σ

2
2). X1, X2, · · · , Xn 是来自 X 的样

本, Y1, Y2, · · · , Ym 是来自 Y 的样本, 设总体 X 和总体 Y 独立, 于是

X1, X2, · · · , Xn, Y1, Y2, · · · , Ym

相互独立.
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• 下面构造 µ1 − µ2 置信区间.

• 用 X̄n, Ȳm 分别表示样本均值, 用 S2
1 , S2

2 分别表示样本方差,

• 则
X̄n − Ȳm ∼ N(µ1 − µ2, σ

2
1/n+ σ2

2/m).

• 于是得到

Z =
(X̄n − Ȳm)− (µ1 − µ2)√

σ2
1/n+ σ2

2/m
∼ N(0, 1). (4.12)

• (1) 已知 σ2
1 , σ

2
2 时, 对置信度 (1− α), 利用 (4.12) 构造出 µ1 − µ2 的

置信区间 [
(X̄n − Ȳm)− zα/2

√
σ2
1

n
+

σ2
2

m
,

(X̄n − Ȳm) + zα/2

√
σ2
1

n
+

σ2
2

m

]
. (4.13)

• (2) 未知 σ2
1, σ

2
2 , 但是已知 σ2

1 = σ2
2 = σ2 时, 由

ξ1 =
(n− 1)S2

1

σ2
=

1

σ2

n∑
j=1

(Xj − X̄n)
2 ∼ χ2(n− 1);

ξ2 =
(m− 1)S2

2

σ2
=

1

σ2

m∑
j=1

(Yj − Ȳm)2 ∼ χ2(m− 1), (4.14)

及 ξ1, ξ2 独立

• 得到
ξ1 + ξ2 ∼ χ2(n+m− 2).

• 引入

S2
W =

(ξ1 + ξ2)σ
2

n+m− 2
=

(n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2

n+m− 2
, (4.15)

• 根据定理 3.4 知道 Z, ξ1, ξ2 独立, 再注意 σ2
1 = σ2

2 = σ2 和利用定理

3.5 得到

(X̄n − Ȳm)− (µ1 − µ2)

SW

√
1/n+ 1/m

=
Z√

(ξ1 + ξ2)/(n+m− 2)
∼ t(n+m− 2). (4.16)
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• 利用 (4.16) 构造出 µ1 − µ2 的置信度为 (1− α) 的置信区间

[
(X̄n − Ȳm)− tα/2SW

√
1

n
+

1

m
,

(X̄n − Ȳm) + tα/2SW

√
1

n
+

1

m

]
. (4.17)

其中 tα/2 = tα/2(n+m− 2).

7.4.5 方差比 σ2
1/σ

2
2 的置信区间

方差比 σ2
1/σ

2
2 的置信区间

• 在 D 的假设下, 我们计算 σ2
1/σ

2
2 的置信区间.

• 根据定理 3.4 和定理 3.7, 知道

F =
S2
1/S

2
2

σ2
1/σ

2
2

=
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

∼ F (n− 1,m− 1).

• 利用 Fα 表示 Fα(n− 1,m− 1), 得到

P
(
F1−α/2 ≤

S2
1/S

2
2

σ2
1/σ

2
2

≤ Fα/2

)
= 1− α.

• 于是在置信度 (1− α) 下, 可以得到 σ2
1/σ

2
2 的置信区间[ S2

1

S2
2Fα/2

,
S2
1

S2
2F1−α/2

]
.

7.4.6 单侧置信区间

单侧置信区间

• 定义 4.2 设X1, X2, · · · , Xn是来自总体X的样本,X = (X1, X2, · · · , Xn),
θ 是未知参数, θ = θ(X), θ = θ(X) 是两个统计量. 对于给定的
α ∈ (0, 1),

1. 如果有

P ( θ ≤ θ ) ≥ 1− α, (4.18)

就称 θ 为参数 θ 的置信度为 (1− α) 的单侧置信上限;

2. 如果有

P ( θ ≥ θ ) ≥ 1− α, (4.19)

就称 θ 为参数 θ 的置信度为 (1− α) 的单侧置信下限.
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正态总体 µ 和 σ2 的单侧置信限表

条件 µ的单侧置信上限 µ 的单侧置信下限

已知 σ µ = X̄n + zασ/
√
n µ = X̄n − zασ/

√
n

未知 σ µ = X̄n + tα(n− 1)S/
√
n µ = X̄n − tα(n− 1)S/

√
n

条件 σ2 的单侧置信上限 σ2 的单侧置信下限

未知 µ σ2 = (n− 1)S2/χ2
1−α(n− 1) σ2 = (n− 1)S2/χ2

α(n− 1)

(4.20)

其他的单侧置信限可以类似得到, 见正态总体和正态逼近置信区间表.

7.5 非正态总体和比例 p 的置信区间

7.5.1 正态逼近法

正态逼近法—σ 已知

• 总体分布不是正态分布的情况也需要对均值和方差计算置信区间.

• 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本, µ = EX, σ2 = Var(X) 分

别是总体均值和总体方差.

• 根据中心极限定理, 对较大的样本量 n,

X̄n − µ

σ/
√
n

近似服从标准正态分布.

• 对较大的 n, 有

P
(
|X̄n − µ| ≤ zα/2σ/

√
n
)
≈ (1− α).

• 于是, 已知标准差 σ 时, 对置信度 (1 − α), 总体均值 µ 的近似置信区

间仍然是 [
X̄n −

zα/2σ√
n

, X̄n +
zα/2σ√

n

]
.



7.5 非正态总体和比例 P 的置信区间 193

正态逼近法—σ 未知

• 当 σ 未知时, 对较大的 n, S 是 σ 的强相合估计, 所以可以用 S 代替

σ.

• 根据例 3.1
X̄n − µ

S/
√
n
∼ N(0, 1)

近似成立.

• 所以未知标准差 σ 时, 均值 µ 的置信度为 (1− α) 的近似置信区间是[
X̄n −

zα/2S√
n

, X̄n +
zα/2S√

n

]
. (5.1)

• n 越大, 近似的程度越好. 我们称以上方法为正态逼近法.

• 使用正态逼近法时，一般的要求是 n ≥ 30.

例 5.1

• 研究年龄和血液中的各种成份之间的关系.

• 通过随机抽样调查了 30 个 30 岁健康公民的血小板数.

• 数据如下 (单位: 万/mm3):

26 19 18 16 26 17 20 20 19 22 19 12 29 15 22

19 27 25 28 24 35 28 19 23 31 30 23 30 17 22

• 用 µ表示 30岁健康公民的血小板数的总体均值. 对于置信度 (1−α) =
0.95, 计算 µ 的置信区间.

• 解 可以认为被选到的个体的血小板数是独立同分布的. 经过计算得到
X̄n = 22.7, S = 5.45. 代入 (5.1) 得到置信度 0.95 下, µ 的近似置信区
间 [

27.7− 1.96× 5.45/
√
30, 22.7 + 1.96× 5.45/

√
30
]

=[25.75, 29.65].



194 第七章 参数估计

7.5.2 比例 p 的置信区间

比例 p 的置信区间

• 例 5.2 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自两点分布总体 B(1, p) 的样本, 对置
信度 (1 − α), 当 n 较大 (至少使得 5 < np̂ < n − 5), p 的近似置信区
间是 [ b−√b2 − 4ac

2a
,

b+
√
b2 − 4ac

2a

]
, (5.2)

其中

a = 1 +
z2α/2
n

, b = 2X̄n +
z2α/2
n

, c = X̄2
n.

• 证明略。

• 当 n 更大, 更简单一些的近似置信区间是[
X̄n − zα/2

√
X̄n(1− X̄n)

n
, X̄n + zα/2

√
X̄n(1− X̄n)

n

]
. (5.3)

• (5.3) 式是由于
X̄n − p√

X̄n(1− X̄n)/n

d→ N(0, 1)

估计 p 所需的样本量

• 例 5.3 给定置信度 (1− α), 要使得置信区间 (5.2) 或 (5.3) 的长度不
超过 d, 只要取样本量

n ≥
(zα/2

d

)2
. (5.7)

• 取 (1− α) = 0.95 时, 可以列出和 d 对应的 n 如下.

d = 0.14 0.12 0.10 0.08 0.06 0.04 0.02 0.01

n = 196 267 385 601 1068 2401 9604 38416
(5.8)

• 证明略。

例 5.4

• 饮用水资源的匮乏限制了我国许多城市的经济发展. 为了节约用水, 城
市甲准备对自来水提价. 现在需要对每吨水提价 0.5 元还是 0.8 元进
行随机抽样调查, 为的是即达到节水的目的, 又不影响百姓的日常生
活.
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(1) 用 p 表示赞同提价 0.5 元的人口比例, 为了得到 p 的置信度为

(1 − α) = 0.95 的置信区间, 且置信区间长度不超过 0.04, 应当随
机抽样调查多少人?

(2) 如果随机抽样调查的 n = 2500 个人中有 1668 个人同意提价 0.5

元, 计算 p 的置信度为 0.95 的置信区间,

(3) 计算 (2) 中置信区间的长度.

• 解 (1) d = 0.04, α = 0.05. 从 (5.8) 知道至少应当调查 2401 个人.

• (2) 2500 个人中有 1668 个人同意提价 0.5 元时, 可以计算出

X̄n =
1668

2500
= 0.6672, n = 2500, zα/2 = 1.96.

由于样本量已经较大, X̄n 偏离 0.5 又不远, 我们使用简单一些的置信
区间 (5.3).

• 将上面的数代入 (5.3), 得到 p 的置信度为 0.95 的置信区间[
X̄n − zα/2

√
X̄n(1− X̄n)/n, X̄n + zα/2

√
X̄n(1− X̄n)/n

]
=[0.6487, 0.6857].

于是, 我们以 95/% 的把握保证, 赞同提价 0.5 元的人口比例在 64/%
至 69/% 之间.

• (3) 置信区间的长度是 0.037.
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第八章 假设检验

8.1 假设检验的概念

假设检验引入

• 假设检验是统计推断的一个主要部分.

• 其想法和前面的最大似然类似：如果实际观测到得到数据在某假设下
不太可能出现则认为该假设错误。

• 例 1.1 一条新建的南北交通干线全长 10 公里. 公路穿过一个隧道
(长度忽略不计), 隧道南面 3.5 公里, 北面 6.5 公里. 在刚刚通车的一
个月中, 隧道南发生了 3 起交通事故, 而隧道北没有发生交通事故, 能
否认为隧道南的路面更容易发生交通事故?

• 解 隧道将公路分为两段, 隧道南 3.5 公里, 隧道北 6.5 公里.

• 用 p 表示一起交通事故发生在隧道南的概率, 则 p = 0.35 表示隧道南

北的路面发生交通事故的可能性相同. p > 0.35 表示后隧道南的路面

发生交通事故的概率比隧道北的路面发生交通事故的概率大.

• 为了作出正确的判断, 先作一个假设

H0 : p = 0.35.

我们称 H0 是原假设 或 零假设.

• 再作一个备择假设
H1 : p > 0.35.

• 在本问题中, 如果判定 H0 不对, 就应当承认 H1.

• 三起交通事故的发生是相互独立的, 他们之间没有联系.

197
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• 如果 H0 为真, 则每一起事故发生在隧道南的概率都是 0.35, 于是这三
起交通事故都发生在隧道南的概率是

P = 0.353 ≈ 0.043.

• 这是一个很小的概率, 一般不容易发生.

• 所以我们否定 H0, 认为隧道南的路面发生交通事故的概率比隧道北
大.

• 做出以上结论也有可能犯错误, 犯错误的概率正是 0.043.

• 这是因为当隧道南北的路面发生交通事故的概率相同, 而 3 起交通事
故又都出现在隧道南时, 我们才犯错误. 这一概率正是 P = 0.043.

• 于是, 我们判断正确的概率是 1− 0.043 = 95.7%(在多次解决类似问题
意义下).

• 通过对例 1.1 的分析, 我们得到以下的概念.

• 进行假设检验时, 根据问题的背景, 先作出原假设

H0 : p = 0.35,

及其备择假设

H1 : p > 0.35.

• 然后在 H0 的下, 计算出观测数据出现的概率 P .

• 如果 P 很小 (一般用 0.05 衡量), 就应当否定 H0, 承认 H1;

• 如果 P 不是很小,也不必急于承认 H0, 这是因为证据往往还不够充分.
如果继续得到的观测数据还不能使得 P 降低下来, 再承认 H0 不迟.

• 为了简便, 我们把以上的原假设和备择假设记作

H0 : p = 0.35 vs H1 : p > 0.35.

其中的 vs 是 versus 的缩写.
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假设检验的一般提法

• 一般来讲, 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本, θ 是总体 X 的未

知参数, 但是已知 θ ∈ Θ0 +Θ1.

• 这里 Θ 是 θ 的大写, Θ0, Θ1 是互不相交的参数集合.

• 对于假设
H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1

的检验法 W (我们用 W 表示这个检验法), 如果否定 H0 时犯错误的概

率不超过 α, 就称 W 是检验水平为 α 的检验, 称 α 是检验法 W 的检

验水平.

• 检验法 W 可以被事件 W 完全确定，事件 W 发生时拒绝 H0，称 W

为拒绝域。

• 定义 1.1 设 α 是 (0, 1) 中的常数. 如果对一切的 θ ∈ Θ0, 有

Pθ(W ) ≤ α,

就称拒绝域 W 的检验水平或 显著性水平是 α.

假设检验的两类错误

• 在解决假设检验的问题时, 无论作出否定还是接受原假设 H0 的决定,
都有可能犯错误.

• 我们称否定 H0 时犯的错误为第一类错误, 接受 H0 时犯的错误为第二

类错误.

•

检验结果

H0 H1

真实 H0 正确 第 I 类错误
情况 H1 第 II 类错误 正确

• 假设检验一般控制第一类错误在检验水平 α 以下，所以否定 H0 时结

论比较可靠。

• 如果承认 H0，可能犯第二类错误，错误概率可能会比较大。

• 在正确的统计推断前提下, 犯错误的原因总是随机因素造成的.

• 要有效减少犯错误的概率, 只好增加观测数据，或在可能的情况下提
高数据的质量, 这相当于降低数据的样本方差.
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• 在例 1.1 中, 如果第一起交通事故发生后, 就断定隧道南更容易发生交
通事故, 犯第一类错误的概率是 0.35.

• 当第二起交通事故发生后, 断定隧道南更容易发生交通事故, 犯第一类
错误的概率是 0.352 = 0.1225.

• 当第三起交通事故发生后, 断定隧道南更容易发生交通事故, 犯第一类
错误的概率是 0.353 = 0.043.

• 如果第四起交通事故又发生在隧道南, 否定 p = 0.35 时犯第一类错误

的概率是 0.354 = 0.015.

例 1.2: 第一类错误与第二类错误的比较

• 一个有 20 多年教龄的教师声称他上课从来不“点名”. 如何判定他讲
的话是真实的?

• 为了解决这个问题, 我们也做一个原假设 H0: 他没有点过名, 然后再
调查 H0 是否为真.

• 当调查了他教过的 3 个班, 都说他没有点过名, 这时如果承认 H0, 犯
错误的概率还是较大的.

• 当调查了他教过的 10 个班, 都说他没有点过名, 这时承认 H0 犯错误

的概率会明显减少.

• 如果调查了他教过的 30 个班, 都说他没有点过名, 这时承认 H0 犯错

误的概率就会很小了.

• 可惜调查 30 个班是很难做到的.

• 反过来, 在调查中只要有人证实这位老师点过名, 就可以否定 H0 了

(不论调查了几个班), 并且这样做犯错误的概率很小.

• 例 1.2 告诉我们, 要否定原假设 H0 是比较简单的, 只要观测到了 H0

下小概率事件就可以。

• 要承认 H0 就比较费力了: 必须有足够多的证据 (样本量), 才能够以较
大的概率保证 H0 的真实.

• 在这个例子中还有一个现象值得注意: 当调查 10 个班发现都没有点过
名就承认 H0 时, 即使判断失误, 造成的后果也不严重. 因为数据已经
说明这位老师不爱点名.
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8.2 正态均值的假设检验

8.2.1 已知 σ 时, µ 的正态检验法

已知 σ 时, µ 的正态检验法—例 2.1

• 例 2.1 一台方差是 0.8克
2
的自动包装机在流水线上包装净重 500 克

的袋装白糖. 现在随机抽取了该包装机包装的 9 袋白糖, 测得净重如
下 (单位: 克).

499.12 499.48 499.25 499.53 500.82

499.11 498.52 500.01 498.87.

能否认为包装机在正常工作?

• 分析: 抽查的 9 袋白糖中有 7 袋净重少于 500 克, 似乎已经说明
µ0 = 500 不对.

• 但是, 由于包装机的方差是 0.8 克, 所以也有可能是由于包装机的随机
误差导致了以上的数据.

• 下面的分析说明, 由于随机误差导致上述观测数据的概率不超过 0.05.

• 解 我们将包装机包装的袋装白糖的净重视为总体 X, 则 X ∼
N(µ, σ2), 其中 σ2 = 0.8 已知，µ 未知.

• 用 Xj 表示第 j 袋白糖的净重, 则 X1, X2, · · · , X9 是来自总体 X 的

n = 9 个样本.

• 设 µ0 = 500, 作假设

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0.

• 在 H0 下,

Z =
X̄n − µ0

σ/
√
9
∼ N(0, 1).

• |Z| 取值应当与 0 差距不大. 当 |Z| 取值较大时, 要否定 H0.

• 对于标准正态分布的上 α/2 分位数 zα/2, 在 H0 下,

P (|Z| ≥ zα/2) = α,

• 如果取 α = 0.05, 则 zα/2 = 1.96, P (|Z| ≥ 1.96) = 0.05.
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• 当 |Z| ≥ 1.96 时, 不该发生的小概率事件发生了, 于是否定原假设 H0.

• 本例中 X̄n = 499.412,

|Z| =
∣∣∣499.412− 500√

0.8/9

∣∣∣ = 1.97 > 1.96,

• 所以应当否定 H0, 认为包装机没有正常工作.

• 在例 2.1 中, 称 α 为检验的显著性水平, 简称为显著性水平, 检验水平,
或水平 (level);

• 称 Z 为检验统计量;

• 称 {|Z| ≥ zα/2} 为检验的拒绝域或否定域;

• 如果 {|Z| ≥ zα/2} 发生, 就称检验是显著的.

• 这时否定 H0, 犯第一类错误的概率不超过 α; 检验水平就是犯第一类
错误的概率.

• 值得注意, 拒绝域 {|Z| ≥ zα/2} 是一个事件, 它的发生与否由 |Z|, 从
而由观测样本 X1, X2, · · · , Xn 决定.

已知 σ 时, µ 的正态检验法

• 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ, σ2) 的样本, σ 已知时,

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

的显著性水平为 α 的拒绝域是

W = {|Z| ≥ zα/2}, 其中 Z =
X̄n − µ0

σ/
√
n

. (2.1)

• 如果 |Z| ≥ zα/2 发生, 就称检验是显著的, 表示结论和假设有显著性差
异.

• 这时, 否定 H0 犯错误的概率不超过 α.

• 特别当 α = 0.05, zα/2 = 1.96.

• 由于这种检验方法是基于正态分布的方法, 所以又称为正态检验法或
Z 检验法.
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• 在例 2.1 中, 如果取检验水平 α = 0.04, 则临界值 zα/2 = z0.02 = 2.054

(查附录 C1(续)).

• 这时 |Z| = 1.97 < 2.054, 不能否定 H0.

• 说明在不同的检验水平下可以得到不同的检验结果.

• 降低犯第一类错误的概率, 就会使得拒绝域减小:{
|Z| > z0.04/2

}
⊂
{
|Z| > z0.05/2

}
.

从而拒绝 H0 的机会变小，接受 H0 的机会变大。

8.2.2 p 值检验法

p 值检验法

• 在例 2.1 中, 已知样本标准差 σ = 0.8, 从实际数据计算得到 |z| = 1.97.

• 如果把拒绝域取成

W = {|Z| ≥ 1.97}

则刚刚能够拒绝 H0.

• 这时犯第一类错误的概率是

p = P (|Z| ≥ 1.97) = 2[1− Φ(1.97)] = 0.0488.

• 我们称 p = 0.0488 是检验的 p 值 (p−value).

• P 值越小, 数据提供的否定 H0 的证据越充分.

• p 值是在 H0 成立的假设下观测到的样本倾向于 H1 的概率。

• 如果检验的显著性水平 α 是事先给定的, 当 P 值小于等于 α, 就要否
定 H0.

• 检验法 (2.1) 的 P 值是

P = P ( |Z| ≥ |z| ) = 2Φ(−|z|), 其中 z =
x̄n − µ0

σ/
√
n

.



204 第八章 假设检验

8.2.3 未知 σ 时, 均值 µ 的 t 检验法

未知 σ 时, 均值 µ 的 t 检验法—例 2.2

• 例 2.2 在例 2.1 中如果 9 个袋装白糖的样品是从超级市场仓库中随
机抽样得到的, 能否认为这批 500 克袋装白糖的平均重量是 500 克?

• 解 σ 未知, 需要寻找其他的方法.

• 对 µ0 = 500 克, 仍作假设

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0.

• 在标准差 σ 未知时, 可用样本标准差

S =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − X̄n)2

代替 σ.

• 在 H0 下, 从 §7.3 的定理 3.6 知道检验统计量

T =
X̄n − µ0

S/
√
n
∼ t(n− 1).

说明 T 在 0 附近取值是正常的, 如果 |T | 取值较大就应当拒绝 H0.

• 根据分位数 tα/2(n− 1) 的性质, 有

P (|T | ≥ tα/2(n− 1)) = α.

• 于是 H0 的显著性水平为 α 的拒绝域是{
|T | ≥ tα/2(n− 1)

}
, T =

X̄n − µ0

S/
√
n

. (2.2)

• 现在 µ0 = 500. 取 α = 0.05, 查表得到 t0.05/2(8) = t0.025(8) = 2.306.
经过计算得到 X̄n = 499.412, S = 0.676,

|T | =
∣∣∣X̄n − µ0

S/
√
n

∣∣∣ = 2.609 > 2.306.

• |T | 大于临界值 2.306, 所以应当否定 H0, 认为 µ0 ̸= 500.

• 在本例中, X̄n = 499.412 < 500, 所以认为供应的白糖是缺斤少两的.
作出以上判断也有可能犯错误, 但是犯错误的概率不超过 α = 0.05.
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• 我们将例 2.2 中的方法总结如下: 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体

N(µ, σ2) 的样本, σ 未知时,

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

的显著性水平为 α 的拒绝域是{
|T | ≥ tα/2(n− 1)

}
, 其中 T =

X̄n − µ0

S/
√
n

. (2.3)

• 如果 |T | ≥ tα/2(n− 1) 发生, 就称检验是显著的, 这时否定 H0 犯错误

的概率不超过 α.

• 由于这种检验方法是基于 t 分布的方法, 所以又称为t 检验法.

• 设 T 统计量的计算结果为 a，则检验法 (2.3) 的 P 值为

P =P
(
|Tn−1| ≥ |a|

)
=2P

(
Tn−1 ≥ |a|

)
, 其中 Tn−1 ∼ t(n− 1).

其中的 x̄n, s 分别是实际计算出的样本均值, 样本标准差.

8.2.4 未知 σ 时, µ 的单边检验法

未知 σ 时, µ 的单边检验法—例 2.3

• 例 2.1 和例 2.2 中都是检验 H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0, 当 X̄n 比

µ0 大许多或小许多时, 都应当否定原假设 H0, 所以这种检验问题又被
称为双边检验.

• 下面是单边检验问题

• 例 2.3 在例 2.2 中, 抽查的 9 袋白糖的平均重量 X̄ = 499.412 就可

以引起我们的怀疑. 这批袋装白糖的平均重量是否不足呢?

• 解 为了解决这个问题, 我们作原假设

H0 : µ ≥ 500 vs H1 : µ < 500.

• 如果否定了 H0, 就认定这批袋装白糖的份量不足.

• 由于在 H0 下, 只知道总体均值 µ ≥ 500, 不知道 µ 的具体值, 所以

T =
X̄n − 500

S/
√
n



206 第八章 假设检验

的分布是未知的. 但是这时有

T =
X̄n − 500

S/
√
n
≥ T0 =

X̄n − µ

S/
√
n
∼ t(n− 1).

• 所以 T 取值较小时应当否定 H0.

• 因为
P
(
T ≤ −tα(n− 1)

)
≤ P

(
T0 ≤ −tα(n− 1)

)
= α,

• 所以, 当 T ≤ −tα(n− 1), 应当否定 H0, 这时犯第一类错误的概率不超
过 α.

• 在本例中, 查表得到 −t0.05(8) = −1.86, T = −2.609 < −1.86, 所以应
当否定 H0. 认定这批袋装白糖的分量不足时, 犯错误的概率不超过
0.05.

• 例 2.3 中, 以 {T ≤ −2.609} 为检验的拒绝域时, 刚刚可以拒绝 H0. 所
以检验的 P 值是

P = P (T8 ≤ −2.609) = 0.0156.

• 分析例 2.1 和 2.3 的问题背景就会看出, 在例 2.1 中应当作双边检验
H0 : µ = 500 vs H1 : µ ̸= 500. 因为多装和少装白糖都是不符合生
产标准的.

• 在例 2.3 中只需要作单边检验 H0 : µ ≥ 500 vs H1 : µ < 500, 因为
超市只需要知道袋装白糖不缺斤少两就够了.

未知 σ 时, µ 的单边检验法

• 我们将例 2.3 中的方法总结如下: 如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体

N(µ, σ2) 的样本, σ 未知时,

H0 : µ ≥ µ0 vs H1 : µ < µ0

的水平为 α 的拒绝域是{
T ≤ −tα(n− 1)

}
, 其中 T =

X̄n − µ0

S/
√
n

. (2.4)

• 如果 T ≤ −tα(n − 1) 发生, 就称检验是显著的, 这时否定 H0 犯错误

的概率不超过 α.
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• 检验的 P 值是

P = P
(
Tn−1 ≤

x̄n − µ0

s/
√
n

)
, 其中 Tn−1 ∼ t(n− 1). (2.5)

• 同理, 对于来自总体 N(µ, σ2) 的样本 X1, X2, · · · , Xn, σ 未知时, 在检
验水平 α 下, 假设

H0 : µ ≤ µ0 vs H1 : µ > µ0

的拒绝域是

{
T ≥ tα(n− 1)

}
, 其中 T =

X̄n − µ0

S/
√
n

. (2.6)

• 如果 T ≥ tα(n − 1) 发生, 就称检验是显著的, 这时否定 H0 犯错误的

概率不超过 α.

• 检验的 P 值是

P = P
(
Tn−1 ≥

x̄n − µ0

s/
√
n

)
, 其中 Tn−1 ∼ t(n− 1).

• 以上两种检验方法也称为 t 检验法.

例 2.4

• 糕点厂经理为判断牛奶供应商所供应的鲜牛奶是否被兑水, 对它供应
的牛奶进行了随机抽样检查. 测得 12 个鲜牛奶样品的冰点如下,

− 0.5426 − 0.5467 − 0.5360 − 0.5281 − 0.5444 − 0.5468

− 0.5420 − 0.5347 − 0.5468 − 0.5496 − 0.5410 − 0.5405.

已知天然牛奶的冰点是 −0.545 摄氏度. 问牛奶是否被兑水.

• 解 设 n = 12. 用 Xi 表示第 i 个样品的冰点, 则 X1, X2, · · · , Xn 是

来自正态总体 N(µ, σ2) 的样本, 参数 µ, σ 未知. 如果牛奶没有被兑水,
则 µ = −0.545.

• 根据测量的数据可以计算出样本均值 X̄n = −0.5416, 样本方差
S = 0.0061.

• 由于水的冰点是 0 摄氏度, 所以兑水牛奶的冰点将会提高.

• 现在 X̄n > −0.545, 于是有理由怀疑牛奶被兑水.
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• 为了判定牛奶被兑水, 就要看牛奶没被对兑水时, X̄n = −0.5416,
S = 0.0061 发生的概率有多大.

• 设 µ0 = −0.545, 作假设

H0 : µ ≤ µ0 (没兑水) vs H1 : µ > µ0 (兑水).

如果否定了 H0, 就判定牛奶被兑水.

• 现在
T =

X̄n − µ0

S/
√
n

= 1.9308.

• 查 t(11) 表得到 t0.05(11) = 1.796.

• 由于 T > 1.796, 检验是显著的, 所以否定 H0, 认为牛奶被兑水.

• 判断牛奶被兑水, 犯错误的概率不超过检验水平 α = 0.05.

• 本例中检验的 P 值是

P = P (T11 ≥ 1.9308) ≈ 0.04.

8.2.5 正态近似法

正态近似法

• 设总体 X 分布未知，X 的期望和方差 µ 和 σ2 未知。希望检验

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

• 对 X 的样本 X1, X2, . . . , Xn，如果 n 充分大，则根据 H0 下

Z =
X̄n − µ0

S/
√
n

d→ N(0, 1)

• 可构造水平 α 的否定域

W = {|Z| > zα/2}

• 类似地，对
H0 : µ ≤ µ0 vs H1 : µ > µ0

检验的否定域为

W = {Z > zα}

• 对
H0 : µ ≥ µ0 vs H1 : µ < µ0

检验的否定域为

W = {Z < −zα}
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比例的近似假设检验—双边

• 设总体 X ∼ b(1, p), 样本 X1, X2, . . . , Xn，则 X̄n 是比例 p的估计，记

为 p̂。

• 对检验
H0 : p = p0 vs H1 : p ̸= p0

• 在 H0 成立时

Z =
p̂− p0√

p0(1− p0)/n

d→ N(0, 1)

• n 充分大时可用否定域

W = {|Z| > zα/2}

比例的近似假设检验—单边

• 对单边检验
H0 : p ≤ p0 vs H1 : p > p0

• 由上面的正态近似法，当 p = p0 时

Z =
p̂− p0√
p̂(1− p̂)/n

d→ N(0, 1)

• n 充分大时可用否定域

W = {Z > zα}

• 对左侧单边检验否定域则为

W = {Z < −zα}

8.3 样本量的选择

功效函数

• 对检验
H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1

设 W 为 α 水平的检验法，定义

Pθ(W ) =真实参数为 θ 时否定 H0 的概率

为检验法 W 的功效函数。
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• 当 H0 成立时，Pθ(W ) 是第一类错误概率。

• 当 H1 成立是，Pθ(W ) 是 1 减去第二类错误概率，称为检验的功效。

• 检验法控制 Pθ(W ) ≤ α, ∀θ ∈ Θ0。

• 给定水平后功效越高检验法越好，但是在 Θ0 和 Θ1 交界的地方功效

可以只有 α，即第二类错误概率可以很高。

• 在 Θ0 和 Θ1 交界的地方第二类错误概率大是可以容忍的。

功效函数的例子

• 考虑正态总体 σ2 已知时检验

H0 : µ ≤ µ0 vs H1 : µ > µ0

• 否定域为
W =

{
X̄n − µ0

σ/
√
n

> zα

}
• 功效函数

Pµ(W ) = P (Z +
µ− µ0

σ/
√
n

> zα)

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Power function

µ

P
ow

er

α

n=5
n=15

8.4 均值比较的检验

独立两总体比较—抽样分布

• 设 X ∼ N(µ1, σ
2
1) , Y ∼ N(µ2, σ

2
2).

• X1, X2, · · · , Xn 是来自 X 的样本, Y1, Y2, · · · , Ym 是来自 Y 的样本,
考虑有关 µ1 和 µ2 的比较的假设检验问题.



8.4 均值比较的检验 211

• 以下设总体 X 和总体 Y 独立, 于是

X1, X2, · · · , Xn, Y1, Y2, · · · , Ym

相互独立.

• 用 X̄n, Ȳm 分别表示 X, Y 的样本均值, 用 S2
1 , S2

2 分别表示 X, Y 的

样本方差, 由 §7.4 (4.12) 知

Z =
(X̄n − Ȳm)− (µ1 − µ2)√

σ2
1/n+ σ2

2/m
∼ N(0, 1). (4.1)

• 当未知 σ2
1 , σ

2
2 , 但已知 σ2

1 = σ2
2 时, 设 σ2 = σ2

1 , 由 §7.4 的 (4.16) 得

T0 =
(X̄n − Ȳm)− (µ1 − µ2)

SW

√
1/n+ 1/m

∼ t(n+m− 2). (4.4)

其中

S2
W =

(n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2

n+m− 2
, (4.3)

8.4.1 已知 σ2
1 , σ2

2 时, µ1, µ2 的检验

已知 σ2
1 , σ2

2 时, µ1, µ2 的检验

• 例 4.1 甲乙两公司都生产 700MB(兆字节) 的光盘, 从甲的产品中抽
查了 7 张光盘, 从乙生产的产品中抽查了 9 张光盘. 分别测得他们的
储量如下

X(甲) 683.7 682.5 683.5 678.7 681.1 680.80 677.9

Y (乙) 681.5 682.7 674.2 674.6 680.7 677.8 681.0

681.4 681.1

现在已知甲的光盘储量 X ∼ N(µ1, 2), 乙的光盘储量 Y ∼ N(µ2, 3).
在显著性水平 α = 0.05 下, 甲乙两家光盘的平均储量有无显著性差
异? 计算检验的 P 值.

• 解 n = 7, m = 9, σ2
1 = 2, σ2

2 = 3. 作假设

H0 : µ1 = µ2 vs H1 : µ1 ̸= µ2. (4.5)

• 设 Z 由 (4.1) 定义, 在 H0 下,

ξ =
(X̄n − Ȳm)√
σ2
1/n+ σ2

2/m
∼ N(0, 1). (4.6)
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• P (|ξ| ≥ 1.96) = 0.05.

• H0 的水平 0.05 拒绝域是

W =
{
|ξ| ≥ 1.96

}
. (4.7)

• 经过计算得到 X̄n = 681.17, Ȳm = 679.44,

ξ =
681.17− 679.44√

2/7 + 3/9
= 2.1988 > 1.96.

可以在水平 0.05 下认为这两家光盘的平均储量有显著差异.

• 检验的 P 值是 P = P (|Z| ≥ 2.1988) = 2P (Z > 2.1988) = 0.0279.

例 4.2

• 在例 4.1 中, 能否在检验水平 0.02 下认为甲光盘的平均储量大于乙光
盘的平均储量? 计算检验的 P 值.

• 解 由于 X̄n = 681.17 > Ȳm = 679.44, 所以初看起来 µ1 > µ2.

• 作假设

H0 : µ1 ≤ µ2 vs H1 : µ1 > µ2. (4.8)

• 在 H0 下, X̄n − Ȳm 应当比较小, ξ 取值较大时应当否定 H0.

• 查表 C1(续) 知道 z0.02 = 2.054.

• 所以 H0 的水平 0.02 拒绝域是 W = {ξ > 2.054}.

• 现在 ξ = 2.1988 > 2.054, 所以可以在水平 0.02 下认为甲光盘的平均
储量大于乙光盘的平均储量.

• 检验的 P 值是 P = P (Z > 2.1988) = 0.0139.

• 在例 4.2 中, 由于 P 值小于 0.02, 所以在水平 0.05 下, 更能否定
H0 : µ1 ≤ µ2.

• 分析例 4.1 和例 4.2 看出: 由于 zα/2 > zα, 所以对双边假设能够否定
H0 : µ1 = µ2 时, 在相同的检验水平下, 只要 X̄n > Ȳm, 对单边假设更
能够否定 H0 : µ1 < µ2.
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8.4.2 未知 σ2
1, σ

2
2, 但已知 σ2

1 = σ2
2 时, µ1 − µ2 的检验

未知 σ2
1, σ

2
2, 但已知 σ2

1 = σ2
2 时, µ1 − µ2 的检验

• 例 4.3 甲乙两公司用同型号的组装线分别生产自己的 128MB(兆字
节) 闪盘, 从甲的产品中抽查了 7 只, 从乙生产的产品中抽查了 8 只闪
盘. 分别测得他们的储量如下

X(甲) 125.5 124.3 126.12 126.2 124.8 127.2 127.19

Y (乙) 124.7 125.0 124.8 124.5 125.4 124.1 126.9 124.6

设甲的闪盘储量和乙的闪盘储量都服从正态分布, 且有相同的标准差.

•

(1) 在显著性水平 α = 0.05 下, 这两家光盘的平均储量有无显著差异,

(2) 在显著性水平 α = 0.1 下, 这两家光盘的平均储量有无显著差异,

(3) 在显著性水平 α = 0.05 下, 能否认为 EX > EY .

• 解 设 µ1 = EX, µ2 = EY , n = 7, m = 8.

• (1) 作假设

H0 : µ1 = µ2 vs H1 : µ1 ̸= µ2. (4.9)

• 在 H0 下, 由 (4.4) 知道

T =
X̄n − Ȳm

SW

√
1/n+ 1/m

∼ t(n+m− 2), (4.10)

• 于是 P (|T | ≥ t0.05/2(13)) = 0.05.

• 查 t 分布表得到 t0.05/2(13) = 2.16, 于是 H0 的水平 0.05 拒绝域是

W = {|T | ≥ 2.16}. (4.11)

• 经过计算得到

X̄n = 125.9, Ȳm = 125.0,

S2
1 = 1.1122, S2

2 = 0.8552.

S2
W = 0.9648,
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• 最后得到
T =

125.9− 125.0

SW

√
1/7 + 1/8

= 1.805 < 2.16.

所以不能在水平 0.05 下认为这两家闪盘的平均储量有显著性差异.

• (2) 由于 n,m 都较小, T 的值又比较大, 我们还不情愿接受 H0.

• 查 t 分布表, 得到 t0.1/2(13) = t0.05(13) = 1.771. 根据 (4.10), 在 H0 下

P (|T | > 1.771) = 0.1.

• 现在 T = 1.805 > 1.771, 所以我们可以在水平 0.1 下否定 H0, 认为这
两家闪盘的平均储量有显著性差异.

• (3) 因为 X̄n = 125.9 > Ȳm = 125.0, 所以可能有 µ1 > µ2.

• 作假设
H0 : µ1 ≤ µ2 vs H1 : µ1 > µ2.

• 设 T0, T 分别在 (4.4) 和 (4.10) 中定义.

• 在 H0 下, (µ1 − µ2) ≤ 0, 故

T ≤ T0 =
(X̄n − Ȳm)− (µ1 − µ2)

SW

√
1/n+ 1/m

∼ t(n+m− 2),

P (T ≥ t0.05(13)) ≤ P (T0 ≥ t0.05(13)) = 0.05.

• 由于已得到 t0.05(13) = 1.771. 于是得到 H0 的水平 0.05 拒绝域是

W = {T ≥ 1.771}.

• 现在 T = 1.805 > 1.771, 所以我们可以在水平 0.05 下否定 H0. 认为
甲光盘的平均储量比乙光盘的平均储量大.

• 从例 4.3 看出, 在相同的显箸性水平下, 和双边检验比较, 单边检验更
易于得出否定 H0 的结果.

8.4.3 成对数据的假设检验

成对数据的假设检验

• 例 4.4 在考古学中，人们可以用碳 14 方法确定发掘物的年代．
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• 这是由于不论何种动植物生长在何处，由于新陈代谢的原因, 存活时
其细胞组织中每一克碳内所含的碳 14 数目是相同的.

• 但是当动植物的生命停止后, 得不到补充的碳 14 衰变时能放出 β 粒

子，其半衰期约为 5730 年. 即大约经过 5730 年下降一半，经 11460
年减少到 1/4 等．依此类推，就能根据动植物残骸中碳 14 的含量来
确定其停止呼吸的时间．

• 现在考古学家们在某建筑工地陆续发掘出了已经碳化了的谷物种子的
12 个样品, X,Y 两个考古单位分别对这 12 个样品用碳 14 方法进行了
年代测定 (单位: 万年), 结果如下.

X 0.81 0.57 0.69 0.68 0.53 0.72

Y 0.72 0.63 0.53 0.70 0.69 0.80

X 0.59 0.84 0.61 0.75 0.72 0.60

Y 0.69 0.57 0.67 0.53 0.63 0.63

• (1) 在检验水平 0.05 下, 这两家的测量年代有无明显的差异?

• (2) 认为有明显差异时犯错误的概率是多少?

• 解 用 X1, X2, · · · , X2 分别表示甲单位对第 1, 2, · · · , 12 号样品的测
定, 用 Y1, Y2, · · · , Y2 分别表示乙单位对第 1, 2, · · · , 12 号样品的测定.

• 引入
Z1 = X1 − Y1, Z2 = X2 − Y2, · · · , Zn = Xn − Yn.

• 设 Z = X − Y ∼ N(µ, σ2), Z1, Z2, . . . , Zn 是 Z 的样本。

• 我们要检验的是假设

H0 : µ = 0 vs H1 : µ ̸= 0.

• 问题已经转化成一个样本的 t 检验问题.

• H0 的水平 0.05 拒绝域是

W = {|T | ≥ t0.05/2(11)}, T =
Zn

SZ/
√
n
.

• 由于 t0.05/2(11) = 2.201,

T =
Zn

Sz/
√
n
= 0.6766 < 2.201

所以不能否定 H0, 即不能认为两单位的测定有明显的差异.
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• (2) 由于检验的 P 值为

P = P (|T11| > 0.6766) = 2P (T11 > 0.6766) = 0.512,

说明否定 H0 的证据不足。

• 本例中, 如果采用方差相等的检验法（当然，理论上不合适）, 也不能
否定 H0.

8.4.4 未知 σ2
1, σ

2
2 时, µ1, µ2 的检验

未知 σ2
1, σ

2
2 时, µ1, µ2 的检验

• 未知 σ2
1 , σ

2
2 时, 对

ηn =

√
σ2
1/n+ σ2

2/m√
S2
1/n+ S2

2/m
=

√
σ2
1 + σ2

2(n/m)√
S2
1 + S2

2(n/m)
,

利用 S2
1 → σ2

1, S
2
2 → σ2

2, wp1., 得到当 n/m→ 1,

lim
n,m→∞

ηn → 1, wp1.

• 于是利用 §7.3 的定理 3.9, 在 H0 下得到, 当 n/m→ 1, n→∞ 时,

T =
X̄n − Ȳm√

S2
1/n+ S2

2/m
=

X̄n − Ȳm√
σ2
1/n+ σ2

2/m
ηn = Zηn →d N(0, 1).

• 即当样本量 n,m 都较大时, T 近似服从 N(0, 1) 分布, 从而可以得到
H0 : µ1 = µ2 vs H1 : µ1 ̸= µ2 的检验法

W = {|T | > zα/2}, 其中 T =
X̄n − Ȳm√

S2
1/n+ S2

2/m
.

例 4.5

• X,Y 两个渔场在初春放养相同的鳜鱼苗, 但是采用不同的方法喂养.
入冬时, 从第一渔场打捞出 59 条鳜鱼, 从第二渔场打捞出 41 条鳜鱼.
分别秤出他们的平均重量和样本标准差如下 (单位:kg),

X̄n = 0.59, S1 = 0.2, Ȳm = 0.62, S2 = 0.21.

• (1) 在显著性水平 0.05 下, 就鳜鱼的平均重量来讲, 两个渔场的养殖
结果有无显著差异;

• (2) 计算检验的 P 值.
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• 解 对 n = 59,m = 41, 容易计算出

Z =
X̄n − Ȳm√

S2
1/n+ S2

2/m
= −0.7164

• 由于 |Z| < 1.96, 所以在水平 0.05 下不能否定 H0 : EX = EY . 不能认
为两个渔场的养殖结果有显著性差异.

• 检验的 P 值是

P = P (|Z| > 0.7164) = 2[1− Φ(0.7164)] ≈ 0.47.

否定 H0 的证据不足。

8.5 方差的假设检验

方差的假设检验

• 例 5.1 在例 4.5 中, 从第一渔场打捞出 59 条鳜鱼, 从第二渔场打捞
出 41 条鳜鱼. 分别秤出他们的样本标准差如下 (单位:kg)

S1 = 0.2, S2 = 0.21.

对 σ2
0 = 0.182, 在显著性水平 α = 0.05 下, 解决以下检验问题.

• (1) H0 : σ
2
1 = σ2

0 vs H1 : σ
2
1 ̸= σ2

0 ,

• (2) H0 : σ
2
1 ≤ σ2

0 vs H1 : σ
2
1 > σ2

0 ,

• (3) H0 : σ
2
1 ≥ σ2

2 vs H1 : σ
2
1 < σ2

2 .

• 解 设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 N(µ1, σ
2
1) 的样本, 则

ξ1 =
(n− 1)S2

1

σ2
1

∼ χ2(n− 1), n = 59.

• (1) 在 H0 下

ξ =
(n− 1)S2

1

σ2
0

∼ χ2(n− 1), n = 59.

• S2
1 是 σ2

0 的强相合估计, 所以 ξ 取值过大和过小都是拒绝 H0 的依据.

• 用 χ2
α(n− 1) 表示 χ2(n− 1) 的上 α 分位数, 则可以构造出假设 (1) 的

水平 α 拒绝域

W1 = {ξ ≤ χ2
1−α/2(n− 1)}

∪
{ξ ≥ χ2

α/2(n− 1)}. (5.1)
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• 这是因为在 H0 下, 有

P (W1) = P (ξ ≤ χ2
1−α/2(n− 1)) + P (ξ ≥ χ2

α/2) =
α

2
+

α

2
= α.

• 本例中, 查表得到 χ2
1−α/2(58) = χ2

0.975(58) = 38.84, χ2
α/2(58) = 80.94,

否定域是 W1 = {ξ ≤ 38.84}
∪
{ξ ≥ 80.94}. 现在

ξ =
58S2

1

0.182
= 71.60 /∈ W1.

所以在检验水平 0.05 下不能否定 H0.

• 本检验是用 χ2 分布完成的, 所以又称为χ2 检验.

• (2) 在 H0 : σ
2
1 ≤ σ2

0 下, σ2
1 是真参数,

ξ =
(n− 1)S2

1

σ2
0

≤ (n− 1)S2
1

σ2
1

= ξ1 ∼ χ2(n− 1).

• 对 σ1 ≤ σ0，

Pσ1
(ξ > λ) ≤ Pσ1

(ξ1 > λ)

• 取 λ = χ2
α(n− 1), 则

Pσ1
(ξ > λ) ≤ α

• ξ 取值过大是拒绝 H0 的依据, 于是得到 H0 的水平 0.05 拒绝域

W2 = {ξ ≥ χ2
0.05(58)} = {ξ ≥ 76.78}

• 现在 ξ = 71.6, 仍然不能否定 H0.

• 这个检验也是用 χ2 分布完成的, 也称为 χ2 检验.

• (3) 在 H0 下, σ2
1/σ

2
2 大于 1, 所以 F ≡ S2

1/S
2
2 取值也应当较大, F 较

小时应当拒绝 H0.

• 由于总体 X 和 Y 独立, 所以利用 §7.3 的定理 3.7 知道

F =
S2
1

S2
2

≥ S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

=
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

∼ F (n− 1,m− 1).

• 于是得到 H0 的水平 α 否定域

W3 = {F ≤ F1−α(58, 40)}.

经过查表和计算得到 F1−0.05(58, 40) = 1/F0.05(40, 58) = 0.625.

F = 0.22/0.212 = 0.907 ≥ 0.625.

所以不能在显著性水平 0.05 下否定 H0.
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• 我们还不能根据数据判定 X 的方差小于 Y 的方差.

• 这里的检验是用 F 分布进行的, 所以又称为 F 检验.

8.6 比例的假设检验

8.6.1 小样本情况下的假设检验

小样本单个比例的右侧检验

• 设总体 X ∼ B(1, p), X1, X2, . . . , Xn 是 X 的样本，p0 ∈ (0, 1) 为已知

常数。

• 单样本单边比例检验问题

H0 : p ≤ p0 ←→ H1 : p > p0 (6.1)

• 用统计量

ξn = X1 +X2 + · · ·+Xn ∼ B(n, p),

取否定域为

W1 = {ξn ≥ Bα(n, p0)} (6.2)

其中 Bα(n, p0) 是 B(n, p0) 的上侧 α 分位数。

• 当 H0 成立即 p ≤ p0 时，设 η 为 B(n, p0) 随机变量，则

P (W1) = P (ξn ≥ Bα(n, p0)) ≤ P (η ≥ Bα(n, p0)) ≤ α

• 于是，对检验问题 (6.1)，给定检验水平 α，设 n 个独立样本点中成功

个数为 ξn，查二项分布上侧分位数表得 Bα(n, p0)，当 ξn ≥ Bα(n, p0)

拒绝 H0，认为在检验水平 α 下成功概率 p 显著地高于 p0; 否则，认
为在检验水平 α 下成功概率 p 不显著高于 p0。

小样本单个比例的左侧检验

• 类似地，对检验问题

H0 : p ≥ p0 ←→ H1 : p < p0 (6.3)

取拒绝域为

W2 = {ξn ≤ n−Bα(n, 1− p0)} (6.4)
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• 记 q = 1− p, q0 = 1− p0, 这时 ζn = n− ξn ∼ B(n, q), 令 η̃ ∼ B(n, q0),
则 H0 成立即 p ≥ p0 时 q ≤ q0，有

P (W2) =P (ξn ≤ n−Bα(n, q0)) = P (ζn ≥ Bα(n, q0))

≤P (η̃ ≥ Bα(n, q0)) ≤ α.

• 给定检验水平 α 后，查二项分布上侧分位数表得 Bα(n, 1 − p0), 当且
仅当 ξn ≤ n−Bα(n, 1− p0) 时拒绝 H0。

小样本单个比例的双侧检验

• 对检验问题

H0 : p = p0 ←→ H1 : p ̸= p0 (6.5)

• 取否定域为

W3 = {ξn ≤ n−Bα
2
(n, 1− p0)或ξn ≥ Bα

2
(n, p0)} (6.6)

二项分布上侧分位数定义

• 设随机变量 X ∼ B(n, p)。

• 若非负整数 λ ∈ {0, 1, . . . , n} 使得

P (X ≥ λ) ≤ α, P (X ≥ λ− 1) > α (*)

则称 λ 为 B(n, p) 分布的上侧 α 分位数。记作 Bα(n, p)。

• 实际上，因为

P (X ≥ m) =
n∑

k=m

Ck
np

k(1− p)n−k, m = 0, 1, . . . , n

是一个严格单调递减序列，所以对任意 α ∈ (0, 1) 一定能找到唯一的

λ 满足 (*) 式。

• 简单而言可以用穷举法找到 Bα(n, p) 的值。
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例 6.1

• 小区物业称业主满意率 p ≥ 80%。

• 随机抽样调查 50 户，有 33 户回答满意，p̂ = 30/50 = 66%。

• 能否认为满意率真的 p ≥ 80%?

• 解答: 如何选择单侧检验的方向？

• 数据中实际满意率是低于 p0 = 0.8 的，所以对立假设设为 p < 0.8，这

样零假设用 p ≥ 0.8。

• 设 ξn 是回答满意的户数，否定域为

ξn ≤ n−Bα(n, p0).

• 取 α = 0.05，n = 50, ξn = 33, 查表得 B0.05(50, 0.8) = 45。现在

ξn = 33 ≤ 45 成立，拒绝 H0，在 0.05 水平下业主满意率显著地低于
80%。

8.6.2 大样本情况下单个比例的假设检验

大样本情况下单个比例的假设检验

• 对单个比例 p，设 ξn 是 n 个独立抽样中成功的个数，则 ξn ∼ B(n, p),
当 n 很大时（一般要求成功和失败个数都超过 5 个），根据中心极限
定理，ξn 近似服从正态分布 N(np, np(1− p))。

• 令 p̂ = ξn/n 为样本中成功比例。则

η =
p̂− p√

p(1− p)/n

近似服从标准正态分布。

• 当 n 很大时另一近似为

Z =
p̂− p√

p̂(1− p̂)/n

近似服从标准正态分布。
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双侧检验

• 对双侧问题

H0 : p = p0 ←→ H1 : p ̸= p0

在 H0 下

p̂− p0√
p0(1− p0)/n

近似服从标准正态分布。

• 给定检验水平 α，取否定域为

W =

{
|p̂− p0|√

p0(1− p0)/n
≥ zα

2

}
(6.7)

右侧检验

• 对右侧检验问题

H0 : p ≤ p0 ←→ H1 : p > p0

• 取否定域为

W =

{
p̂− p0√
p̂(1− p̂)/n

≥ zα

}
(6.8)

左侧检验

• 对左侧检验问题

H0 : p ≥ p0 ←→ H1 : p < p0

• 取否定域为

W =

{
p̂− p0√
p̂(1− p̂)/n

≤ −zα

}
(6.9)

• 这样的比例检验方法称为正态逼近法。
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例 6.2

• 收藏家一年中购入了 98 幅名画，经鉴定其中 26 幅是赝品。能否认为
该收藏家的鉴定准确率大于等于 75%?

• 解答： 准确率 p 的估计为 p̂ = (98− 26)/98 = 0.7347，低于 75%，所
以取单侧检验的方向为

H0 : p ≥ 0.75←→ H1 : p < 0.75

• 用正态近似法，取检验水平 α = 0.05, n = 98, 否定域为{
p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

< −1.645

}

• 计算得

p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

= −0.3432

未落入否定域，在 0.05 水平下不能拒绝鉴定准确率大于等于 75% 的
假设。

• 注意，如果我们去假设的方向为右侧问题

H0 : p ≤ 0.75←→ H1 : p > 0.75

• 0.05 水平否定域为 {
p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

> 1.645

}

• 现在统计量

p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

= −0.3432

也没有落入否定域，在 0.05 水平下不能拒绝鉴定准确率小于等于 75%
的假设。

• 这是通常的假设检验方法的局限性：当不能拒绝 H0 时，最后的结论

往往是不确定的。
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8.6.3 大样本情况下两个总体比例的比较

大样本情况下两个总体比例的比较

• 设总体 X ∼ B(1, p1), 总体 Y ∼ B(1, p2) 与 X 独立。

• 设 X1, . . . , Xn 为来自 X 的样本，S1 = X1 + · · ·+Xn 为 n 个独立抽

样的成功次数，p̂1 = S1/n 为成功比例；设 Y1, . . . , Ym 为来自 Y 的样

本，S2 = Y1 + · · ·+ Ym 为 m 个独立抽样的成功次数，p̂2 = S2/m 为

成功比例。

• 由中心极限定理，当 n,m 都很大时近似有

p̂1 ∼N(p1, p1(1− p1)/n),

p̂2 ∼N(p2, p2(1− p2)/m),

• 从而近似有

p̂1 − p̂2 ∼ N
(
p1 − p2,

1

n
p1(1− p1) +

1

m
p2(1− p2)

)
• 实际使用时，设两个样本中的成功和失败个数都在 5 个以上。

右侧检验

• 对右侧检验问题

H0 : p1 ≤ p2 ←→ H1 : p1 > p2

• 取统计量

ξ =
p̂1 − p̂2√

1
n
p̂1(1− p̂1) +

1
m
p̂2(1− p̂2)

当 p1 = p2 时且 n,m 都很大时 ξ 近似标准正态分布。

• 取水平 α 的否定域为

{ξ ≥ zα}

左侧检验

• 对左侧检验问题

H0 : p1 ≥ p2 ←→ H1 : p1 < p2

• 取水平 α 的否定域为

{ξ ≤ −zα}
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双侧检验

• 对双侧检验问题

H0 : p1 = p2 ←→ H1 : p1 ̸= p2

• 在 H0 下设 p1 = p2 = p0，则近似地有

p̂1 − p̂2 ∼ N
(
0,

[
1

n
+

1

m

]
p0(1− p0)

)
其中 p0 可以用 p̂0 = (S1 + S2)/(n+m) 来估计。

• 取统计量

η =
p̂1 − p̂2√(

1
n
+ 1

m

)
p̂0(1− p̂0)

当 p1 = p2 时且 n,m 都很大时 η 近似标准正态分布。

• 取水平 α 的否定域为

{|η| ≥ zα
2
}

• 以上的三个两总体比例比较方法也称为正态逼近法。

例 6.3

• n = 1230 位男应届毕业生和 m = 1542 名女应届毕业生参加由政府组

织的就业洽谈会。结果有 251 名男生和 232 名女生求职成功。

• 假设除性别不同外学生表现没有其它方面的系统差异，问此次招聘有
无性别歧视。

• 解答: 设男生成功率为 p1，女生成功率为 p2，问题是 p1 = p2 是否

成立。

• 检验问题是

H0 : p1 = p2 ←→ H1 : p1 ̸= p2

• 样本量足够大，可以用正态逼近法。

• 水平 0.05 否定域为 {|η| > 1.96}。
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• 现在 n = 1230,m = 1542, p̂1 = 251/1230 = 0.2041, p̂2 = 232/1542 =

0.1505, p̂0 = (251 + 232)/(1230 + 1542) = 0.1742。

• 计算统计量值

η =
p̂1 − p̂2√(

1
n
+ 1

m

)
p̂0(1− p̂0)

=
0.2041− 0.1505√(

1
1230

+ 1
1542

)
0.1742(1− 0.1742)

= 3.697 > 1.96

• 在 0.05 水平下否定 H0，认为招聘男女比例有显著差异，可以认为有

性别歧视，而且是不利于女生。

例 6.4

• 在第六章例 5.3 中，被实验组的 20 万儿童注射疫苗，发病率为
p̂1 = 28× 10−5, 对照组的 20 万儿童发病率为 p̂2 = 71× 10−5。

• 问：疫苗是否有效？

• 因为做出疫苗有效的结论是需要很慎重的，所以我们取双侧检验 (这
是医学中通常的做法)

H0 : p1 = p2 ←→ H1 : p1 ̸= p2

• 样本足够大。

• 取检验水平 0.01，否定域为 {|η| > 2.58}。

• p̂0 = (200000× 0.00028+200000× 0.00071)/400000 = 0.000495。统计

量为

η =
p̂1 − p̂2√(

1
n
+ 1

m

)
p̂0(1− p̂0)

=
0.00028− 0.00071√(

1
200000

+ 1
200000

)
0.000495(1− 0.000495)

= −6.311

• |η| > 2.58, 在 0.01 水平下拒绝零假设，认为处理组发病率与对照组发
病率有显著差异，疫苗有效。

• 可进一步计算检验 p 值为

P (|Z| > | − 6.311|) = 2[1− Φ(6.311)] = 2.77× 10−10

所以显著性差异的证据是很强的。
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8.7 总体分布的假设检验

总体分布的假设检验

• 设 X1, X2, . . . , Xn 是总体 X 的样本，设 X 的分布函数 F (x) 未知，

F0(x) 是一个已知的分布函数。

• 考虑假设检验问题

H0 : F (x) ≡ F0(x)←→ H1 : F (x) ̸≡ F0(x)

• 这样的检验问题称为拟合优度检验。

离散分布情形

• 设 F0 代表了一个离散分布，设 X 仅在 {a1, a2, . . . , am} 中取值，在
F0 下 P (X = aj) = pj , j = 1, 2, . . . ,m。

• 设 n 个样本点中 aj 出现的次数为 fj , 称为频数，当 H0 成立时，fj 应

该与 npj 近似相等。

• 取统计量

ξ =
m∑
j=1

(fj − npj)
2

npj

当 n 充分大时 ξ 在 H0 下近似服从 χ2(m− 1) 分布。

• 称 ξ 为拟合优度卡方统计量。

• 取水平 α 的拒绝域为

{ξ ≥ χ2
α(m− 1)}

推广 1

• 如果 F0 是一类分布，其中还包含 k 个未知参数，可以用最大似然估

计方法求得参数估计，用估计的参数计算 F0 下 pj = P (X = aj)的值。

• 仍计算统计量 ξ，但取否定域为

{ξ ≥ χ2
α(m− k − 1)}

(卡方临界值的自由度等于组数减一再减未知参数个数)
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推广 2

• 当 F0 代表的离散分布有无穷多个取值，或者取值个数有限但是有些

组频数太小时（一般要求频数超过 5），可以把频数很小的类合并。

• 仍记 m 为合并后的组数，这时 pj 为合并过后的第 j 组在 H0 下的理

论概率，fj 是合并过后第 j 组的频数。

• 仍有

ξ =

m∑
j=1

(fj − npj)
2

npj

• 水平 α 的拒绝域为

{ξ ≥ χ2
α(m− k − 1)}

其中 k 是 F0 中未知参数的个数。

推广 3—连续分布情形

• 如果 F0 是一个连续型分布，适当选择分点 b0, b1, . . . , bm，构成区间

(b0, b1], (b1, b2], . . . , (bm−1, bm]

把 X 的取值空间分成 m个组，设 fj 为第 j 组的频数，令 pj = P (X ∈
(bj−1, bj ]|H0) = F0(bj)− F0(bj−1)。

• 如果 F0 中有未知参数，计算 pj 时先获得参数的最大似然估计，F0(·)
使用参数最大似然估计计算。

• 仍计算统计量

ξ =

m∑
j=1

(fj − npj)
2

npj

• 否定域为

{ξ ≥ χ2
α(m− k − 1)}

其中 k 是 F0 中未知参数的个数。
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例 7.1

• 在第二章例 2.2 中，1500 年至 1931 年的 n = 432 年中，全世界发生

了 299 次比较重要的战争。

• 用 Xj 表示第 j 年发生的战争次数，认为 X1, . . . , Xn 是来自泊松分布

的样本。

• 估计泊松参数为 λ̂ =
∑

Xj/n = 0.69, 合并比较小的概率，把总体 X

的取值分为

0, 1, 2, [3,∞)

• 在 Poisson(0.69) 下计算 m = 4 个组分别的概率

p1 =P (X = 0) = 0.502, p2 = P (X = 1) = 0.346,

p3 =P (X = 2) = 0.119, p4 = P (X ≥ 3) = 1− p1 − p2 − p3 = 0.033

• 各组的频数为 (223, 142, 48, 19)。

• 检验统计量为

ξ =
(223− 432× 0.502)2

432× 0.502
+

(142− 432× 0.346)2

432× 0.346

+
(48− 432× 0.119)2

432× 0.119
+

(19− 432× 0.033)2

432× 0.033

=2.346

• 水平 0.05 的否定域为 {ξ ≥ χ2
0.05(4− 1− 1)} = {ξ ≥ 5.991}, ξ = 2.346

未落入否定域，所以在 0.05 水平下可以认为样本来自泊松分布。

• 注意拟合优度检验承认 H0 时可以承认总体服从 F0 分布，但是和其

它检验承认 H0 的问题类似，如果 H0 换成某个其它的已知分布 G0，

也可能会获得承认。

例 7.2

• 在第六章例 3.1 中，列出了某公共图书馆在一年中通过随机抽样调查
得到了 60 天中每天的读者借书数, 能否认为这批数据是来自正态总体
的样本?
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• 设总体分布是 N(µ, σ2), 可以计算出 µ, σ2 的最大似然估计分别是

µ̂ = X̄n = 403.5, σ̂2 =
1

n

n∑
j=1

(Xj − µ̂)2 = 83.122

• 数据的最小值是 213 > 200, 最大值是 584 < 600. 按照制作直方图的
方法将将 (200, 600] 八等分. 计算出数据落入各段的频数为

(3, 2, 12, 14, 12, 11, 3, 3)

• 用最大似然估计作为正态分布参数计算各个组的取值概率 pi, i =

1, 2, . . . ,m = 8。

• 各组频数和理论概率列表如下:

区间 频数fj 理论概率pj

(200, 250] 3 0.0252

(250, 300] 2 0.0741

(300, 350] 12 0.1534

(350, 400] 14 0.2233

(400, 450] 12 0.2289

(450, 500] 11 0.1651

(500, 550] 3 0.0838

(550, 600] 3 0.0300

• 这里第 1、2 组和第 7、8 组都频数太小，分别合并。

• 合并后的 6 个组的频数和理论概率列表如下:

区间 频数fj 理论概率pj

(200, 300] 5 0.0993

(300, 350] 12 0.1534

(350, 400] 14 0.2233

(400, 450] 12 0.2289

(450, 500] 11 0.1651

(500, 600] 6 0.1138

• 计算检验统计量

ξ =

6∑
j=1

(fj − npj)
2

npj
= 0.1335
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• 否定域为

{ξ ≥ χ2
0.05(6− 1− 2)} = {ξ ≥ 7.815}

• 检验统计量未落入否定域，在 0.05 水平下，不拒绝样本来自正态分布
的假设。
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第九章 线性回归分析

9.1 数据的相关性

• 二战初期, 德国对法国发动攻势后, 英国首相丘吉尔应法国的请求, 动
用了十几个防空中队对德作战.

• 由于防空中队的飞机需要在欧洲大陆的机场进行维护, 使得空战中英
国飞机损失严重.

• 这时, 法国总理请求英国继续增派十个中队的飞机, 丘吉尔决定同意这
一要求.

• 英国内阁知道此事后, 请来统计学家利用线性回归模型对出动飞机与
战损飞机的数据进行了统计分析, 发现如果飞机的补充率和损失率不
变, 飞机数量的下降是非常快的:

•“以现在的损失率损失两周，英国在法国的飓风式战斗机就一架也不
存在了”.

• 内阁希望丘吉尔收回他的决定.

• 最后，丘吉尔同意了内阁的要求，并在几天内撤回了在法国的飓风式
战机，只留下了三个中队，为以后英国本土的保卫战保留了实力（读

者 ·2006·4）.

• 线性回归方法是统计学中的常用方法, 是处理变量之间线性关系的重
要方法.

数据的相关性—例

• 在实际问题中, 我们经常遇到有相关关系的变量. 比如讲身高与体重的
关系时, 虽然身高不能确定体重, 但总的来讲, 身越高, 体越重.

233
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• 在考虑某一个特定地区居民的身高和体重的关系时, 用 x 表示身高, 用
y 表示体重, 总体来讲, y 随着 x 增大一般也会增大. 这时我们称 y 和

x 有相关关系.

• 例 1.1 一位社会学家对他所在城市进行了随机抽样调查, 得到了 36
对新婚夫妇的身高数据 (单位:cm).

• 数据对 (xj , yj) 中, xj 是第 j 对夫妇中丈夫的身高, yj 是妻子的身高.
我们称数据对

(xj , yj), j = 1, 2, · · · , 36

为样本或观测数据. 这时, 样本是直角坐标系中的 36 个点, 将这 36 个
点画在坐标系上得到观测数据的散点图 (scatter plot). 横坐标是 x, 纵
坐标是 y.

丈夫与妻子身高的散点图
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9.1.1 样本相关系数

样本相关系数

• 无论是从抽样调查中得到的成对数据, 还是从科学试验, 工农业生产中
得到的成对数据, 在统计学中也都称为观测数据或样本, 数据对的个数
称为样本量.

• 样本量是 n 的成对观测数据是用

(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn) (1.1)
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表示的.

• 这里, 对固定的 j, xj 和 yj 或来自相同的个体, 或是同一次试验的观测
数据.

• 对 i ̸= j, (xi, yi) 和 (xj , yj) 或来自不同的个体, 或是不同次试验的观
测数据.

• 对于观测数据 (1.1), 我们用 {xj} 表示数据 x1, x2, · · · , xn, 用 {yj} 表
示数据 y1, y2, · · · , yn.

• 用 x̄ 和 ȳ 分别表示 {xj} 和 {yj} 的样本均值.

• 用 s2x 表示 {xj} 的样本方差, 用 s2y 表示 {yj} 的样本方差.

• 对 n > 2, 有

x̄ = 1
n

∑n
j=1 xj , s2x = 1

n−1

∑n
j=1(xj − x̄)2,

ȳ = 1
n

∑n
j=1 yj s2y = 1

n−1

∑n
j=1(yj − ȳ)2.

• sx =
√
s2x, sy =

√
s2y 分别是样本标准差.

• 再引入样本协方差

sxy =
1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)(yj − ȳ). (1.2)

• 定义 1.1

(1) 当 sxsy ̸= 0, 我们称
ρ̂xy =

sxy
sxsy

为 {xj} 和 {yj} 的样本相关系数,

(2) 当 ρ̂xy > 0, 我们称 {xj} 和 {yj} 正相关,

(3) 当 ρ̂xy < 0, 我们称 {xj} 和 {yj} 负相关,

(4) 当 ρ̂xy = 0, 我们称 {xj} 和 {yj} 不相关.

• 大量的成对数据都显示了相关系数 ρ̂xy 的以下性质 (参考习题 9.1):

1 ρ̂xy 总是在区间 [−1, 1] 中取值,

2 当 |ρ̂xy| = 1, 样本 (xj , yj), j = 1, 2, · · · , n, 在同一条直线上,

3 当 ρ̂xy 接近于 1 时, x 增加, y 也倾向于增加, 这时数据 (1.1) 分散
在一条上升的直线附近,
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4 当 ρ̂xy 接近于 −1 时, x 增加, y 倾向于减少, 这时数据 (1.1) 分散
在一条减少的直线附近.

• 在实际问题中, 当 |ρ̂xy| ≥ 0.8, 可以认为 {xj} 和 {yj} 高度相关;

• 当 0.5 ≤ |ρ̂xy| < 0.8, 可以认为 {xj} 和 {yj} 中度相关;

• 当 0.3 ≤ |ρ̂xy| < 0.5, 可以认为 {xj} 和 {yj} 低度相关;

• 当 |ρ̂xy| < 0.3, 可以认为 {xj} 和 {yj} 相关性极弱.

• 见演示。

• 容易计算出例 1.1 中丈夫和妻子身高的样本均值分别是 x̄ = 171.3889,
ȳ = 161.3333, 样本标准差 sx = 9.9665, sy = 7.4450, 样本协方差
sxy = 53.8095, 样本相关系数

ρ̂xy =
sxy
sxsy

=
53.8095

9.9665× 7.4450
≈ 0.7252.

说明丈夫和妻子的身高是中度相关的.

• 粗略地讲, 丈夫的身高越高, 妻子的身高也会较高一点.

• 或说妻子身高越高, 丈夫的身高也会较高一点.

9.1.2 相关性检验

相关性检验

• 如果随机向量 (Xj , Yj) 独立同分布, 并且和 (X,Y ) 同分布, 就称
(Xj , Yj) 及其观测值 (xj , yj), j = 1, 2, · · · , n, 是来自总体 (X,Y ) 的样

本.

• 如果 (xj , yj), j = 1, 2, · · · , n, 是来自总体 (X,Y ) 的样本,

ρxy =
E[(X − EX)(Y − EY )]√

Var(X)Var(Y )

是 X,Y 的相关系数, 用强大数律可以证明样本相关系数

ρ̂xy =
sxy
sxsy

是 ρxy 的强相合估计.
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• 在实际问题中, 有时需要检验

H0 : ρxy = 0 vs. H1 : ρxy ̸= 0. (1.3)

• 如果否定了 H0, 就认为 X,Y 是相关的.

• 当总体 (X,Y ) 服从联合正态分布, H0 成立时, 可以证明

T = ρ̂xy

√
n− 2

1− ρ̂2xy
∼ t(n− 2). (1.4)

• 因为 H0 成立时, |ρ̂xy|, 从而 |T | 应当取值较小, 于是假设 (1.3) 的显著
性水平为 α 的拒绝域是

W = {|T | > tα/2(n− 2)}. (1.5)

例 1.2

• 在例 1.1 中, ρ̂xy = 0.7252.

• 假设夫妻的身高总体 (X,Y ) 服从联合正态分布.

• 经过计算得到

T = ρ̂xy

√
n− 2

1− ρ̂2xy
= 6.1396.

• 查表得到 t0.05/2(36− 2) = t0.025(34) = 2.032 < T .

• 检验的结果是显著的, 所以认为 X,Y 是相关的.

• 尽管拒绝域 (1.5) 是针对 X,Y 服从正态分布得到的, 但是对于非正态
分布的情况, 当 n 较大, 人们也利用 (1.5) 作为假设 (1.3) 的拒绝域.

• 还应当指出, ρ̂xy = 0 只是表示 X,Y 之间没有线性关系, 并不表示 X

和 Y 没有关系. 因为这时 X,Y 之间可能存在着非线性关系, 看下面的
例子.

例 1.3
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• 给定来自总体 X 的 30 个样本.

• 取 yj = x2
j , 则 (xj , yj) 是来自总体 (X,Y ) = (X,X2) 的 30 个样本. 这

些样本都在抛物线 y = x2 上, 因而 x, y 存在非线性函数关系. 见图形。

• 可以计算出

ρ̂xy = 0.0074.

• 这时,

T = ρ̂xy

√
n− 2

1− ρ̂2xy
= 0.0392.

查表得到 t0.05/2(30− 2) = t0.025(28) = 2.048 > T .

• 所以不能否定 H0 : ρxy = 0.

• 检验的 P 值是

P (|T28| > 0.0392) = 2[1− P (T28 < 0.0392)] ≈ 0.97,

所以应当承认 H0 : ρxy = 0. 即 {xj}, {yj} 不存在线性关系.

9.2 回归直线

回归直线

• 当 {xj} 和 {yj} 高度相关时, 我们已经知道数据

(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)

会分散在一条直线的附近.

• 我们将这条直线叫做回归直线, 下面就寻找这条直线.

• 在直角坐标系中, 两个点 (x1, y1), (x2, y2) 可以决定一条直线.

l : y =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1) + y1, 当 x2 ̸= x1.

这时, 两个点都在直线上, 所以这两个点平均距离直线 l 最近.
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• 给定三对数据,
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3),

当 x1, x2, x3 不全相同, 我们也求一条直线 l, 使得以上三个点距离直线
l“平均最近”.

• 用
l : y = a+ bx

表示要求的直线, 在平行于 y 轴的方向, 做以上三点到直线 l 的连线,
交点 A,B,C 的坐标分别是

A : (x1, a+ bx1), B : (x2, a+ bx2), C : (x3, a+ bx3).

• 三对观测数据和交点 A,B,C 的距离分别是

|y1 − (a+ bx1)|, |y2 − (a+ bx2)|, |y3 − (a+ bx3)|.

• 我们用这三个距离的平方和

(y1 − a− bx1)
2 + (y2 − a− bx2)

2 + (y3 − a− bx3)
2.

衡量这三对观测数据远离直线 l 的程度.

• 如果 a, b 使得

Q(a, b) = (y1 − a− bx1)
2 + (y2 − a− bx2)

2 + (y3 − a− bx3)
2

达到最小就称直线 l : y = a+ bx 是数据的回归直线.
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• 一般地要为样本量是 n 的观测数据,

(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn), 其中的 xj 不全相同,

建立回归直线 l : y = a + bx, 使之与观测数据平均最近时, 也采用相
同的方法.

• 沿平行于 y 轴的方向, 点 (xj , yj) 到它与 l 的交点的距离是

|yj − (a+ bxj)|, j = 1, 2, · · · , n.

• 我们用这些距离的平方和

Q(a, b) =(y1 − a− bx1)
2 + (y2 − a− bx2)

2 + · · ·

+ (yn − a− bxn)
2 (2.1)

衡量观测数据远离直线 l 的程度.

• 如果常数 a, b 使得 Q(a, b) 达到最小, 就称直线

l : y = a+ bx

是 {xj} 与 {yj} 的回归直线 (regression line).

• 得到了回归直线后, 只要 {xj} 与 {yj} 相关性较强, 对于新的 x, 就可
以用回归直线上的点 ŷ = a+ bx 作为 y 的预测值.

• 事实证明: |ρ̂xy| 越接近于 1, 预测就越准确; x 越接近 x̄, 预测也越好.

最小二乘解

• 定理 2.1 如果 {xj} 不全相同, 则 Q(a, b) 的最小值点是

b̂ =
sxy
s2x

=

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)∑

(xi − x̄)2
,

â =ȳ − b̂x̄. (2.2)

• 称 â, b̂ 是回归直线系数 a, b 的最小二乘估计。

• 证明 将 Q(a, b) 右端的每一项对 a, b 进行二项展开, 就知道 Q(a, b)

是 a, b 的二元二次多项式, 二次项系数大于零.

• Q(a, b) 是开口向上的椭圆抛物面, 最小值唯一存在, 并且可以令两个
一阶偏导数为零得到最小值点.
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• 由

∂Q

∂a
=− 2

n∑
j=1

(yj − a− bxj) = 0,

∂Q

∂b
=− 2

n∑
j=1

(yj − a− bxj)xj = 0, (2.3)

• 得到方程组

ȳ − a− bx̄ =0;
n∑

j=1

yjxj − anx̄− b

n∑
j=1

x2
j =0,

• 把前式中 a 代入后式，并利用

n∑
j=1

yjxj − nx̄ ȳ =

n∑
j=1

(yj − ȳ)(xj − x̄),

n∑
j=1

x2
j − nx̄ x̄ =

n∑
j=1

(xj − x̄)2

• 得 ∑
xjyj − n(ȳ − bx̄)x̄− b

∑
x2
j =0∑

xjyj − nx̄ȳ − b(
∑

x2
j − nx̄2) =0

• 解出

b̂ =

∑n
j=1 yjxj − nx̄ ȳ∑n
j=1 x

2
j − nx̄2

=
sxy
s2x

,

â =ȳ − b̂x̄.

• 于是直线
l : ŷ = â+ b̂x

为数据 (xj , yj), j = 1, 2, · · · , n 的回归直线.

• 给了任何另外的 x, 当 |ρ̂xy| 接近于 1 时, 我们可以用回归直线 l 上的

点

ŷ = â+ b̂x (2.4)

对和 x 相应的 y 作出预测.
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• 我们又称 (2.4) 为经验公式.

• 从 (2.2) 的第二式知道, (x̄, ȳ) 总在回归直线上.

• 因为 â, b̂ 是极小化 a, b 的二次函数 Q(a, b) 得到的, 所以又称它们是
a, b 的最小二乘估计 (least square estimator).

例 2.1

• 容易计算例 1.1 中的 x̄ = 171.39, ȳ = 161.33,

s2x = 99.3302, sxy = 53.8095,

• 于是得到

b̂ =
53.8095

99.3302
= 0.5417, â = ȳ − b̂x̄ = 68.4920.

• 回归直线是
ŷ = 68.492 + 0.5417x.

9.3 一元线性回归

一元线性回归–模型

• 对数据 (xj , yj) 建立了回归直线 l 后, 我们用回归直线 l 上的

ŷj = â+ b̂xj

作为 yj 的预测值, 预测误差是

ε̂j = yj − ŷj = yj − â− b̂xj .

• 我们也称 ε̂j 为残差, 称残差的平方和

Q =

n∑
j=1

ε̂2j =

n∑
j=1

(yj − â− b̂xj)
2 = Q(â, b̂) (3.1)

为残差平方和.

• Q 较小时, l 代表了 x, y 之间的线性关系:

yj = â+ b̂xj + ε̂j , j = 1, 2, · · · , n.
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• 为了统计分析的方便, 我们认为成对数据 (xj , yj) 满足模型

Yj = a+ bxj + εj , j = 1, 2, · · · , n. (3.2)

• 其中的 a, b 是未知常数, {εj} 是独立同分布的随机变量, 服从正态分布
N(0, σ2).

• 这里 σ2 是未知正数, 代表了随机误差的强弱. σ2 越大, 说明随机误差
越强.

• 模型 (3.2) 称为一元线性回归模型 (linear regression model).

• 其中 a, b 分别是直线 y = a+ bx 的截距和斜率, 称为回归参数.

• 在模型 (3.2) 中, 我们称 xj 是设计变量或输入变量, 它表示得到 Yj 时

的输入条件.

• 我们将 xj 看作常量, 不做随机变量处理.

• Yj 是观测变量, 它是输入条件 xj 后得到的观测结果. 我们称 (xj , yj)

是来自一元线性回归模型的样本.

• 给定来自一元线性回归模型 (3.2) 的样本 (xj , yj), 我们的问题是需要
估计出回归参数 a, b 和 σ2.

9.3.1 最大似然估计和最小二乘估计

回归参数的最大似然估计

• 设 (xj , Yj) 满足一元线性回归模型 (3.2), 则 Yj , j = 1, 2, · · · , n 相互独
立, 都服从正态分布.

• 利用
EYj = a+ bxj , Var(Yj) = Var(εj) = σ2,

知道 Yj ∼ N(a+ bxj , σ
2).

• 于是得到基于 Y1, Y2, · · · , Yn 的似然函数

L(a, b, σ2) =
n∏

j=1

1√
2πσ2

exp
(
− 1

2σ2
(yj − a− bxj)

2
)

=
( 1√

2πσ2

)n
exp

(
− 1

2σ2

n∑
j=1

(yj − a− bxj)
2
)

=
( 1√

2πσ2

)n
exp

(
− 1

2σ2
Q(a, b)

)
. (3.3)

其中的 Q(a, b) 由 (2.1) 定义.
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• 对数似然函数是

l(a, b, σ2) = − 1

2σ2
Q(a, b)− n

2
lnσ2 − n ln

√
2π.

• 解方程组 
∂l
∂a

= − 1
2σ2

∂Q
∂a

= 0,

∂l
∂b

= − 1
2σ2

∂Q
∂b

= 0,

∂l
∂σ2 = 1

2σ4Q(a, b)− n
2σ2 = 0,

可以得到 a, b, σ2 的最大似然估计.

• 注意前两个方程和 (2.3) 是等价的, 所以当 s2x ̸= 0, 从前两个方程得到
a, b 的最大似然估计

b̂ =
sxy
s2x

, â = ȳ − b̂x̄. (3.4)

• 将 â, b̂ 代入第三个方程, 得到 σ2 的最大似然估计是 1
n
Q(â, b̂).

• 因为数学上可以证明

EQ(â, b̂) = (n− 2)σ2,

所以 σ2 的最大似然估计不是 σ2 无偏估计, 为了使用无偏估计, 我们
以后用

σ̂2 =
1

n− 2
Q(â, b̂) (3.5)

作为 σ2 的估计. 这时有 Eσ̂2 = σ2.

• 容易看出, (a, b) 的最小二乘估计和最大似然估计是相同的.

• 引入记号：

lyy
△
=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

lxx
△
=

n∑
i=1

(xi − x̄)2

lxy
△
=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

Q =

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

• 则

b̂ =
lxy
lxx

, σ̂2 =
1

n− 2
Q
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回归参数估计的性质

• 以后总设 s2x ̸= 0. 下面是这些估计量的基本性质.

• 定理 3.1 设 (xj , Yj), j = 1, 2, · · · , n, 满足一元线性回归模型 (3.2),
â, b̂, σ̂2 由 (3.4) 和 (3.5) 定义, n > 2 时, 有

(1)

b̂ ∼ N
(
b,

σ2

lxx

)
,

(2)

â ∼ N
(
a, [

1

n
+

x̄2

lxx
]σ2
)
,

(3)
n− 2

σ2
σ̂2 ∼ χ2(n− 2),

(4)

Ȳ , b̂, σ̂2 相互独立.

定理证明

• (1) 对任何常数 c, 有

n∑
j=1

(xj − x̄)c = (nx̄− nx̄)c = 0. (3.6)

• 利用 (3.6) 得到

b̂ =
1

s2x

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)(Yj − Ȳ )

=
1

s2x

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)Yj . (3.7)

• 由于 b̂ 已经是相互独立的正态随机变量 Yj 的线性组合, 所以服从正态
分布.

• 只需要再计算它的数学期望和方差.
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• 利用 Yj ∼ N(a+ bxj , σ
2), (3.6) 和 (3.7), 得到

Eb̂ = 1

s2x

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)EYj

=
1

s2x

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)(a+ bxj)

=
1

s2x

b

n− 1

n∑
j=1

(xj − x̄)(xj − x̄)

=
b

s2x
s2x = b.

• 因为 Y1, Y2, · · · , Yn 相互独立, 有共同的方差 σ2, 利用 (3.7) 得到

Var(b̂) = 1

s4x

1

(n− 1)2

n∑
j=1

(xj − x̄)2Var(Yj)

=
1

s4x

1

(n− 1)
s2xσ

2 =
σ2

(n− 1)s2x
=

σ2

lxx
.

• (2) 设 εn =
∑n

j=1 εj/n, 在 (3.2):

Yj = a+ bxj + εj , j = 1, 2, · · · , n. (3.2)

两边求样本平均得到

•

Ȳ = a+ bx̄+ εn, EȲ = a+ bx̄. (3.8)

• 因为 Ȳ 和 b̂ 都是 Y1, Y2, · · · , Yn 的线性组合, 所以 â = Ȳ − b̂x̄ 也是

Y1, Y2, · · · , Yn 的线性组合, 从而也服从正态分布.

• 再计算它的均值和方差如下.

• 利用 (3.8) 得到

Eâ =E(Ȳ − b̂x̄) = EȲ − Eb̂x̄

=a+ bx̄− bx̄ = a.

• 最后再利用
â = Ȳ − b̂x̄

得到

Var(â) =Var(Ȳ ) +Var(b̂x̄)− 2x̄Cov(Ȳ , b̂)

=
σ2

n
+

x̄2σ2

(n− 1)s2x
− 2x̄Cov(Ȳ , b̂).
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• 由于从 (3.7) 得到

Cov(Ȳ , b̂) =Cov
( 1
n

n∑
j=1

Yj ,
1

(n− 1)s2x

n∑
j=1

(xj − x̄)Yj

)
=

1

n(n− 1)s2x
Cov

( n∑
j=1

Yj ,

n∑
j=1

(xj − x̄)Yj

)
=

1

n(n− 1)s2x

n∑
j=1

(xj − x̄)σ2

=0,

• 这说明 Ȳ 和 b̂ 独立。

• 于是有
Var(â) =

( 1
n
+

x̄2

(n− 1)s2x

)
σ2.

• 性质 (3)、(4) 证明略去。

9.3.2 平方和分解公式

平方和分解公式

• 最小二乘回归直线：l : ŷ = â+ b̂x

• 总平方和为因变量 y 的变动情况，代表了 y 包含的信息多少：

lyy
△
=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

• 残差平方和代表用直线解释 y 与 x 间关系的接近程度:

Q
△
=

n∑
i=1

(yi − ŷ)2

• 回归平方和是由 x 的值所确定的 y 的变化情况:

lŷŷ
△
=

n∑
j=1

(ŷi − ȳ)2

• 注意
1

n

n∑
i=1

ŷi =
1

n

n∑
i=1

(â+ b̂xi) = â+ b̂x̄ = ȳ
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• 另外

lŷŷ =

n∑
i=1

[(â+ b̂xi)− (â+ b̂x̄)]2 =

n∑
i=1

[b̂(xi − x̄)]2 = b̂2lxx

其中

lxx
△
=

n∑
i=1

(xi − x̄)2

• 总平方和可以分解为回归平方和与残差平方和：

lyy = lŷŷ +Q = b̂2lxx +Q (3.12)

• 证明只要看

yi − ȳ = (yi − ŷi) + (ŷi − ȳ)

并证明交叉项为零:
n∑

i=1

(yi − ŷi)(ŷi − ȳ) =
n∑

i=1

[(yi − ȳ)− (ŷi − ȳ)](ŷi − ȳ)

=
n∑

i=1

(yi − ȳ)(ŷi − ȳ)−
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

=b̂

n∑
i=1

(yi − ȳ)(xi − x̄)− b̂2
n∑

i=1

(xi − x̄)2 = 0

9.3.3 斜率 b 的检验

斜率 b 的检验

• 当斜率 b = 0 时，回归直线退化为 l : y = a，这时 x 对 y 没有影响，

线性回归没有意义。

• 只有 b ̸= 0 的回归结果才是有意义的。

• 检验:
H0 : b = 0 vs. Ha : b ̸= 0

• 直观构造否定域: 当 |b̂| 很大时拒绝 H0。

• 需要知道 b̂ 在 H0 下的分布才能给出“很大”的临界值。

• 定理 3.1 说明 b̂ ∼ N(b, σ2/lxx); (n− 2)σ̂2/σ2 ∼ χ2(n− 2) 且与 b̂ 独立，

说明在 H0 下

T =
b̂

σ̂/
√
lxx
∼ t(n− 2)
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• 于是水平 α 的否定域为

W = {|T | > tα/2(n− 2)}

回归系数检验的例子

• 对例 1.1 的数据，检验 b 是否等于零。

• 计算得 b̂ = 0.5417, σ̂2 = 27.0538, lxx = 3476.6, n = 36, t0.025(34) =

2.032, T = 6.14 落入否定域，应拒绝 H0 : b = 0。

9.3.4 预测的置信区间

预测的置信区间

• 回归直线 l : ŷ = â+ b̂x。

• 对于新的输入条件 x0, 预测

ŷ0 = â+ b̂x0

• 未知的真实值为
Y0 = a+ bx0 + ε0

• 要得到 Y0 的置信区间 (预测区间), 必须知道 Y0 − ŷ0 的概率分布.

• 引入

η0 = σ̂

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2

lxx
.

• 定理 3.2 如果 (xj , yj), j = 1, 2, · · · , n, 是来自一元线性回归模型
(3.2) 的数据, 则

Y0 − ŷ0
η0

∼ t(n− 2). (3.21)

• 利用定理 3.2 和

P
(
ŷ0 − tα/2(n− 2)η0 ≤ Y0 ≤ ŷ0 + tα/2(n− 2)η0

)
=P
( |Y0 − ŷ0|

η0
≤ tα/2(n− 2)

)
=1− α,
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• 得到 Y0 的置信度为 1− α 的置信区间

[ ŷ0 − tα/2(n− 2)η0, ŷ0 + tα/2(n− 2)η0 ]. (3.22)

• 置信区间的长度是

L =2tα/2(n− 2)η0

=2tα/2(n− 2)σ̂

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2

lxx
.

• 在相同的置信度下, 置信区间的长度越小越好.

• 相同的置信度下, n 越大, L 越小;

• lxx 越大, L 越小;

• x0 离 x̄ 越近,L 越小;

• σ̂ 越小, L 越小.

例 3.3

• 在例 1.1 中，令 x0 ∈ [150, 190], 计算 ŷ0 及 Y0 的水平为 0.95 的预测
区间。

• 解答：这里 n = 36, t0.05/2(34) = 2.032, ŷ0 = 68.492 + 0.5417x0,
σ̂0 =

√
27.0538 = 5.2013,

η0 =t0.05/2(34)σ̂

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2

lxx

=10.5690

√
1.0278 +

(x0 − 171.39)2

3476.6

令 ŷ+0 = ŷ0 + η0, ŷ−0 = ŷ0 − η0。

• 绘制 (xj , yj) 的散点图，(x0, ŷ0) 的变化曲线，(x0, ŷ
−
0 ) 与 (x0, ŷ

+
0 ) 的

变化曲线如下。
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9.4 多元线性回归

多元线性回归

• 一元线性回归的模型可以推广到有多个自变量（设计变量）的情形。

• 模型

Y = b0 + b1x1 + b2x2 + · · ·+ bpxp + ε. (4.1)

• 其中 b0, b1, . . . , bp 是未知常数，称为回归系数。ε是随机变量，Eε = 0,
Var(ε) = σ2, σ2 是未知参数。

• 称 (4.1) 是多元线性回归模型。

• 如果有 n 组观测值满足

Yj = b0 + b1xj1 + · · ·+ bpxjp + εj , j = 1, 2, . . . , n (4.2)

且 εj , j = 1, 2, . . . , n 独立同 N(0, σ2) 分布，则称

(Yj ;xj1, xj2, . . . , xjp), j = 1, 2, . . . , n (4.3)

为来自 p 元线性回归模型 (4.1) 的样本。
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• 这时 Y1, Y2, . . . , Yn 相互独立，且

Yj ∼ N(b0 + b1xj1 + · · ·+ bpxjp, σ2). (4.4)

9.4.1 最小二乘估计

最小二乘估计

• 令

Q(b0, b1, . . . , bp) =

n∑
j=1

[yj − (b0 + b1xj1 + · · ·+ bpxjp)]
2 (4.5)

• 如果 (b̂0, b̂1, . . . , b̂p) 是 Q(b0, b1, . . . , bp) 的最小值点，称 (b̂0, b̂1, . . . , b̂p)

是回归系数 (b0, b1, . . . , bp) 的最小二乘估计。

矩阵表示

• 将 (4.2) 的 n 个方程写成矩阵形式：

Y =


y1

y2
...
yn

 , X =


1 x11 x12 · · · x1p

1 x21 x22 · · · x2p

...
...

... . . . ...
1 xn1 xn2 · · · xnp

 ,

b =


b1

b2
...
bp

 , ε =


ε1

ε2
...
εn

 ,

Y =Xb+ ε.

• 这时

Q(b0, b1, . . . , bp) = Q(b) = ∥Y −Xb∥2. (4.7)

• 用求偏导数的方法或者用线性代数投影的方法，可以证明最小二乘估
计存在，且当 XTX 可逆时，估计为

b̂ = (XTX)−1XTY . (4.9)
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预测

• 令

ŷj =b̂0 + b̂1xj1 + · · ·+ b̂pxjp, (4.10)

ε̂j =yj − ŷj , j = 1, 2, . . . , n

称 ŷj 为预测值或拟合值，称 ε̂j 为残差。

• 称

Q =
n∑

j=1

ε̂2j = Q(b̂)

为残差平方和。

• σ2 的无偏估计为

σ̂2 =
1

n− p− 1
Q. (4.11)

• 回归的经验公式为

ŷ = b̂0 + b̂1x1 + · · ·+ b̂pxp.

参数估计的性质

• 定理 4.1 设观测数据 (4.3) 是来自 p 元线性回归模型 (4.1) 的样本，
则

(1) Eσ̂2 = σ2,

(2) b̂ ∼ N(b, σ2(XTX)−1),

(3)
(n− p− 1)

σ2
σ̂2 ∼ χ2

n−p−1,

(4) b̂与σ̂2独立.

9.4.2 回归显著性检验

回归显著性检验

• 最小二乘估计总存在，但是解出的经验公式是否有意义？
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• 检验

H0 : b1 = · · · = bp = 0

若 H0 成立，模型退化成 Y = b0 + ε，不出现自变量。

• 只有否定了 H0，回归结果才有意义。

• 这个检验也称为方差分析检验，所有斜率项等于零的检验。

平方和分解

• 令 lyy =
∑n

j=1(yj − ȳ)2, Ŷ = Xb, Q =
∑n

j=1(yj − ŷj)
2 = ∥Y − Ŷ ∥2,

lŷŷ =
∑n

j=1(ŷj − ȳ)2, 仍有平方和分解公式

lyy = lŷŷ +Q.

• 为使得回归模型有意义，分解中回归平方和 lŷŷ 越大越好，残差平方

和 Q 越小越好。

回归显著性检验方法

• 定义统计量

F =
lŷŷ/p

Q/(n− p− 1)

在 H0 成立时 F ∼ F (p, n− p− 1)。

• 取 F (p, n−p−1)上侧 α分位数 Fα(p, n−p−1),当 F > Fα(p, n−p−1)
拒绝 H0。

9.4.3 单个系数的显著性检验

单个系数的显著性检验

• 对某个自变量 xk，如果 bk = 0，则 xk 不出现在模型中。

• 考虑

H0 : bk = 0

的检验。

• 由定理 4.1, 设 (XTX)−1 的第 (k + 1, k + 1) 元素为 ckk，则 β̂k ∼
N(bk, ckkσ

2)， (n−p−1)
σ2 σ̂2 ∼ χ2

n−p−1, 且 β̂k 与 σ̂2 独立。
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• 定义统计量

Tk =
b̂k

σ̂
√
ckk

,

则 H0 成立时 Tk ∼ t(n− p− 1)。

• 取 t(n − p − 1) 分布的双侧 α 分位数 tα/2(n − p − 1), 当 |T | ≥
tα/2(n− p− 1) 拒绝 H0。

• 当 |T | < tα/2(n − p − 1) 不拒绝 H0，这时可以从模型中将自变量 xk

剔除，用剩余的自变量去估计模型。这叫做自变量选择。

9.4.4 残差诊断

标准化残差

• 残差 ε̂j 作为误差 ε 的估计，其分布与 N(σ2) 有较大差别。

• 实际上，

ε̂ =Y − Ŷ = Y −Xb̂

=Y −X(XTX)−1XTY = (I −X(XTX)−1XT ) = PY ,

ε̂ ∼N(0, σ2P ).

• 记 n× n 矩阵 P 的第 (j, j) 元素为 pjj，则 ε̂j ∼ N(0, σ2pjj)，方差不

相同。

• 作如下标准化：

êj =
ε̂j

σ̂
√
pjj

则当 n 较大时 ê1, ê2, . . . , ên 近似服从独立的标准正态分布。大部分标

准化残差应该位于正负 2 之间。

• 可以画残差的各种图形，以检查模型设定是否合理，称为残差诊断。
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