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第二章 贝叶斯决策理论
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多元正态分布

概率密度函数
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其中：

是 维列向量( 表示向量的转置)；

是 维均值向量；

是 协方差矩阵；

 是 的逆矩阵， 是 的行列式。
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多元正态分布

均值μ和协方差矩阵Σ

[ ] ( ) ;

[( ) ] ( ( ) ;T T

E p d

E p d

 

 





μ x x x x

Σ x -μ)(x -μ x -μ)(x -μ) x x

2

[ ] ( )

[( )( ) ]

( )( ) ( , ) .

i i i i i

T
ij i i j j

T
i i j j i j i j

E x x p x dx

E x x

x x p x x dx dx



  

 

 

  

  





4

多元正态分布的性质

1. 参数μ和 Σ对分布具有决定性

 多元正态分布由 d+d(d+1)/2 个参数完全确定。

2. 分布的离散程度

 由参数 |Σ|1/2 决定，与单变量时由标准差 σ决定
相一致：
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多元正态分布的性质

3. 等密度点的轨迹为超椭球面

 超椭球面的主轴方向由协方差矩阵的特征向量
决定，各主轴的长度与相应的特征值成正比。

  T 1(x μ) Σ (x μ) 常数;
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多元正态分布的性质

3. 等密度点的轨迹为超椭球面

 马氏距离(Mahalanobis distance)：随机向量 x 偏
离均值向量 μ的距离

 确定未知样本集和已知样本集的相似性：考虑各
特性间的联系；与尺度无关；

 衡量两个服从同一分布且其协方差矩阵为Σ的随
机变量的差异程度。

;r   T 1(x μ) Σ (x μ)
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多元正态分布的性质

4. 边缘分布和条件分布的正态性

 多元正态分布的边缘分布和条件分布仍然是正
态分布；
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多元正态分布的性质

5. 不相关性等价于独立性

 xi 和 xj相互独立：p(xi,xj)＝p(xi)p(xj)；

 xi 和 xj不相关： E[xixj]＝E[xi]·E[xj]；

 如多元正态分布的任意两个分量互不相关，则
它们一定独立。

 如多元正态随机向量 x 的协方差阵 Σ 是对角阵，
则 x 各分量之间是相互独立的正态分布随机变
量。
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多元正态分布的性质

6. 线性变换的正态性

 多元正态分布的随机向量的线性变换仍然是多
元正态分布的随机向量，即

 存在一个线性变换 A，使变换后的协方差矩阵
ATΣA 为对角矩阵；即在某一新坐标系统中，可
以做到使各分量之间相互独立。
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多元正态分布的性质

6. 线性变换的正态性

 白化变换

其中，矩阵Φ的列向量是Σ的正交特征向量，矩
阵Λ由Σ相应的特征根构成的对角矩阵。

 线性组合的正态性

 当 k=1 时(即A 是 d 维向量 a)，则 y=aTx 是一个
标量，是 x 的线性组合
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多元正态分布的性质
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多元正态分布的性质

1. 参数 μ 和 Σ 完全决定分布；

2. 等概率密度点的轨迹为超椭球面；

3. 不相关性等价于独立性；

4. 边缘分布和条件分布的正态性；

5. 线性变换的正态性；

 白化变换；

 线性组合的正态性。
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正态分布&最小错误率Bayes决策

各模式类的特征向量服从多元正态分布：

最小错误率 Bayes 决策规则和判别函数：

采用对数形式的判别函数：
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正态分布&最小错误率Bayes决策

决策面方程
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正态分布&最小错误率Bayes决策

情况一：Σi=σ2I, I = 1, …, c

即有

判决函数：
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正态分布&最小错误率Bayes决策

最小距离分类器

条件：Σi=σ2I, P(ωi) = 1/c, i = 1, …, c.

判别函数：

判决规则：每个样本以它到每类样本均值的欧式
距离平方的最小值确定其分类，即
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正态分布&最小错误率Bayes决策

最小距离分类器

可看作模板匹配：每个类有一个典型样本(即均
值向量)，称为模板；而待分类样本ｘ只需按欧
氏距离计算与哪个模板最相似(欧氏距离最短)即
可作决定。

18

正态分布&最小错误率Bayes决策

线性分类器

条件：Σi=σ2I，各先验概率关系未知；

判别函数：
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 与类别号 无关

  其中， ，
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正态分布&最小错误率Bayes决策

线性分类器

判别函数为线性函数或决策面为超平面；

决策面方程：
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正态分布&最小错误率Bayes决策
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正态分布&最小错误率Bayes决策

情况二：Σi=Σ, i=1, …, c

几何上，具有同样概率密度函数的点的轨迹是同
样大小和形状的超椭球面，中心由类均值μi决定。

判别函数：
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正态分布&最小错误率Bayes决策

马式距离分类器

条件： Σi=Σ, P(ωi) = 1/c, i = 1, …, c.

判别函数：x 到μi 的马式距离的平方
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正态分布&最小错误率Bayes决策

线性分类器

条件：Σi=Σ，各先验概率关系未知；

判别函数：
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正态分布&最小错误率Bayes决策

线性分类器

决策面方程
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正态分布&最小错误率Bayes决策
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正态分布&最小错误率Bayes决策

情况三：各类的协方差矩阵不相等

 判决函数：
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决策面为二次超曲面：超球面、
超椭球面、超抛物面、超双曲
面，也可能是超平面。

(a)是两个超球体等密度分布-圆;  

(b) 是(a)在 x2 轴方向有扩展-椭圆;

(c)表示决策面为抛物面;

(d)与(e) 差别在于均值点相互关 系
不同;

(e)中出现了对称性情况，双曲线
退化成直线;

正态分布&最小错误率Bayes决策

情况三：各类的协方差矩阵不相等

决策面方程
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例：二维正态分布数据的决策域
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总结

贝叶斯决策理论是统计模式识别的重要理论基础。

理论上讲，贝叶斯决策方法是最优的（在最小错
误率或最小风险意义上）；

贝叶斯决策所需条件最多。实际应用中，需要首
先得到先验概率和类条件概率密度。


