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基于最小风险的贝叶斯决策

条件期望损失：对于特定的观察样本 x（特征向
量），决策 造成的损失对 x 实际所属类别的
各种可能的平均，也叫做条件风险：

期望风险：对所有 x 取值所作的决策α(x)所带
来的平均风险，即条件风险对 x 的数学期望。
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基于最小风险的贝叶斯决策

目标：决策带来的损失的平均值——（平均）风
险最小。

决策规则

通过保证对于每个观测值下的条件风险最小，使
得决策的数学期望——平均风险最小。基于最小
风险的贝叶斯决策是一致最优决策。
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基于最小风险的贝叶斯决策

最小风险决策的计算步骤

在已知P(ωi)，p(x |ωi)，i=1,…,c，以及给定待识
别样本 x 的情况下，根据贝叶斯公式计算后验概
率；

利用后验概率及决策表（或损失矩阵），算出每
个决策的条件风险 ；

按照最小的条件风险进行决策。
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基于最小风险的贝叶斯决策

两类别问题

定义（符号简化）

条件风险
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基于最小风险的贝叶斯决策

两类别问题

决策规则

用贝叶斯公式展开
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基于最小风险的贝叶斯决策

例解：两类细胞识别问题：正常类(ω1)和异常
类(ω2)

根据已有知识和经验，两类的先验概率为：

正常(ω1)： P(ω1)=0.9

异常(ω2)： P(ω2)=0.1

对某一样本观察值 x，通过计算或查表得到：

p(x|ω1)=0.2， p(x|ω2)=0.4

λ11=0， λ12=6， λ21=1， λ22=0

按最小风险决策如何对细胞 x 进行分类？
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基于最小风险的贝叶斯决策

利用贝叶斯公式计算两类的后验概率：

1

2

2

1 1 12 2
1

2

2 2 21 1
1

1 2 2 2

0.9 0.2( | ) 0.818,    
0.9 0.2 0.1 0.4

0.4 0.1( | ) 0.182;
0.2 0.9 0.4 0.1

( | ) ( | ) ( | ) 1.092,

( | ) ( | ) ( | ) 0.818;

( | ) ( | ),     Decide  ,   .

j j
j

j j
j

P

P

R P

R P

R R





    

    

   






 

  


 
  

  

  

  





x

x

x x x

x x x

x x x

9

两种决策方法之间的关系

基于最小错误率的Bayes决策可作为最小风险
Bayes决策的一种特殊情形。

定义损失为

不考虑“拒绝”等其他决策；

决策正确时没有损失；决策错误时损失为1；即
0-1损失函数。
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两种决策方法之间的关系

条件风险

决策规则
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两种决策方法之间的关系

图例一
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两种决策方法之间的关系

图例二

由0-1损失函数确定阈值θa；

给予假设λ12>λ21确定阈值θb。(R1变小)

(decision regions)
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Neyman-Pearson 决策

问题的提出

某些两类判决问题，某一类错误较另一类错误更
为重要 — 损失更为严重。例如在癌细胞识别问

题中，把异常误判为正常的损失更为严重。

先验概率未知。

基本思想

严格限制较重要的一类错误概率，在令其等于某
常数的约束下使另一类误判概率最小。
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Neyman-Pearson 决策

两类错误率

令 R 是整个特征空间，R1 是类别ω1的决策域，
R2 是类别ω2的决策域：R1 + R2= R。

 P1(error)，P2(error)即两类错误率。

1 2

1 2

1 2

2 1

2 2 1 1

2 2 1 1

2 2 1 1

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )

( | ) ( ) ( | ) ( )

( ) ( | ) ( ) ( | )

( ) ( ) ( ) ( )

R R

R R

R R

P error P p d P p d

p P d p P d

P p dx P p d

P P error P P error

 

   

   

 

 

 

 

 

 
 

 

x x x x x x

x x x x

x x x

15

Neyman-Pearson 决策

决策目标：在P2(error)=ε0条件下，求P1(error)
极小值。

根据Lagrange乘子法，建立数学模型

其中λ是Lagrange乘子，目标是求γ的极小值。
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Neyman-Pearson 决策

决策目标：极小化γ

对于固定的λ，要使得γ最小，应满足
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Neyman-Pearson 决策

决策准则

N-P决策规则归结为找阈值λ，使得

λ的显式解不易求解，可用试探法。
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Neyman-Pearson 决策

求决策准则的方法二

令 t 是 R1 和 R2 的分界点（面），将γ分别对 t
和λ求偏导，γ极值点存在的必要条件是：

方程式确定一个分界面，使得P2(error)=ε0 ，同
时又使得P1(error)尽可能小。该分界面上 x 值具有

一个特点，即它们的两类条件密度函数之比是一
个常数，该比值就是Lagrange乘子λ。
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Neyman-Pearson 决策

例解：一个两类问题中，模式均为二维正态分
布，其均值矢量和协方差阵分别为：

解：

1 2 1 2( 1,0) ,  (1,0) ,  .T T I       

0 0.09  Neyman-Pearson 设 ，求 的决策阈值。
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Neyman-Pearson 决策

例解

判决准则：
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对于不同的 ，决策边界是平行于 的不同直线。（如图）
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Neyman-Pearson 决策

例解

通过计算P2(error)=ε0求解λ：
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Neyman-Pearson 决策

最小错误率的Bayes决策与N-P决策

均以似然比为基础；

最小错误率的Bayes决策的阈值是先验概率之比

 Neyman-Pearson决策的阈值是Lagrange乘子
（和先验概率无关）。
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其他决策方法（自学）

最大最小决策

基本思想：类先验概率未知，考查先验概率变化
对错误率的影响，找出使最小风险贝叶斯决策的
风险最大的先验概率，以这种最坏情况设计分类
器。

序贯分类方法

基本思想：除考虑分类造成的损失外，还考虑特
征获取所造成的代价。先用一部分特征分类，然
后逐步加入新特征以减少分类损失，同时衡量总
的损失，以求得最优的效益。
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分类器设计

分类器(classifier)：能够将每个样本都分到某
个类别中去（或者拒绝）的计算机算法。

是从特征空间到决策空间的映射。

决策域(decision region)：分类器将 d 维特征
空间划分为若干区域。

决策面(decision boundary)：不同类别区域
之间的边界，又叫作分类边界、决策边界或分类
面。数学上用解析形式表示成决策面方程。
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分类器设计

判别函数(discriminant functions)：是模式（
或特征向量）x 的函数，用于表述决策规则。

对于c类别问题，相应于每一类别定义一个函
数，构成一组判别函数 gi(x), i = 1,2,…,c，使得

即将 x 分类到有最大判别函数值的类别。

判别函数的选择不唯一。如果 f(·) 是一个单调递
增函数（如logarithm），将 gi(x) 替换成 f(gi(x)) 
不改变判决结果。简化分析和计算！
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分类器设计

最小错误率Bayes决策

决策规则：将x归于ωi类，如果

判别函数
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分类器设计

最小错误率Bayes决策

决策面方程：相邻的两个决策域在决策面上的判
别函数值相等，即

( ) ( ).i jg gx x
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分类器设计

最小错误率Bayes决策

分类器：一个计算 c 个判别函数并选取与最大判
别函数值相对应的类别的网络或机器。
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分类器设计

两类别的最小错误率Bayes决策

判决函数：可只定义一个判别函数

此时的决策规则是
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分类器设计

两类别的最小错误率Bayes决策

决策面方程

分类器

( ) 0.g x
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正态分布
 目的：结合一种比较典型的概率分布来进一步研究基于

最小错误率Bayes决策分类器。

 Bayes决策的三个前提：

 ①类别数确定；②各类的先验概率P(ωi)已知；③各类的
条件概率密度函数p(x|ωi)已知。

 Bayes决策中，类条件概率密度的选择要求：

 模型合理性

 计算可行性

 最常用概率密度模型：正态分布

 观测值通常是很多种因素共同作用的结果，根据中心极
限定理，它们（近似）服从正态分布。

 计算、分析最为简单的模型。
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单变量的正态分布
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单变量的正态分布

 p(x)完全由μ与σ2确定，常记作N(μ, σ2)。

正态分布的熵(entropy)在所有的已知均值及方
差的分布中最大。

 p(x)关于均值对称，最大值位于x=μ处，
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单变量的正态分布

样本主要集中分布在其均值附近，其分散程度用
标准差来衡量，σ愈大分散程度也越大。从分布
的总体中抽取样本，约有95%的样本都落在区间
(μ-2σ,μ+2σ)内。
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多元正态分布

概率密度函数
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其中：

是 维列向量( 表示向量的转置)；

是 维均值向量；

是 协方差矩阵；

 是 的逆矩阵， 是 的行列式。
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多元正态分布

如 x 服从多元正态分布，则有

具体的，如 xi 是 x 的第i个分量，μi是μ的第i个
分量，σij

2是Σ的第ij个元素，则有
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Σ

多元正态分布

协方差矩阵Σ

是对称非负定阵，这里严格限定成正定阵，即
|Σ| > 0。

对角线元素σii
2是 x 相应分量 xi 的方差，即σi

2 。

非对角线元素σij
2是 xi 和 xj的协方差，衡量了分

量间的相关性。

如果xi 和 xj统计独立，则σij=0。

如σij=0（任意i≠j），则p(x) 是x 中各元素的单

变量正态密度函数的内积。
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多元正态分布的性质

1. 参数μ和Σ对分布具有决定性

 多元正态分布由 d+d(d+1)/2 个参数完全确
定。

2. 等密度点的轨迹为超椭球面

 p(x) 是指数函数，因此等概率密度点对应于指

数项为常数，即

);(~)( Σμ,x Np

  T 1(x μ) Σ (x μ) 常数;
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多元正态分布的性质

2. 等密度点的轨迹为超椭球面

 在二维情况下，方程的解是一个椭圆轨迹，其
长短轴方向由协方差矩阵Σ的特征向量决定；
在三维时则是一个椭球面；超过三维则是超椭
球面，主轴方向由协方差矩阵的特征向量决
定，各主轴的长度则与相应的特征值成正比。

 例：

1

2
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是一个椭圆。
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多元正态分布的性质

2. 等密度点的轨迹为超椭球面

 马氏距离(Mahalanobis distance)：随机向量 x 偏
离均值向量μ的距离

 在数理统计中，常用来确定未知样本集和已知样
本集的相似性；考虑到各种特性之间的联系(c.f.
欧式距离)；与尺度无关，即独立于测量尺度；

 也可衡量两个服从同一分布并且其协方差矩阵为
Σ的随机变量的差异程度。

 Σ=I，即为欧式距离；

 Σ=diag(σ1
2, …,σd

2)，即为归一化的欧式距离。

;r   T 1(x μ) Σ (x μ)
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多元正态分布的性质

3. 分布的离散程度

 由参数|Σ|1/2决定，与单变量时由标准差σ决
定相一致。

4. 边缘分布和条件分布的正态性

 多元正态分布的边缘分布和条件分布仍然是正
态分布；
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多元正态分布的性质

5. 不相关性等价于独立性

 xi 和 xj相互独立：p(xi,xj)＝p(xi)p(xj)；

 xi 和 xj不相关： E[xixj]＝E[xi]·E[xj]；

 如多元正态分布的任意两个分量互不相关，则
它们一定独立。

 如多元正态随机向量x的协方差阵Σ是对角阵，
则x各分量之间是相互独立的正态分布随机变量。
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多元正态分布的性质

6. 线性变换的正态性

 多元正态分布的随机向量的线性变换仍然是多
元正态分布的随机向量，即

 由于协方差矩阵Σ是对称矩阵，因此总可以找到
某个线性变换A，使变换后的协方差矩阵ATΣA
成为对角矩阵，这就意味着在某一个新的坐标系
统中，可以做到使各分量之间相互独立。
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多元正态分布的性质

6. 线性变换的正态性

 白化变换

其中，矩阵Φ的列向量是Σ的正交特征向量，矩
阵Λ由Σ相应的特征根构成的对角矩阵。

 将任意的多元正态分布变换成球形分布，即变换
后分布的协方差矩阵是单位矩阵。

 线性组合的正态性

 当 k=1 时(即A 是 d 维向量 a)，则 y=aTx 是一个
标量，是 x 的线性组合

1 2     ( ) ~ ( , );T
w wp N A ΦΛ y A μ I

);,(~)( Σaaμa TTNyp
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