
第二章 贝叶斯决策理论
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本章主要内容

引言

基于最小错误率的Bayes决策

基于最小风险的Bayes决策

基于判别函数的分类器设计

正态分布的最小错误率Bayes决策

讨论

引言

模式识别是一种分类(classification)问题，即
根据识别对象所呈现的观察值，将其分到某个类
别中去。

引言

统计决策理论是处理模式分类问题的基本理论之
一，对模式分析和分类器(classifier)的设计起
指导作用。贝叶斯(Bayes)决策理论是统计模式
识别中的一个基本方法，我们先讨论这一决策理
论，然后讨论涉及统计判别方法的一些基本问题。

引言

客观现象或事物的发生和发展，按照“可预见性”
可分两类情况 — 确定性和随机性。

随机性事物的结果无法预知，但具有统计规律。

随机性事物的特征观察值是随机变量。

特征的观察值总含有某种误差，其具有一定的随
机性；而且同类的不同对象的某个特征的值通常
也是按某种规律散布的。

 模式类别和判决结果的随机性

 用概率统计的理论和方法来解决识别问题是合
理的。

引言

随机模型是用来描述自然界中不确定现象的数学
模型。

统计模式识别的要点：将模式的特征量考虑为符
合某种统计规律（概率密度/分布函数）的随机
量。而任一个样本是取自总体中的一个个体。

需要解决三个问题：

判别问题：已知若干总体分布，当给出一个个体
样本时，要确定这个样本属于哪个总体？

训练问题：已知一些个体样本，分别属于某些总
体，要确定这些总体的分布规律（或参数）。

误判率问题：研究运用上述模型所造成的误判率
的计算。



概念和名词约定
样本sample：待研究对象的个体，包括性质已
知或未知的个体（统计学中有不同的约定）。

类别class：将所研究的样本性质离散化成有限
的类别，认为同一类的样本在该性质上是不可区
分的。

类别用ωi (i=1，2，…，c，共c类)表示；如两
个类别用ω1，ω2表示，也可用{-1，1}表示。

已知样本：类别情况已知的样本。

未知样本: 类别情况未知的样本。

样本集：若干样本的集合，分已知样本集和未知
样本集。

概念和名词约定

特征features：样本的任何可区分的且可观测
的方面（属性）。

包括定量特征和定性特征，通常最后转化为定量
特征。

特征向量feature vectors：样本的所有特征组
成的d维向量。

是样本在数学上的表达，因此也称为样本。
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概念和名词约定

特征空间feature space：d维特征向量的所有
可能取值范围构成的d维特征空间。

每一个样本（特征向量）是该空间中的一个点，
一个类别是该空间中的一个区域。

例：限定苹果的直径尺寸（x，以厘米为单位）
在7厘米到15厘米之间，重量（y，以两为单位）
在3两到8两之间变化。那么，由x值从7到15，y
值从3到8包围的二维空间就是对苹果进行度量的
特征空间。

概念和名词约定
分类器classifier：能够将每个样本都分到某个
类别中去（或者拒绝）的计算机算法。
是从特征空间到决策空间的映射。

Decision region：分类器将特征空间划分为若
干区域（决策域）。

Decision boundary：不同类别区域之间的边
界称作分类边界、决策边界或分类面，决策面。
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贝叶斯决策理论概述

贝叶斯决策理论是解决模式分类问题的一种基本
统计途径。

对问题的要求/条件

决策问题可以用概率的形式来描述；

所有有关的概率结构均已知。

出发点是利用概率的不同分类决策和相应的决策
代价之间的定量折中。

对于同一个问题，采用不同的决策标准将得到不
同意义下“最优”的决策。其中最具代表性的是：

最小错误率

最小风险

贝叶斯决策理论概述

例1：医生根据病人血液中白细胞的浓度来判断
病人是否患有血液病。

一个人的白细胞浓度是3100，医生应该做出怎
样的判断？ （两类别的识别问题）

根据医学知识和以往的经验医生知道：

一般人群中，患病的人数比例为0.5%。

患病的人白细胞的浓度服从均值2000，方差
1000的正态分布；未患病的人白细胞的浓度服从
均值7000，方差3000的正态分布；

贝叶斯决策理论概述

数学表示

用Ω表示“类别”这一随机变量，类别ω1和ω2分
别表示“患病” 和“未患病”。

用x表示“白细胞浓度值”这一随机变量。

决策空间Θ={ω1，ω2}。

贝叶斯决策理论概述

先验概率 (priori probabilities / prior)
根据大量统计数据确定某个类别事物出现的比例。

例1中的两个类别的先验概率分布分别是:

 “先验” ——
没有获得观测数据（病人白细胞浓度）之前类别
的分布。

只针对ω1和ω2出现的可能性，不考虑其他任何因
素（如白细胞浓度）。
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贝叶斯决策理论概述

先验概率 (priori probabilities / prior)
仅依据先验信息的判决规则：

判决的误差概率

,   if 
Decide  

,  otherwise            
1 1 2

2

ω P(ω ) P(ω )
ω





 )(  ,)(min)( 11  PPerrorP 

贝叶斯决策理论概述

类条件概率(Class-conditional Probabilities)
可利用白细胞浓度值x（连续随机变量）来帮助
判决；

 x的分布取决于类别状态（患病或未患病），用
类条件概率密度函数来表示：

 是指在类别ωi下，在一个连续的函数空
间中观测到x的可能性。

 和 间的区别表示了血液病人和
非血液病人之间白细胞浓度值的区别。

);3000 ,7000(~)|(

);1000 ,2000(~)|(

2

1

Nxp

Nxp





)|( 1xp 2( | )p x 

i( | )p x 



贝叶斯决策理论概述

类条件概率(Class-conditional Probabilities)
同一类事物的各个属性都有一定的变化范围，在
其变化范围内的分布概率用一种函数形式表示，
即类条件概率密度函数。

这种分布概率只针对同一类别事物，与其他类别
的事物无关。

用条件概率形式表示，以强调是同一类别事物的
内部。

例，用x表示某一个学生的身高，则男生身高的概
率密度表示成p(x|男生)，女生身高表示成p(x|女
生)，两者之间没有任何关系。

贝叶斯决策理论概述

后验概率(posteriori probabilities/posterior)

问题：已知先验概率 和类条件概率密度函
数 ，i=1,2；对于一个样本 x=3100，
判定 x∈ω1 或 x∈ω2？

计算在观测样本x下，其类别状态是ωi (i=1,2)的概
率： 。

后验概率是一个具体事物属于某种类别的概率。

一个样本只可能属于两个类别之一，即有约束

区别 和 。
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贝叶斯决策理论概述

后验概率(posteriori probabilities/posterior)

 是ωi 关于x的似然(likelihood)函数，
表明了在其他条件都相等的情况下，使得
较大的ωi 更有可能是真实的类别。
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贝叶斯决策理论概述

后验概率(posteriori probabilities/posterior)

贝叶斯决策理论概述

后验概率(posteriori probabilities/posterior)

实质上，贝叶斯定理是通过观察样本x，把类别
状态的先验概率 转化成后验概率 。

贝叶斯定理的必要性: 计算概率需要有大量的数
据，而对于某一特定的事件（如白细胞浓度值
x=3100）要搜集大量的样本是很困难的。

贝叶斯定理综合了先验概率（类别出现的可能性）
和类条件概率（类别符合观测样本的可能性）两
方面因素。
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基于最小错误率的贝叶斯决策

为什么会有错分类，在何种情况下会出现错分
类？

当某一特征向量值X只为某一类物体所特有，即

对其作出决策是容易的，也不会发生错误。

问题在于出现模棱两可的情况，即不同类别在特
征空间的分布有重叠。此时，任何决策都存在误
判的可能性。
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基于最小错误率的贝叶斯决策

目标：最小化决策的平均错误率

 ：在特征向量观测值的整个可能取值范
围内的错误率的均值。

平均错误率是条件错误率的数学期望。
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基于最小错误率的贝叶斯决策

计算条件错误率（以两类别为例）

因为
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基于最小错误率的贝叶斯决策

判决规则

最大化后验概率准则



最小错误率的贝叶斯决策是一致最优决策。
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基于最小错误率的贝叶斯决策

判决规则的等价形式

比较大小不需计算 ，即

如果对于某个x，有 ，判决取
决于先验概率；

如果 ，判决取决于似然概率。
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基于最小错误率的贝叶斯决策

判决规则的等价形式

最大化似然比准则

对似然比取负对数
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基于最小错误率的贝叶斯决策

例解：两类鱼的自动分类问题，鲈鱼(ω1)和鲑
鱼(ω2)，用鱼长度的观察值(x)为特征。

根据统计结果：





 见图示。

如何将一条长为10的鱼分类？
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基于最小错误率的贝叶斯决策

解法一：
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即是鲑鱼。

基于最小错误率的贝叶斯决策

解法二（用似然比）：
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即是鲑鱼。

基于最小错误率的贝叶斯决策
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基于最小错误率的贝叶斯决策

再看决策的错误率

设t为类别的分界面，则在特征向量x是一维时，t
为x轴上的一点。两个决策区域:
R1~(-∞，t)：决策为ω1 ，

R2~(t，+∞)：决策为ω2 ，
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基于最小错误率的贝叶斯决策

再看决策的错误率

基于最小错误率的贝叶斯决策

推广

允许使用多于一个的特征，即用特征向量；

允许多于两种的类别状态；

允许除了判定类别以外的其他行为（如拒绝）；

可以引入比误差概率更一般的损失函数。
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基于最小风险的贝叶斯决策

决策的风险：

以医生根据白细胞浓度判断一个人是否患血液病
为例：

没病被判为有病，还可以做进一步检查，（一般
情况下）损失不大；

有病被判为无病 ，损失严重。

做决策要考虑决策可能引起的损失。

最小风险的Bayes决策正是考虑各种不同的错误
造成的损失不同而提出的一种决策规则。

基于最小风险的贝叶斯决策

几个定义

状态空间Ω：由c个可能的状态（ c类）组成

决策空间A：由所有可能采取的决策组成

损失函数 ：

表示对真实状态为ωj 的样本，采取决策 时所
造成的损失。

常用表格形式描述损失函数（决策表）。
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基于最小风险的贝叶斯决策

决策表

基于最小风险的贝叶斯决策

条件期望损失：对于特定的观察样本x，决策
造成的损失对x实际所属类别的各种可能的平
均，也叫做条件风险：

期望风险：对所有x取值所作的决策α(x)所带
来的平均风险，即条件风险对x的数学期望。
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基于最小风险的贝叶斯决策

目标：决策带来的损失的平均值——（平均）风
险最小。

决策规则

通过保证对于每个观测值下的条件风险最小，使
得决策的数学期望——平均风险最小。基于最小
风险的贝叶斯决策是一致最优决策。
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