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摘要 现有分枝 Markov 过程脊柱分解的构造都有一个假设条件: 单个粒子的后代个数 > 1. 本文给

出一般分枝 Markov 过程脊柱分解的详细构造, 并允许单个粒子后代个数为 0. 然后, 给出脊柱分解的

一些应用.
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1 引言

脊柱分解定理是研究各种分枝模型的极限性质非常有用的工具. 这一方法首先在文献 [1] 中对

Galton-Watson 过程引入, 用于给出上临界情形下 Kesten-Stigum 的 L logL 型定理, 以及临界与下临

界情形下存活概率随时间的衰减速度等结果的概率证明. 之后, 这一方法被推广到其他具有分枝性的

模型, 有关多物种分枝过程, 参见文献 [2–4]; 有关分枝 Markov 过程, 参见文献 [5–11]; 有关超过程, 参

见文献 [12–17]; 有关分枝随机游动, 参见文献 [18].

对于 Galton-Watson过程及超过程, 脊柱分解定理已经很完善. 但是, 对于分枝 Markov过程的脊

柱分解定理, 现有文献大都假设单个粒子死亡后至少产生 1 个后代, 参见文献 [6,9]. 文献 [19,20] 使用

了没有假设单个粒子至少产生 1 个后代的脊柱分解定理, 但是没有详细给出脊柱分解的构造. 本文的

目的是, 在没有单个粒子至少产生 1 个后代的限制条件下, 给出分枝 Markov 过程脊柱分解的详细构

造. 实际上, 我们不假设分枝 Markov过程是上临界的, 所以得到的脊柱分解也适用于临界与下临界的

情形. 本文最后一节会给出脊柱分解定理的一些应用.
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现在介绍文章的假设与记号. 总假设 E 是局部紧的可分距离空间, m 是 E 上支撑为全空间的 σ-

有限 Borel 测度. 用 E∆ := E ∪ {∆} 表示 E 的单点紧化后的空间, 用 B(E) 与 B(E∆) 分别表示 E 上

和 E∆ 上 Borel σ 域, Bb(E) (B+(E)) 表示 E 上所有有界 (非负) B(E) 可测函数全体. 所有定义在 E

上的函数 f , 通过定义 f(∆) = 0, 自动延拓到 E∆ 上. 令Mp(E) 表示 E 上所有有限点测度全体, 即所

有形式为 µ =
∑n

i=1 δxi 的测度全体, 其中 n = 0, 1, 2, . . . , xi ∈ E, i = 1, . . . , n (当 n = 0 时, µ 是零测

度). 对 E 上的任意函数 f 及任意 µ ∈ Mp(E), 用 ⟨f, µ⟩ 或 µ(f) 表示 f 关于 µ 的积分.

总假设 Y = {Yt,Πx, ζ} 是 E 上 Hunt 过程, 具有参考测度 m, 这里 ζ = inf{t > 0 : Yt = ∆} 是 Y

的寿命. 令 {Pt, t > 0} 表示 Y 的转移半群:

Ptf(x) = Πx[f(Yt)], f ∈ B+(E).

{Pt, t > 0} 可以扩展为 L2(E,m) 上强连续半群.

考虑一个以下 3 要素决定的分枝粒子系统:

(i) 状态空间为 E 的 Hunt 过程 Y = {Yt,Πx, ζ};
(ii) E 上非负有界 Borel 函数 β;

(iii) 后代分布 {(pn(x))∞n=0;x ∈ E}, 且对任意 n > 0, pn(x) 是 Borel 函数.

令

ψ(x, z) =
∞∑

n=0

pn(x)z
n, z > 0. (1.1)

ψ(x, ·) 是后代分布 (pn(x))
∞
n=0 的概率母函数.

分枝 Hunt 过程由下面 5 条性质刻画:

(i) 每个粒子的出生时间与死亡时间都是随机的;

(ii) 如果某个粒子在 x ∈ E 点出生, 则该粒子在出生后按 Πx 在空间 E 中运动;

(iii) 在给定粒子的轨道 Y 并假设粒子在 t 时存活的条件下, 粒子在时间区间 [t, t+ dt) 死亡的概

率为 β(Yt)dt+ o(dt);

(iv) 当粒子在位置 x 死亡时, 粒子瞬间在位置 x 以概率 pn(x) 产生 n 个后代;

(v) 点 ∆ 是坟墓, 粒子到达 ∆ 后将停留在 ∆, 并且在 ∆ 点没有分枝.

为了避免没有分枝的退化情形, 总假设 m({x ∈ E, β(x) > 0}) > 0, 同时假设

A(x) := ψ′(x, 1) =
∞∑

n=0

npn(x)

是有界的.

对任意 c ∈ Bb(E), 定义

ec(t) = exp

(
−
∫ t

0

c(Ys)ds

)
.

令 Xt(B)表示 t时刻存活且空间位置在 B 中的粒子个数,这里 B ∈ B(E). 注意,如果粒子在 t时刻死

亡, 即使死亡位置在 B 中, 此粒子也不计入 Xt(B) 的计数中. {Xt, t > 0} 是取值于Mp(E) 的 Markov

过程, 称之为 (Y, β, ψ)- 分枝 Hunt 过程. 对任意 µ ∈ Mp(E), 令 Pµ 表示初值 X0 = µ 时 {Xt, t > 0}
的率, 则有

Pµ exp⟨−f,Xt⟩ = exp⟨log ut(·), µ⟩, (1.2)
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这里 ut(x) 满足下面的方程:

ut(x) = Πx

[
eβ(t) exp(−f(Yt)) +

∫ t

0

eβ(s)β(Ys)ψ(Ys, ut−s(Ys))ds

]
, t > 0. (1.3)

(1.3) 研究的是 0 时刻从单个位于 x 的粒子出发的过程所满足的方程, 这个式子具有一个清晰的

直观解释: 括号中第一项对应初始粒子 t 时刻仍然存活的情形; 括号中第二项对应初始粒子在 t 时刻

之前死亡的情形. (1.3) 意味着

ut(x) = Πx

∫ t

0

[ψ(Ys, ut−s(Ys))− ut−s(Ys)]β(Ys)ds+Πx exp(−f(Yt)), t > 0 (1.4)

(参见文献 [21, 第 2.3 小节]). 对任意 µ ∈ Mp(E), f ∈ B+
b (E), t > 0, 有

Pµ[⟨f,Xt⟩] = Πµ[e(1−A)β(t)f(Yt)]. (1.5)

令 {P (1−A)β
t , t > 0} 为下面的 Feynman-Kac 半群:

P
(1−A)β
t f(x) := Πx[e(1−A)β(t)f(Yt)], f ∈ B(E).

假设 1.1 存在严格正的 Borel 函数 ϕ 和常数 λ1 ∈ (−∞,∞) 使得

ϕ(x) = e−λ1tP
(1−A)β
t ϕ(x), x ∈ E. (1.6)

令 Et = σ(Ys; s 6 t). 注意到

ϕ(Yt)

ϕ(x)
e−λ1te(1−A)β(t), t > 0

在概率 Πx 下是鞅, 从而可以定义测度的鞅变换:

dΠϕ
x

dΠx

∣∣∣∣
Et

=
ϕ(Yt)

ϕ(x)
e−λ1te(1−A)β(t). (1.7)

对于任意非零测度 µ ∈ Mp(E), 定义

Mt(ϕ) := e−λ1t
⟨ϕ,Xt⟩
⟨ϕ, µ⟩

, t > 0.

引理 1.1 对任意非零测度 µ ∈ Mp(E), {Mt(ϕ), t > 0} 在概率测度 Pµ 下是非负鞅, 从而在 Pµ-

几乎必然意义下存在极限 M∞(ϕ) ∈ [0,∞).

证明 根据 X 的 Markov 性、(1.5) 和 (1.6), 可得

Pµ[Mt+s(ϕ) | F t] =
1

⟨ϕ, µ⟩
e−λ1tPXt [e

−λ1s⟨ϕ,Xs⟩]

=
1

⟨ϕ, µ⟩
e−λ1t⟨e−λ1sΠ·[e(1−A)β(s)ϕ(Ys)], Xt⟩

=
1

⟨ϕ, µ⟩
e−λ1t⟨ϕ,Xt⟩ =Mt(ϕ).

这证明了 {Mt(ϕ), t > 0} 是 Pµ- 非负鞅, 从而当 t→ ∞ 时具有几乎必然极限 M∞(ϕ) ∈ [0,∞).
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根据分枝性知, 若 µ ∈ Mp(E) 由 µ =
∑n

i=1 δxi 给出, 其中 n = 1, 2, . . . , {xi; i = 1, . . . , n} ⊂ E, 则

Mt(ϕ) =
n∑

i=1

e−λ1t
⟨ϕt, Xi

t⟩
ϕ(xi)

· ϕ(xi)
⟨ϕ, µ⟩

,

这里, 对任意 i = 1, . . . , n, {Xi
t , t > 0} 是从 δxi

出发的独立分枝 Hunt 过程. 这样如果某个结论对所有

Pδx (x ∈ E) 成立, 则此结果对于一般的 µ ∈ Mp(E) 成立. 所以, 本文后续总假设初始测度由 µ = δx

(x ∈ E) 给出, 并且将 Pδx 简记为 Px.

2 脊柱分解

令 N = {1, 2, . . . }. 用 Γ :=
∪∞

n=0 Nn (这里 N0 = {∅}) 刻画分枝 Hunt 过程的家族结构. 对任意

u ∈ Nn, 如果 n > 1 且 u = (u1, . . . , un), 则定义其长度 (或者代数) |u| 为 n. 将 (u1, . . . , un−1) 记为

u−1,并称它为 u的父亲.对任意 i ∈ N和 u = (u1, . . . , un),用 ui = (u1, . . . , un, i)表示 u的第 i个孩子.

更一般地, 对 u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vm) ∈ Γ, 用 uv 表示 u 和 v 的连接 (u1, . . . , un, v1, . . . , vm).

用 v < u 表示 v 是 u 的祖先. u 的所有祖先组成的集合为 {v ∈ Γ : v < u} = {v ∈ Γ : ∃w ∈ Γ \ {∅} 使
得 vw = u}. 记号 v 6 u 表示 v < u 或者 v = u.

一个子集 τ ⊂ Γ 在满足下面 3 个条件时称为一个 Galton-Watson 树: (i) ∅ ∈ τ ; (ii) 如果 u, v ∈ Γ,

则 uv ∈ τ 意味着 u ∈ τ ; (iii)对所有 u ∈ τ,存在 ru ∈ N∪{0}使得对 j ∈ N, uj ∈ τ 当且仅当 1 6 j 6 ru

成立. 令 T 表示所有 Galton-Watson 树全体. 如果 u ∈ τ , 则称 u 为树 τ 的一个节点或者个体, 或者直

接称为一个粒子.

为了详细刻画分枝 Hunt过程 X,需要引入带标记 Galton-Watson树的概念. 假设每个粒子 u ∈ τ

带有一个标记 (Y u, σu, ru), 这里,

(i) σu 是粒子 u 的寿命, u 及其祖先的寿命决定了 u 的分裂时间 (或者粒子 u 的死亡时间) 为

ζu =
∑

v6u σ
v (ζ∅ = σ∅), u 的出生时间为 bu =

∑
v<u σ

v (b∅ = 0);

(ii) Y u : [bu, ζu] → E∆ 给出了粒子 u 的位置, 并且 Y u
bu = Y u−1

ζu−1 成立;

(iii) ru 给出了粒子 u 死亡后的后代个数, 一般情形下, ru 依赖于 Y u
ζu
.

用 (τ, Y, σ, r) (或简单地 (τ,M)) 表示一棵带标记 Galton-Watson 树. 用 T = {(τ,M) : τ ∈ T} 表
示所有带标记 Galton-Watson 树全体.

定义 T 上的 σ 代数:

F t := σ{[u, ru, σu, (Y u
s , s ∈ [bu, ζu]) : u ∈ τ ∈ T 且 ζu 6 t] 与

[u, (Y u
s , s ∈ [bu, t]) : u ∈ τ ∈ T 且 t ∈ [bu, ζu)]}.

令 F =
∪

t>0 F t. 假设 {Px : x ∈ E} 是 (T ,F) 上概率测度, 使得 (T ,F , (F t)t>0, (Px)x∈E) 为 E 上分

枝 Hunt过程 X 的典则模型. 对每个 x ∈ E, Px 表示从单个位于 x的粒子出发的分枝 Hunt过程的分

布. 有关概率测度 {Px : x ∈ E} 的详细构造, 可参见文献 [22–24]. 在概率测度 Px 下, 分枝 Hunt 过程

的演变由下面 3 条来刻画:

(i) 根粒子按率 Πx 运动.

(ii) 在已知粒子 u 的轨道 Y u
· 、并假设粒子 u 在 t 时刻存活的条件下, u 在时间区间 [t, t+ dt) 死

亡的概率为 β(Y u
t )dt+ o(dt).
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(iii) 当 u 死亡时, u 被 ru 个后代代替, ru 的分布由 P (Y u
ζu
) = (pk(Y

u
ζu
))k∈N 给定. u 的后代独立地

按 ΠY u
ζu
运动. 确切地, (Y u

s , s ∈ [bu, ζu]) 是一个在 bu 时刻从位置 Y u−1
ζu−1 出发的分枝 Hunt 过程的版本

在 [bu, ζu] 的限制.

对于一个给定的带标记树 (τ, Y, σ, r), 令 Lt = {u ∈ τ : bu 6 t < ζu} 表示在 t 时刻存活的粒子全

体, 则

Xt =
∑
u∈Lt

δY u
t
.

对任意 x ∈ E, {Mt(ϕ), t > 0} 是一个 Px- 鞅, 从而可以用 {Mt(ϕ), t > 0} 定义测度 Px 的一个

鞅变换. 我们关心的是, 如何理解这个新测度, 即在这个新测度下过程 X 如何演变. 为此, 需要定义

一个新的样本空间 T̃ , 它是所有具有一个特别脊柱的带标记树全体. 对一个带标记树 (τ, Y, σ, r), 令

Dt = {u ∈ τ : ζu 6 t, ru = 0} 表示在 t 时刻之前或者在 t 时刻死亡且没有后代的粒子. 假设 † 是一个
虚构的不在树 τ 上的粒子. 带标记树 (τ, Y, σ, r) 上的一个脊柱 ξ 是 τ ∪ {†} 的一个子集, 满足

• ∅ ∈ ξ 且对任意 t > 0, |ξ ∩ (Lt ∪ {†})| = 1;

• 如果 v ∈ ξ 且 u < v, 那么 u ∈ ξ;

• 如果 v ∈ ξ 且 rv > 0, 那么存在唯一的 j = 1, . . . , rv 使得 vj ∈ ξ;

• 如果 v ∈ ξ 且 rv = 0, 那么对任意 t > ζv, ξ ∩ Lt 是空集, 在这种情形下, 记 v = † − 1.

注意, 脊柱只包含脊柱上的节点信息 (即知道哪些节点在脊柱上), 但是不知道脊柱的分裂时间和分裂

时的后代个数. 虚构粒子 (或节点) † 可以在空间运动, 但我们对其运动不关心. 这样, 称 ζ†−1 为脊柱

的 “寿命”. † 的寿命是无穷.

令

T̃ = {(τ, Y, σ, r, ξ) : (τ, Y, σ, r) ∈ T 且 ξ 是 (τ, Y, σ, r)的脊柱}

表示所有具有脊柱的带标记树全体.

给定 (τ, Y, σ, r, ξ) ∈ T̃ 和 t > 0,令 ξt := v表示满足 v ∈ ξ∩(Lt∪{†})的唯一的节点. 用 Ỹ = (Ỹt)t>0

表示脊柱的空间运动, 并用 n = (nt : t > 0) 表示沿着脊柱的分裂时间形成的计数过程. 确切地, 如果

u ∈ Lt ∩ ξ,那么 Ỹt = Y u
t 且 nt = |u|;如果 ξt = †,则令 Ỹt = Y †

t ;如果存在 s < t使得 u ∈ Ls 且 u = ξs,

则记 u < †.
如果 v ∈ ξ ∩ Lt 且 rv > 0, 那么在分裂时间 ζv, 后代中恰有一个继续脊柱, 成为脊柱上粒子. 令

Ov 表示 v 的后代中非脊柱粒子全体组成的集合, 对任意使得 vj ∈ Ov 的 j = 1, . . . , rv, 用 (τ, M)vj 表

示以 vj 为根的带标记子树.

现在定义 T̃ 上两个 σ- 域流 {F̃ t}t>0 和 {Gt}t>0:

F̃ t := σ(F t, ξs, s 6 t), Gt := σ(Ỹs : s ∈ [0, t]), t > 0.

F̃ t 知道到 t 时刻为止带标记树的所有信息及到 t 时刻为止脊柱上的节点信息 (从而知道到 t ∧ ζ†−1

为止, 脊柱的所有信息, 包括知道脊柱上粒子由哪些组成、何时出生、何时死亡及死亡时的后代个数).

Gt 包含到 t 时刻为止脊柱的轨道信息.

令 F̃ :=
∪

t>0 F̃ t, G := σ(Ỹs : s > 0), Ĝ := σ((Ỹs, ξs : s > 0), (ζu : u < †)), G̃ := σ(G, (ξs : s > 0),

(ζu, u < †), (ru : u < †)). σ- 域 G 知道脊柱的所有轨道信息, σ- 域 Ĝ 知道脊柱的所有轨道信息及沿脊
柱的分裂时间信息, σ- 域 G̃ 知道脊柱的所有轨道信息、沿脊柱的分裂时间信息及分裂时的后代个数
信息.
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Hardy和 Harris [6] 注意到将 {Px, x ∈ E}视为空间 (T̃ ,F)上测度要比视为 (T ,F)上测度更方便.

我们需要将概率测度 Px 拓展为 (T̃ , F̃) 上概率测度 P̃x, 使得脊柱是从树上选取的一条家族线. 假设

在脊柱上粒子的分裂时刻, 如果脊柱粒子至少有一个后代, 那么从后代中等可能地选取一个粒子成为

脊柱 ξ 上粒子, 继续这条家族线; 如果脊柱上粒子产生了 0 个后代, 那么规定脊柱由虚构粒子 † 继续.

从而对任意 u ∈ τ 有

Prob(u ∈ ξ) =
∏
v<u

1

rv
.

容易看出 ∑
u∈Lt

∏
v<u

1

rv
+

∑
u∈Dt

∏
v<u

1

rv
= 1.

首先给出一个表示结果, 这个表示是文献 [18] 中有关 p0 = 0 情形时结果的推广.

定理 2.1 任意 f ∈ F̃t 可以写成如下形式:

f =
∑
u∈Lt

fu(τ,M)1{ξt=u} +
∑
u∈Dt

fu(τ,M)1{†−1=u}, (2.1)

这里 fu ∈ Ft.

证明 假设 f(τ,M, ξ) ∈ F̃t. 对任意 t > 0, 存在唯一 u ∈ Lt ∪ {†} 使得 ξt = u, 且如果 ξt = †, 则
存在唯一 u ∈ Dt 使得 † − 1 = u. 这样, 有∑

u∈Lt

1{ξt=u} +
∑
t∈Dt

1{†−1=u} = 1,

从而,

f =
∑
u∈Lt

f(τ,M, ξt)1{ξt=u} +
∑
u∈Dt

f(τ,M, † − 1)1{†−1=u}

=
∑
u∈Lt

f(τ,M, u)1{ξt=u} +
∑
u∈Dt

f(τ,M, u)1{†−1=u}.

由于 f ∈ F̃t, 对任意一个固定的 u ∈ Lt ∪Dt, 有 fu := f(τ,M, u) ∈ Ft. 所以 (2.1) 成立.

在 F̃ t 上定义测度 P̃x 如下:

dP̃x(τ,M, ξ) |F̃ t

= 1{ξt∈τ}dΠx(Ỹ )dLβ(Ỹ )(n)
∏
v<ξt

prv (Ỹζv )
∏
v<ξt

1

rv

∏
j:vj∈Ov

dPt−ζv

Ỹζv
((τ,M)vj )

+ 1{ξt=†}dΠx(Ỹ )dLβ(Ỹ )(n)
∏

v<†−1

prv (Ỹζv )
∏

v<†−1

1

rv

∏
j:vj∈Ov

dPt−ζv

Ỹζv
((τ,M)vj ), (2.2)

这里 Πx(Ỹ ) 是从 x ∈ E 出发的 Hunt 过程 Ỹ 的率; Lβ(Ỹ )(n) 是沿轨道 Ỹ、强度为 β(Ỹt)dt 的 Poisson

随机测度 n = {{σi : i = 1, . . . , nt} : t > 0} 的率, 其中 n 给出了沿脊柱的分裂时间; prv (y) =∑
k>0 pk(y)1(rv=k) 是位于 y ∈ E 的脊柱粒子 v 产生 rv 个后代的概率; P t−s

x ((τ,M)vj ) 表示带标记树

(τ,M)vj 描述的分枝 Hunt 过程的率, 其中分枝 Hunt 过程初始时从单点 x 出发, 时间上被推移时间 s.

根据定理 2.1, 对任意有界的 f ∈ F̃ t, 有

P̃x(f | F t) = P̃x

( ∑
u∈Lt

fu(τ,M)1{ξt=u} +
∑
u∈Dt

fu(τ,M)1{†−1=u}

∣∣∣∣F t

)
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=
∑
u∈Lt

fu(τ,M)
∏
v<u

1

rv
+

∑
u∈Dt

fu(τ,M)
∏
v<u

1

rv
.

这样, 对任意 t > 0 和有界的 f ∈ F̃ t, 有

P̃x(f) = Px

( ∑
u∈Lt

fu(τ,M)
∏
v<u

1

rv
+

∑
u∈Dt

fu(τ,M)
∏
v<u

1

rv

)
. (2.3)

特别地,

P̃x(T̃ ) = Px

( ∑
u∈Lt

∏
v<u

1

rv
+

∑
u∈Dt

∏
v<u

1

rv

)
= Px(1) = 1,

这意味着 P̃x 是概率测度, P̃x 是 Px 到 (T̃ , F̃) 空间的推广, 且对任意有界的 f ∈ F̃ t, 有∫
T̃
f dP̃x =

∫
T̃

( ∑
u∈Lt

fu
∏
v<u

1

rv
+

∑
u∈Dt

fu
∏
v<u

1

rv

)
dPx. (2.4)

根据 (2.2) 给出的 P̃x 的分解式, 可以直观上给出 P̃x 下系统的如下构造:

(i) τ 的根在 0 时刻位于 x 处, 且脊柱过程 Ỹt 在空间按率 Πx 运动.

(ii)给定脊柱的轨道 Ỹ·,沿脊柱的分裂时间的率为 Lβ(Ỹ ),这里 Lβ(Ỹ ) 是强度为 β(Ỹt)dt的 Poisson

随机测度的率.

(iii)在脊柱上粒子 v 的分裂时刻,此粒子被 rv 个后代代替,这里 rv 是随机的,其分布由 P (Ỹζv ) =

(pk(Ỹζv ))k>1 给出.

(iv) 如果 rv > 0, 那么在 v 的分裂时刻, 从 v 的 rv 个后代中等可能地选取一个粒子作为脊柱上

粒子; 如果 rv = 0, 那么脊柱由虚构粒子 † 继续.

(v) 如果 rv > 2, 剩余的 rv − 1 个非脊柱上粒子 vj ∈ Ov 独立地生成随机子树 (τ,M)vj , 这些子树

的分布由推移到其出生时刻的 PỸζv
决定.

定义 2.1 假设 (Ω,H,P) 是一个概率空间, {Ht, t > 0} 是 (Ω,H) 上 σ- 域流, 且 K 是 H 的子 σ-

域. 称定义在 (Ω,F ,P) 的一个实值过程 {Ut, t > 0} 关于 σ- 域流 {Ht, t > 0} 是一个 P(· | K)- 鞅, 如果

下面 3 条成立: (i) {Ut, t > 0} 是 {Ht ∨ K, t > 0} 适应的; (ii) 对任意 t > 0, E(|Ut|) < ∞; (iii) 对任意

t > s,

E(Ut | Hs ∨ K) = Us, a.s.

也称在给定 K 的条件下, {Ut, t > 0} 关于 {Ht, t > 0} 是鞅.

下面结果取自文献 [9, 引理 2.3].

引理 2.1 假设 (Ω,H,P) 是概率空间, {Ht, t > 0} 是 (Ω,H) 上的 σ- 域流, 并假设 K1 和 K2 是

H 的两个子 σ- 域, 满足 K1 ⊂ K2. 假设 {U1
t , t > 0} 关于 {Ht, t > 0} 是 P(· | K1)- 鞅, {U2

t , t > 0} 关
于 {Ht, t > 0} 是 P(· | K2)- 鞅. 如果对任意 t > 0, U1

t ∈ K2, U
2
t ∈ Ht, 且 E(|U1

t U
2
t |) < ∞, 那么乘积

{U1
t U

2
t , t > 0} 关于 {Ht, t > 0} 是 P(· | K1)- 鞅.

引理 2.2 假设在给定轨道 Ỹ 的条件下, n = {{ζi : i = 1, . . . , nt} : t > 0} 是沿轨道 Ỹ 的具有强

度 β(Ỹt)dt 的 Poisson 随机测度, 则

η
(1)
t :=

∏
i6nt

A(Ỹζi) · exp
(
−

∫ t

0

((A− 1)β)(Ỹs)ds

)
, t > 0

是关于 {Lt, t > 0} 的 Lβ(Ỹ )- 鞅, 这里 {Lt, t > 0} 是 n 的自然 σ- 域流.
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证明 首先注意到

Lβ(Ỹ )

[ ∏
i6nt

A(Ỹζi)

]
= exp

(∫ t

0

((A− 1)β)(Ỹs)ds

)
, (2.5)

这意味着 Lβ(Ỹ )(η
(1)
t ) = 1. 利用 n 的 Markov 性, 容易验证 {η(1)t , t > 0} 是 Lβ(Ỹ )- 鞅. 这里省略

细节.

利用上面引理, 可以用如下方式定义一个测度 L(Aβ)(Ỹ ):

dL(Aβ)(Ỹ )

dLβ(Ỹ )

∣∣∣∣Lt

=
∏
i6nt

A(Ỹζi) · exp
(
−
∫ t

0

((A− 1)β)(Ỹs)ds

)
.

引理 2.3 对任意 x ∈ E 和 t > 0, 有

P̃x

[ ∏
v<ξt

rv

A(Ỹζv )

∣∣∣∣ Ĝ] = 1. (2.6)

证明 利用 (2.2), 在给定 Ĝ 的条件下, 对任意 v < ξt, 有

P̃x(r
v | Ĝ) = A(Ỹζv ).

由于在给定 Ĝ 的条件下, {rv, v < ξnt
} 是独立的, 所以有

P̃x

( ∏
v<ξt

rv

A(Ỹζv )

∣∣∣∣ Ĝ) = 1.

证毕.

引理 2.4 (1) 过程

η̃
(1)
t :=

∏
v<ξt

A(Ỹζv ) · exp
(
−

∫ t∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹs)ds

)
, t > 0

关于 {F̃ t, t > 0} 是 P̃x(· | G ∨ σ(ζ†−1))- 鞅.

(2) 过程

η̃
(2)
t :=

∏
v<ξt

rv

A(Ỹζv )
= 1{ξt∈Lt}

∏
v<ξt

rv

A(Ỹζv )
, t > 0

关于 {F̃ t, t > 0}是 P̃x(· | Ĝ)-鞅,这里最后一个等式用到了如下结果:如果 ξt = †,那么对 v = †− 1有

rv = 0.

证明 (1) 首先注意到, 如果 ξt ∈ Lt, 那么 ζ†−1 > t; 如果 ξt = †, 那么 ζ†−1 6 t. 对 s, t > 0, 利用

Markov 性, 有

P̃x[η̃
(1)
t+s | F̃ t ∨ G ∨ σ(ζ†−1)]

= P̃x

[ ∏
v<ξt+s

A(Ỹζv ) · exp
(
−
∫ (t+s)∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹr)dr

) ∣∣∣∣ F̃ t ∨ G ∨ σ(ζ†−1)

]

= 1{ξt∈Lt}
∏
v<ξt

A(Ỹζv ) · exp
(
−

∫ t∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹr)dr

)
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× P̃x

[ ∏
ξt6v<ξt+s

A(Ỹζv ) · exp
(
−
∫ s∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹr+t)dr

) ∣∣∣∣ F̃ t ∨ G ∨ σ(ζ†−1)

]

+ 1{ξt=†}
∏
v<ξt

A(Ỹζv ) · exp
(
−
∫ t∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹr)dr

)

= 1{ξt∈Lt}η̃
(1)
t exp

(
−
∫ s∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹr+t)dr

)
P̃ x

[ ∏
ξt6v<ξt+s

A(Ỹζv )

∣∣∣∣G ∨ σ(ζ†−1)

]
+ 1{ξt=†}η̃

(1)
t .

对于固定的 t > 0, 给定轨道 Ỹ 的条件下, 分裂时间点集合 {{ζv : ξt 6 v < ξt+s} : s > 0} 是具有强度
β(Ỹt+s)ds 的 Poisson 随机测度, 且其率为 Lβ(Ỹt+·). 由 (2.5) 得

P̃x

[ ∏
ξnt6v<ξt+s

A(Ỹζv )

∣∣∣∣G ∨ σ(ζ†−1)

]
= exp

(∫ s∧ζ†−1

0

((A− 1)β)(Ỹr+t)dr

)
.

这样有

P̃x[η̃
(1)
t+s | F̂ t ∨ G ∨ σ(ζ†−1)] = η̃

(1)
t .

(2) 对任意 s, t > 0, 利用 Markov 性有

P̃x[η̃
(2)
t+s | F̃ t ∨ Ĝ] = P̃x

[ ∏
v<ξt+s

rv

A(Ỹζv )

∣∣∣∣ F̃ t ∨ Ĝ
]

= 1{ξt∈Lt}
∏
v<ξt

rv

A(Ỹζv )
· P̃x

[ ∏
ξt6v<ξs+t

rv

A(Ỹζv )

∣∣∣∣ Ĝ]
= η̃

(2)
t ,

这里最后一个等式利用了 (2.6). 这样, 有

P̃x[η̃
(2)
t+s | F̃ t ∨ Ĝ] = η̃

(2)
t .

证毕.

利用 {η̃(1)t , t > 0} 进行鞅变换的效果是将沿脊柱的分裂速率由 β(Ỹt) 变为 (Aβ)(Ỹt). 利用 {η̃(2)t , t

> 0} 进行鞅变换的效果是将后代分布从 P (Ỹζi) = (pk(Ỹζi))k>1 变为带偏 (size-biased) 分布

Ṗ (Ỹζi) = (ṗk(Yζi))k>1,

这里 ṗk(y) 由下式给出:

ṗk(y) =
kpk(y)

A(y)
, k > 1, y ∈ E.

定义

η̃
(3)
t (ϕ) :=

ϕ(Ỹt∧ζ†−1)

ϕ(x)
exp

(
−
∫ t∧ζ†−1

0

(λ1 − (A− 1)β)(Ỹs)ds

)
, t > 0.

{η̃(3)t (ϕ), t > 0} 关于 {Gt ∨ σ(ζ†−1), t > 0} 是 P̃x- 鞅, 同时, 它还是关于 {F̃ t, t > 0} 的一个 P̃x- 鞅, 这

是因为 η̃
(3)
t (ϕ) 可以表示为

η̃
(3)
t (ϕ) =

∑
u∈Lt

ϕ(x)−1ϕ(Ỹ u
t ) exp

(
−
∫ t

0

(λ1 − (A− 1)β)(Ỹs)ds

)
1{ξt=u}
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+
∑
u∈Dt

ϕ(x)−1ϕ(Ỹ u
ζu) exp

(
−
∫ ζu

0

(λ1 − (A− 1)β)(Ỹs)ds1{†−1=u}

)
. (2.7)

定义

ηt(ϕ) := η̃
(1)
t η̃

(2)
t η̃

(3)
t (ϕ), t > 0.

利用 η̃
(1)
t 、̃η

(2)
t 和 η̃

(3)
t (ϕ) 的定义, 容易验证

η̃t(ϕ) = 1{ξt∈Lt}
∏
v<ξt

rv
ϕ(Ỹt)

ϕ(x)
e−λ1t. (2.8)

引理 2.5 {η̃t(ϕ), t > 0} 关于 {F̃ t, t > 0} 是 P̃x- 鞅.

证明 {η̃(1)t , t > 0} 关于 {F̃ t, t > 0} 是 P̃x(· | G ∨ σ(ζ†−1))- 鞅, 且 {η̃(2)t , t > 0} 关于 {F̃ t, t > 0}
是 P̃x(· | Ĝ)- 鞅. 注意到 G ∨ σ(ζ†−1) ⊂ Ĝ, 且对任意 t > 0, η̃

(1)
t ∈ Ĝ, η̃(2)t ∈ F̃ t. 利用引理 2.1 可知,

{η̃(1)t η̃(2), t > 0} 关于 {F̃ t, t > 0} 是 P̃x(· | G ∨ σ(ζ†−1))- 鞅. 注意到 η̃
(3)
t (ϕ) ∈ G ∨ σ(ζ†−1) 且对任意

t > 0, η̃
(1)
t η̃

(2)
t ∈ F̃ t. 再次利用引理 2.1, 得到 {η̃t(ϕ) = η̃

(1)
t η̃

(2)
t η̃

(3)
t (ϕ), t > 0} 关于 {F̃ t, t > 0} 是一个

P̃x- 鞅.

引理 2.6 Mt(ϕ) 是 η̃t(ϕ) 在 F t 上的投影, 即

Mt(ϕ) = P̃x(η̃t(ϕ) | F t).

证明 利用 (2.8) 有

η̃t(ϕ) =
∑
u∈Lt

∏
v<u

rve−λ1tϕ(x)−1ϕ(Y u
t )1{ξt=u}.

这样,

P̃x(η̃t(ϕ) | F t) =
∑
u∈Lt

e−λ1tϕ(x)−1ϕ(Y u
t )

∏
v<u

rv P̃x(1{ξt=u} | F t)

=
∑
u∈Lt

e−λ1tϕ(x)−1ϕ(Y u
t )

=Mt(ϕ),

这里倒数第二个等号用到了下面结果:

P̃x(1Lt(u)1{ξt=u} | F t) = 1Lt(u)1{ξt=u}
∏
v<u

1

rv
.

证毕.

现在在 (T̃ , F̃) 上定义概率测度 Q̃x:

dQ̃x

dP̃x

∣∣∣∣F̃ t

= η̃t(ϕ), t > 0. (2.9)

利用 (2.8), 这一定义说明, 在 F̃ t 上有

dQ̃x = η̃t(ϕ)dP̃x = 1{ξt∈Lt}
∏
v<ξt

rv
ϕ(Ỹt)

ϕ(x)
e−λ1tdP̃x.
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因此, 对任意 t > 0, Q̃x(ξt ∈ Lt) = 1, 这意味着 Q̃x(ξt ∈ Lt,∀ t > 0) = 1. 所以,

dQ̃x = 1{ξt∈Lt}
ϕ(Ỹt)

ϕ(x)
exp

(
−
∫ t

0

(λ1 − (A− 1)β)(Ỹs)ds

)
dΠx(Ỹ )

× exp

(
−

∫ t

0

((A− 1)β)(Ỹs)ds

)
dLβ(Ỹ )

∏
v<ξt

prv (Ỹζv )
∏

j: vj∈Ov

dP t−ζv

Ỹζv
((τ,M)vj )

= 1{ξt∈Lt}dΠ
ϕ
x(Ỹ )dLAβ(Ỹ )(n)

∏
v<ξt

prv (Ỹζv )

A(Ỹζv )

∏
j: vj∈Ov

dP t−ζv

Ỹζv
((τ,M)vj )

= 1{ξt∈Lt}dΠ
ϕ
x(Ỹ )dLAβ(Ỹ )(n)

∏
v<ξt

ṗrv (Ỹζv )
∏
v<ξt

1

rv

∏
j: vj∈Ov

dP t−ζv

Ỹζv
((τ,M)vj )

= dΠϕ
x(Ỹ )dLAβ(Ỹ )(n)

∏
v<ξt

ṗrv (Ỹζv )
∏
v<ξt

1

rv

∏
j: vj∈Ov

dP t−ζv

Ỹζv
((τ,M)vj ).

从 P̃x 到 Q̃x 的测度变换有 3 个效果: 脊柱的运动变为率为 Πϕ
x 的 Hunt 过程, 分裂时间的强度变了,

并且后代分布也将变为一个带偏的分布. 确切地, 在 Q̃x 下,

(i) 在 0 时刻, 树 τ 的根点在 x 处, 且脊柱过程 Ỹt 按率 Πϕ
x 在空间运动;

(ii)给定脊柱的轨道 Ỹ·,沿脊柱的分裂时间的率为 L(Aβ)(Ỹ ),这里 L(Aβ)(Ỹ ) 是具有强度 (Aβ)(Ỹt)dt

的 Poisson 随机测度的率;

(iii) 在脊柱上粒子 v 的分裂时刻, v 被 rv 个后代代替, 这里 rv 是随机变量, 其分布为 Ṗ (Ỹζv ) :=

(ṗk(Ỹζv ))k>1;

(iv) 随机地从 v 的分裂时刻产生的 rv 个后代中选取一个粒子作为脊柱上粒子;

(v) 如果 rv > 2, 剩余的 rv − 1 个粒子 vj ∈ Ov 独立地生成子树 (τ,M)vj , 这些子树的率由推移到

其出生时刻的 PỸζv
决定.

在 (T̃ ,F) 上定义如下概率测度 Qx:

Qx := Q̃x |F .

定理 2.2 (脊柱分解) Qx 是通过鞅 {Mt(ϕ), t > 0}对 Px 进行的一个鞅变换,即对任意 t > 0,有

dQx

dPx

∣∣∣∣
Ft

=Mt(ϕ).

证明 上面结果实际上可以由一个更一般性的结果得到: 如果 µ̃1 是 µ̃2 定义在空间 (Ω, S̃) 上的
两个概率测度, 具有 Radon-Nikodym 导数

dµ̃2

dµ̃1
= f,

且如果 S 是 S̃ 的子 σ- 域, 那么定义在 (Ω,S) 上的两个测度 µ1 := µ̃1 |S 与 µ2 := µ̃2 |S 有下面的条件
数学期望联系:

dµ2

dµ1
= µ̃1(f | S).

对任意固定的 t > 0, 对 (Ω, S̃) = (T̃ , F̃t), S = Ft, µ̃2 = Q̃x, µ̃1 = P̃x, 利用上面的结果, 并利用引理 2.6

即得所需结果.
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仍然用 Xt(B) 表示具有脊柱的带标记树上 t 时刻存活且位于 B ∈ B(E) 的粒子数. 注意到

Xt(B) = 1B(Ỹt) +
∑

u∈Lt,u ̸=ξt

1B(Y
u
t ).

{u ∈ Lt, u ̸= ξt}中粒子可以被分解为在脊柱的分裂时间产生的一些子树上的粒子,并可以被看成是沿

脊柱的移民. 可以用移民的语言来叙述系统: 在 Qx 下, (i) 脊柱过程在 0 时刻从 x 点出发, 并按率 Πϕ
x

在空间运动, 所以其寿命为无穷; (ii) 给定脊柱轨道 Ỹ· 的条件下, 沿脊柱的分解时间的率为 L(Aβ)(Ỹ );

(iii) 在脊柱上粒子 v 的分裂时刻, 有 rv − 1 个粒子移民到位置 Ỹζv , 这里 rv 是随机变量, 其分布为

Ṗ (Ỹζv ) := (ṗk(Ỹζv ))k>1; (iv) 每一个被移民进来的粒子, 独立地产生子树, 子树的率由推移到其出生时

刻的 PỸζv
决定. 上面定理 2.2 说明 Qx 是 Px 的鞅变换后的测度, 其中使用的鞅为 {Mt(ϕ), t > 0}.

定理 2.3 鞅 {Mt(ϕ), t > 0} 有如下的分解:

Q̃x[ϕ(x)Mt(ϕ) | G̃] = ϕ(Ỹt)e
−λ1t +

∑
u<ξt

(ru − 1)ϕ(Ỹζu)e−λ1ζ
u

. (2.10)

证明 首先将 {ϕ(x)Mt(ϕ), t > 0} 分解为

ϕ(x)Mt(ϕ) = e−λ1tϕ(Ỹt) + e−λ1t
∑

u∈Lt,u ̸=ξt

ϕ(Y u
t ).

粒子 {u ∈ Lt, u ̸= ξt} 可以被分解为在脊柱的分裂时间产生的子树上的粒子, 也就是说, 脊柱 ξ 上任意

粒子 u < ξt 在时间 ζu 产生 ru 个后代,其中一个被随机选为脊柱上粒子,剩余 ru − 1个粒子独立地生

成子树 (τ,M)uj . 令

Xj
t =

∑
v∈Lt,v∈(τ,M)uj

δY v
t
(·), t > ζu.

{Xj
t , t > ζu} 是 (Y, β, ψ)- 分枝 Hunt 过程, 其出生时间为 ζu, 出发点为 Ỹζu . 从而,

ϕ(x)Mt(ϕ) = e−λ1tϕ(Ỹt) +
∑
u<ξt

∑
j: uj∈Ou

Mu,j
t (ϕ)ϕ(Ỹζu)e−λ1ζ

u

, (2.11)

这里

Mu,j
t (ϕ) := e−λ1(t−ζu)

⟨ϕ,Xj
t−ζu⟩

ϕ(Ỹζu)
.

根据定义 (2.9), 在给定 G̃ 的条件下, uj ∈ Ov 独立地按时间推移到其出生时刻 ζu 的概率测度 PỸζu
产

生子树. 所以, 在给定 G̃ 的条件下, {Mu,j
t (ϕ), t > 0} 是子树 (τ,M)uj 上的 Q̃x- 鞅, 从而,

Q̃x(M
u,j
t (ϕ) | G̃) = 1.

这样, 对 (2.11) 关于测度 Q̃x 取条件期望得

Q̃x[ϕ(x)Mt(ϕ) | G̃] = ϕ(Ỹt)e
−λ1t +

∑
u<ξt

(ru − 1)ϕ(Ỹζu)e−λ1ζ
u

.

证毕.

定理 2.4 对任意 u ∈ Γ, 有

Q̃x(ξt = u | Ft) = 1{u∈Lt}
ϕ(Y u

t )

⟨ϕ,Xt⟩
.
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证明 只需证明, 对任意 B ∈ Ft, 有∫
B

1{ξt=u}dQ̃x =

∫
B

1{u∈Lt}
ϕ(Y u

t )

⟨ϕ,Xt⟩
dQ̃x.

根据 (2.9) 的定义, 可得∫
B

1{ξt=u}dQ̃x =

∫
B

1{ξt=u}1{ξt∈Lt}
∏
v<ξt

rv
ϕ(Ỹt)

ϕ(x)
e−λ1tdP̃x

=

∫
B

1{ξt=u}1{u∈Lt}
∏
v<u

rv
ϕ(Y u

t )

ϕ(x)
e−λ1tdP̃x.

根据 (2.3), 可得 ∫
B

1{ξt=u}dQ̃x =

∫
B

1{u∈Lt}
ϕ(Y u

t )

ϕ(x)
e−λ1tdPx.

由定理 2.2 知, 对任意 A ∈ Ft, 有

Px(A ∩ (Mt(ϕ) > 0)) = Px

(
Mt(ϕ)

Mt(ϕ)
, A ∩ (Mt(ϕ) > 0)

)
= Qx

(
1

Mt(ϕ)
, A

)
.

由于 {u ∈ Lt} ⊂ {Mt(ϕ) > 0}, 因此有∫
B

1{ξt=u}dQ̃x =

∫
B

1{u∈Lt}
ϕ(Y u

t )

⟨ϕ,Xt⟩
dQx.

证毕.

作为上面结果的推论, 有下面两个结果.

推论 2.1 如果

f =
∑
u∈Lt

fu(τ,M)1{ξt=u},

这里 fu ∈ Ft, 那么, 在 Lt ̸= ∅ 上,

Q̃x(f | Ft) =
∑
u∈Lt

fu
ϕ(Y u

t )

⟨ϕ,Xt⟩
.

推论 2.2 如果 g 是 E 上 Borel 可测函数, 那么,

⟨gϕ,Xt⟩ = Q̃x(g(Ỹt) | Ft)⟨ϕ,Xt⟩.

证明 利用 g(Ỹt) =
∑

u∈Lt
g(Y u

t )1{ξt=u}, 并利用推论 2.1, 很容易得到所需结论.

3 应用

3.1 上临界分枝 Hunt 过程的 L logLL logLL logL 准则

本小节利用脊柱分解证明上临界分枝 Hunt过程的 L logL定理,不需要假设每个粒子至少产生 1

个后代.
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假设 {P̂t, t > 0} 是 {Pt, t > 0} 在 L2(E,m) 意义下的对偶半群, 即∫
E

f(x)Ptg(x)m(dx) =

∫
E

g(x)P̂tf(x)m(dx), f, g ∈ L2(E,m).

用 A 与 Â 分别表示半群 {Pt} 与 {P̂t} 在 L2(E,m) 意义下的生成元.

假设 3.1 (i)存在一族严格正的 E×E上连续函数 {p(t, ·, ·); t > 0},使得对任意 (t, x) ∈ (0,∞)×E
和 f ∈ B+(E), 有

Ptf(x) =

∫
E

p(t, x, y)f(y)m(dy), P̂tf(x) =

∫
E

p(t, y, x)f(y)m(dy).

(ii) 半群 {Pt} 与 {P̂t} 是超压缩的, 即对任意 t > 0, 存在 ct > 0 使得

p(t, x, y) 6 ct, 对任意 (x, y) ∈ E × E.

令 {P̂ (1−A)β
t , t > 0} 表示 {P (1−A)β

t , t > 0} 在 L2(E,m) 的对偶半群. 在假设 3.1 下, 可以证明半

群 {P (1−A)β
t } 与 {P̂ (1−A)β

t } 是 L2(E,m) 上强连续半群, 并且存在一族 E × E 上的严格正的连续函数

{p(1−A)β(t, ·, ·); t > 0} 使得对任意 (t, x) ∈ (0,∞)× E 与 f ∈ B+(E), 有

P
(1−A)β
t f(x) =

∫
E

p(1−A)β(t, x, y)f(y)m(dy),

P̂
(1−A)β
t f(x) =

∫
E

p(1−A)β(t, y, x)f(y)m(dy).

{P (1−A)β
t } 与 {P̂ (1−A)β

t } 的生成元可以分别写为 A+ (A− 1)β 与 Â+ (A− 1)β.

令 σ(A + (A − 1)β) 与 σ(Â + (A − 1)β) 分别表示算子 A + (A − 1)β 与 Â + (A − 1)β 的谱. 由

Jentzch 定理 (参见文献 [25, 第 333页,定理 V.6.6]) 以及 {P (1−A)β
t } 与 {P̂ (1−A)β

t } 的强连续性知, 共同

值 λ1 := supRe(σ(A + (A − 1)β)) = supRe(σ(Â + (A − 1)β)) 是 A + (A − 1)β 与 Â + (A − 1)β 的重

度为 1 的特征值, 并且存在 A + (A − 1)β 的对应于特征值 λ1 的几乎处处严格正的特征函数 ϕ, 以及

Â+ (A− 1)β 的对应于特征值 λ1 的几乎处处严格正的特征函数 ϕ̂. 根据文献 [26, 命题 2.3]可知, ϕ与

ϕ̂ 是 E 上严格正的连续函数. 选取 ϕ 与 ϕ̂ 使得
∫
E
ϕ2(x)m(dx) =

∫
E
ϕ(x)ϕ̂(x)m(dx) = 1, 则

ϕ(x) = e−λ1tP
(1−A)β
t ϕ(x), ϕ̂(x) = e−λ1tP̂

(1−A)β
t ϕ̂(x), x ∈ E. (3.1)

所以假设 3.1成立意味着假设 1.1成立,从而可以对 Πx (x ∈ E),作鞅变换得到 Πϕ
x,见 (1.7). 过程

{Y, Πϕ
x} 是保守的 Markov 过程, 并且 ϕϕ̂ 是半群 P

(1−A)β
t 的唯一不变概率密度, 即对任意 f ∈ B+(E)

和 t > 0, 有 ∫
E

ϕ(x)ϕ̂(x)P
(1−A)β
t f(x)m(dx) =

∫
E

f(x)ϕ(x)ϕ̂(x)m(dx).

令 pϕ(t, x, y) 表示在 Πϕ
x 下 Y 在 E 中的转移密度, 则

pϕ(t, x, y) =
e−λ1t

ϕ(x)
p(1−A)β(t, x, y)ϕ(y).

本小节还假设下面的假设成立.

假设 3.2 半群 {P (1−A)β
t } 与 {P̂ (1−A)β

t } 是内超压缩的, 即对任意 t > 0, 存在常数 ct 使得

p(1−A)β(t, x, y) 6 ctϕ(x)ϕ̂(y), x, y ∈ E.
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由文献 [26, 定理 2.8] 知,∣∣∣∣e−λ1tp(1−A)β(t, x, y)

ϕ(x)ϕ̂(y)
− 1

∣∣∣∣ 6 c e−νt, x ∈ E (3.2)

对正常数 c 与 ν 成立. 上式等价于

sup
x∈E

∣∣∣∣pϕ(t, x, y)
ϕ(y)ϕ̂(y)

− 1

∣∣∣∣ 6 c e−νt. (3.3)

这样, 对任意 f ∈ B+
b (E), 有

sup
x∈E

∣∣∣∣ ∫
E

pϕ(t, x, y)f(y)m(dy)−
∫
E

ϕ(y)ϕ̂(y)f(y)m(dy)

∣∣∣∣ 6 c e−νt

∫
E

ϕ(y)ϕ̂(y)f(y)m(dy).

从而有

lim
t→∞

∫
E
pϕ(t, x, y)f(y)m(dy)∫

E
ϕ(y)ϕ̂(y)f(y)m(dy)

= 1, 对 f ∈ B+
b (E) 和 x ∈ E 一致成立. (3.4)

假设 3.3 λ1 > 0.

假设 3.3 假设分枝 Hunt 过程是上临界的. 有很多 Hunt 过程满足假设 3.1 与 3.2, 参见文献 [9,

注 1.4].

本小节的目的是将 Kesten-Stigum 的 L logL 定理的概率证明推广到不需要假设单个粒子至少产

生 1 个后代的情形. 令

l(x) =
∞∑
k=2

kϕ(x) log+(kϕ(x))pk(x), x ∈ E. (3.5)

本小节的主要结果如下:

定理 3.1 假设 {Xt; t > 0} 是一个 (Y, β, ψ)- 分枝 Hunt 过程, 且假设 3.1–3.3 成立, 则对任意非

零测度 µ ∈ Mp(E), M∞(ϕ) 在 Pµ 下非退化的充要条件是∫
E

ϕ̂(x)β(x)l(x)m(dx) <∞, (3.6)

这里 l 由 (3.5) 定义.

为了证明上面结论, 先给出两个引理. 第一个引理来自文献 [27, 定理 4.3.3].

引理 3.1 假设 P 与 Q 是可测空间 (Ω,F∞) 上两个概率测度, (Ft)t>0 是此空间上的 σ- 域流,

且存在某个非负鞅 {Zt, t > 0} 使得
dQ

dP

∣∣∣∣
Ft

= Zt,

则极限 Z∞ := lim supt→∞ Zt 关于 P 几乎必然存在且有限. 进一步, 对任意 F ∈ F∞, 有

Q(F ) =

∫
F

Z∞dP +Q(F ∩ {Z∞ = ∞}),

从而,

(a) P (Z∞ = 0) = 1 ⇔ Q(Z∞ = ∞) = 1,

(b)

∫
Z∞dP =

∫
Z0dP ⇔ Q(Z∞ <∞) = 1.
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现在给出另一个引理, 此引理是证明定理 3.1 的关键. 为了叙述这个引理, 需要再引入一些记号.

注意到

Q̃x(ξt ̸= †,∀ t > 0) = 1,

从而脊柱的寿命是 ∞. 可以选取一列遗传线 ξ = {ξ0 = ∅, ξ1, ξ2, . . .}, 这里 ξn+1 ∈ τ 是 ξn ∈ τ

(n = 0, 1, . . .) 的一个后代, 使得 ξt = ξnt , t > 0. 在 Q̃x 下, 且给定 G̃ 的条件下, Nt := {{(ζξi , rξi) : i =
0, 1, 2, . . . , nt − 1} : t > 0} 是强度为 (Aβ)(Ỹt)dtdṖ (Ỹt) 的 Poisson 点过程, 这里对任意 y ∈ E, Ṗ (y) 是

P (y) 的带偏分布. 为了简化记号, ζξi 与 rξi 被分别简记为 ζi 与 ri.

引理 3.2 (1) 若
∫
E
ϕ̂(y)β(y)l(y)m(dy) <∞, 则

∞∑
i=0

e−λ1ζiriϕ(Ỹζi) <∞, Q̃x-a.s.;

(2) 若
∫
E
ϕ̂(y)β(y)l(y)m(dy) = ∞, 则

lim sup
i→∞

e−λ1ζiriϕ(Ỹζi) = ∞, Q̃x-a.s.

上面结果的证明与文献 [9, 引理 3.2] 的证明完全相似, 这里省略细节.

定理 3.1 证明 定理证明很强地依赖于分解 (2.10).

当
∫
E
ϕ̂(x)β(x)l(x)m(dx) <∞ 时, 由引理 3.2(1) 得知,

sup
t>0

Q̃x[ϕ(x)Mt(ϕ) | G̃] 6
∑
u∈ξ

ruϕ(Ỹζu)e−λ1ζ
u

+ ∥ϕ∥∞ <∞.

利用关于条件概率的 Fatou 引理可知, lim inft→∞Mt(ϕ) < ∞, Q̃x-a.s. Radon-Nikodym 导数结果告诉

我们, 在 Qx 下, {Mt(ϕ)
−1, t > 0} 是一个非负上鞅, 从而存在 Qx- 几乎必然意义下有限的极限. 所以,

limt→∞Mt(ϕ) =M∞ <∞, Qx-a.s. 由引理 3.1 知, 在这种情形下,

Px[M∞(ϕ)] = lim
t→∞

Px[Mt(ϕ)] = 1.

当
∫
E
ϕ̂(x)β(x)l(x)m(dx) = ∞ 时, 利用引理 3.2(2) 有, 在测度 Q̃x 下,

lim sup
t→∞

ϕ(x)Mt(ϕ) > lim sup
t→∞

ϕ(Ỹζnt
)(rnt − 1)e−λ1ζnt = ∞.

这说明 M∞(ϕ) = ∞,Qx-a.s. 再次使用引理 3.1, 有 M∞(ϕ) = 0, Px-a.s. 证毕.

定理 3.2 假设 {Xt; t > 0} 是一个 (Y, β, ψ)- 分枝 Hunt 过程, 且假设 3.1–3.3 成立. 若 (3.6) 成

立, 则存在具有全概率的 Ω0 ⊂ Ω (即对任意 x ∈ E, Px(Ω0) = 1), 使得对任意 ω ∈ Ω0, 及任意 E 上有

界具有紧支撑且其不连续点全体是 m 零测集的 Borel 可测函数 f , 有

lim
t→∞

e−λ1t⟨f,Xt⟩ =M∞(ϕ)

∫
E

ϕ̂(x)f(x)m(dx).

利用定理 2.2 和 3.1 可知, 文献 [20] 中的证明适用. 详细证明省略.
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3.2 临界分枝 Hunt 过程的 Kolmogorov 型定理

本小节利用脊柱分解定理给出临界分枝 Hunt 过程的 Kolmogorov 型定理的证明, 见下面的定

理 3.3. 证明的关键是下面的引理 3.4, 此引理说明, 研究当 t→ ∞ 时的极限 tPx(⟨ϕ,Xt⟩>0)
ϕ(x) 等价于研究

当 t→ ∞ 时的极限
∫
E
tPx(⟨ϕ,Xt⟩ > 0)ϕ̂(x)m(dx). 引理 3.4 的证明需要用到脊柱分解.

本小节设假设 3.1 与 3.2 成立. 假设 λ1、ϕ 和 ϕ̂ 的定义与第 3.1 小节一样. 令

V (x) := ψ′′(x, 1) =
∞∑
k=2

k(k − 1)pk(x), x ∈ E, (3.7)

σ2 :=

∫
E

β(y)V (y)ϕ2(y)ϕ̂(y)m(dy). (3.8)

假设 Ψ 为定义在 B+
E 上的算子, 其定义为

(Ψf)(x) := ψ(x, f(x)), f ∈ B+(E), x ∈ E.

注意, f 通过定义 f(∆) = 0 自动延拓为 E∆ 上函数. 对 f ∈ B+(E), 令

Vt(e
−f )(x) := Px(exp⟨−f,Xt⟩), t > 0, x ∈ E,

则 (1.4) 可以写为

Vt(e
−f )(x) = Pt(e

−f1E)(x) + Πx(t > ζ) +

∫ t

0

Pr[(Ψ(Vt−r(e
−f ))− Vt−r(e

−f ))β](x)ds,

这里使用了 β(∆) = 0 的事实. 注意到

1 = Πx(t < ζ) + Πx(t > ζ) = Pt1E(x) + Πx(t > ζ),

所以有

1− Vt(e
−f )(x) = Pt((1− e−f )1E)(x) +

∫ t

0

Pr[(−Ψ(Vt−r(e
−f )) + Vt−r(e

−f ))β](x)ds.

上式可以改写为

1− Vt(e
−f )(x) = Pt((1− e−f )1E)(x) +

∫ t

0

Pr[(AVt−r(e
−f ) + 1−A

−Ψ(Vt−r(e
−f )) + (A− 1)(1− Vt−r(e

−f )))β](x)ds,

从而等价于

1− Vt(e
−f )(x) = P

(1−A)β
t ((1− e−f )1E)(x)

+

∫ t

0

P (1−A)β
r [(AVt−r(e

−f ) + 1−A−Ψ(Vt−r(e
−f )))β]ds. (3.9)

首先考虑

vt(x) := Px(Xt(E) = 0), t > 0, x ∈ E
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的极限行为. 根据单调收敛定理, 有

vt(x) = lim
θ→∞

Vt(e
−θ1E )(x), t > 0, x ∈ E.

利用 X 的 Markov 性, 有

Vtvs(x) = Px[e
⟨Xt,log limθ→∞ Vs(e

−θ1E )⟩] = lim
θ→∞

Px[e
⟨Xt,log Vs(e

−θ1E )⟩]

= lim
θ→∞

VtVs(e
−θ1E )(x) = vt+s(x), s, t > 0, x ∈ E. (3.10)

利用 (3.9)、(3.10) 和 f = − log vs, 得到

1− vt+s(x) = P
(1−A)β
t ((1− vs)1E)(x)

+

∫ t

0

P (1−A)β
r [(Avt−r+s + 1−A−Ψ(vt−r+s))β](x)ds. (3.11)

定义

v∞(x) := lim
t→∞

vt(x) = Px (∃ t > 0 使得 Xt(E) = 0).

注意 V 与 σ2 由 (3.7) 与 (3.8) 定义.

假设 3.4 (i) 分枝 Hunt 过程 X 是临界的, 即 λ1 = 0;

(ii) σ2 > 0;

(iii) 函数 ϕV : x→ ϕ(x)V (x) 在 E 上有界.

引理 3.3 若假设 3.1、3.2 、3.4(i) 和 3.4(ii) 成立, 则对任意 x ∈ E, 有

lim
t→∞

sup
x∈E

Px(Xt(E) > 0)

ϕ(x)
= 0. (3.12)

证明 对任意 f, g ∈ B+(E), 用 ⟨f, g⟩m 表示
∫
E
f(x)g(x)m(dx). 在假设 3.2 下, ⟨1, ϕ̂⟩m < ∞. 事

实上, 根据 (3.2) 可知, 对任意足够大的 t > 0, 存在一个 c′t > 0 使得

ϕ̂(y) 6 q(t, x, y)(c′t)
−1ϕ−1(x),

从而知道, 作为 y 的函数, 上式右端关于 m 可积. 对 (3.9) 关于 ϕ̂(x)m(dx) 积分, 得到

⟨1− vt+s, ϕ̂⟩m = ⟨1− vs, ϕ̂⟩m +

∫ t

0

⟨(Avt−r+s + 1−A−Ψ(vt−r+s))β, ϕ̂⟩mds. (3.13)

令 s→ ∞, 则有

⟨1− v∞, ϕ̂⟩m = ⟨1− v∞, ϕ̂⟩m + t⟨(Av∞ + 1−A−Ψ(v∞))β, ϕ̂⟩m.

这样, 有

⟨Av∞ + 1−A−Ψ(v∞), βϕ̂⟩m = 0.

容易验证, 对任意 x ∈ E, 有 Az + 1 − A − ψ(x, z) 6 0, ∀ z ∈ [0, 1]. 由于在 E 上 ϕ̂(x) > 0, 一定有, 在

{x ∈ E, β(x) > 0} 上,

Av∞ + 1−A−Ψ(v∞) = 0, m-a.e. (3.14)
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在 (3.11) 中令 s→ ∞, 得到

1− v∞(x) = P
(1−A)β
t ((1− v∞)1E)(x) +

∫ t

0

P (1−A)β
s [(Av∞ + 1−A− ψ(v∞))β](x)ds,

从而 1− v∞(x) = P
(1−A)β
t ((1− v∞)1E)(x), 这说明 1− v∞ 是 A+ (A− 1)β 的对应于特征值 λ1 = 0 的

特征函数. 由于特征值 λ1 = 0 是简单的, 因此必定存在常数 c 使得在 E 上 1− v∞ = cϕ. 注意到对任

意固定的 x ∈ E,函数 ψ0(x, z) := ψ(x, z)−A(x)z+A(x)− 1关于 z ∈ (0, 1)是严格减函数, ψ0(x, 1) = 0

且 ψ0(x, 0) =
∑∞

k=2(k − 1)pk(x) > 0. 由假设 3.4(ii) 知, m({x ∈ E;β(x) > 0, ψ0(x, 0) > 0}) > 0. 因为

v∞ 满足 (3.14), 所以必定有 c = 0, 或者等价地有 v∞ ≡ 1. 这样,

lim
t→∞

Px(Xt(E) > 0) = 1− v∞(x) = 0, x ∈ E.

利用 (3.11) 和 (3.2), 有

1− vt+s(x) 6 P
(1−A)β
t ((1− vs)1E)(x) 6 (1 + ce−νt)ϕ(x)

∫
E

ϕ̂(y)(1− vs)(y)m(dy),

这意味着

1− vt+s(x)

ϕ(x)
6 (1 + ce−νt)

∫
E

ϕ̂(y)(1− vs)(y)m(dy).

利用 vt 关于 t 的单调性, 得到 (3.12).

下面 Kolmogorov 型定理是本小节的主要结果.

定理 3.3 若假设 3.1、3.2 和 3.4 成立, 则

lim
t→∞

tPx(⟨ϕ,Xt⟩ > 0)

ϕ(x)
=

2

σ2
(3.15)

关于 x ∈ E 一致成立.

通过证明两个引理来证明上面定理. 定义

b(t) :=

∫
E

(1− vt(x))ϕ̂(x)m(dx) =

∫
E

Px(Xt(E) > 0)ϕ̂(x)m(dx). (3.16)

引理 3.4 在假设 3.1、3.2 和 3.4 下, 有

sup
x∈E

∣∣∣∣1− vt(x)

b(t)ϕ(x)
− 1

∣∣∣∣ −−−→t→∞
0,

这里 b(t) 由 (3.16) 定义.

证明 首先注意到,

1− vt(x)

ϕ(x)
=

Px(Xt(E) > 0)

ϕ(x)
= Qx

(
1(Xt(E)>0)

⟨ϕ,Xt⟩

)
= Qx(Xt(ϕ)

−1).

对 0 < t0 < t <∞, 定义

I
(0,t0]
t =

∑
u∈Lt0 ,u̸=ξt0

δY u
t
与 I

(t0,t]
t =

∑
u∈Lt\Lt0

δY u
t
,
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则有

Xt = I
(0,t0]
t + I

(t0,t]
t . (3.17)

定义

Qϕϕ̂m(·) :=
∫
E

Qx(·)ϕ(x)ϕ̂(x)m(dx).

在 Qϕϕ̂m 下, X0 = δZ , 这里 Z 是取值于 E 的随机变量, 分布为 ϕϕ̂m. 从 Qx 的构造和移民的 Markov

性容易看出, 对任意 0 < t0 < t <∞, 有

Qx[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1 | Gt0 ] = QỸt0

[(Xt−t0(ϕ))
−1] = (ϕ−1(1− vt−t0))(Ỹt0).

所以有

Qϕϕ̂m[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1] = Qϕϕ̂m[(ϕ−1(1− vt−t0))(Ỹt0)] = ⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m,

Qx[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1] = Qx[(ϕ

−1(1− vt−t0))(Ỹt0)] =

∫
E

pϕ(t0, x, y)(ϕ
−1(1− vt−t0))(y)m(dy). (3.18)

根据分解 (3.17), 有

ϕ−1(1− vt(x)) = Qx[(Xt(ϕ))
−1]

= Qϕϕ̂m[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1] + (Qx[(I

(t0,t]
t (ϕ))−1]−Qϕϕ̂m[(I

(t0,t]
t (ϕ))−1])

+ (Qx[(Xt(ϕ))
−1 − (I

(t0,t]
t (ϕ))−1])

=: ⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m + ϵ1x(t0, t) + ϵ2x(t0, t). (3.19)

假设 t0 > 1, 并令 c, ν > 0 是 (3.3) 中出现的常数. 利用 (3.18), 有

|ϵ1x(t0, t)| = |Qx[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1]−Qϕϕ̂m[(I

(t0,t]
t (ϕ))−1]|

=

∣∣∣∣ ∫
E

pϕ(t0, x, y)(ϕ
−1(1− vt−t0))(y)m(dy)− ⟨1− vt−t0 , ϕ̃⟩m

∣∣∣∣
6

∫
y∈E

|pϕ(t0, x, y)− (ϕϕ̂)(y)|(ϕ−1(1− vt−t0))(y)m(dy)

6 ce−νt0⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m. (3.20)

还有

|ϵ2x(t0, t)| = |Qx[(Xt(ϕ))
−1 − (I

(t0,t]
t (ϕ))−1]|

= Qx[I
(0,t0]
t (ϕ) · (Xt(ϕ))

−1 · (I(t0,t]t (ϕ))−1]

6 Qx[1I
(0,t0]
t (ϕ)>0

· (I(t0,t]t (ϕ))−1]

= Qx(Qx[1I
(0,t0]
t (ϕ)>0

| Gt0 ] ·Qx[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1 | Gt0 ]). (3.21)

注意 ζi 与 ri 分别是 ζξi 与 rξi 的简记. 注意到

Qx[1I
(0,t0]
t (ϕ)=0

| Gt0 ] = Qx

[ ∏
ζi6t0

(PỸ (ζi)
(Xt−ζi(E) = 0))ri−1

∣∣∣∣Gt0

]
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> Qx

[ ∏
ζi6t0

(PỸ (ζi)
(Xt−t0(E) = 0))ri−1

∣∣∣∣Gt0

]

和

Qx[1I
(0,t0]
t (ϕ)>0

| Gt0 ] 6 Qx

[ ∏
ζi6t0

(ri − 1)PỸ (ζi)
(Xt−t0(E) > 0)

∣∣∣∣Gt0

]

6 Qx

[ ∑
ζi6t0

(ri − 1)(1− vt−t0)(Ỹ (ζi))

]

=

∫ t0

0

β(Ỹs)(k − 1)kpk(Ỹs)(1− vt−t0)(Ỹs)ds

6 t0∥βV ϕ∥∞∥ϕ−1(1− vt−t0)∥∞, (3.22)

则根据 (3.21) 和 (3.22), 有

|ϵ2x(t0, t)| 6 t0∥βV ϕ∥∞∥ϕ−1(1− vt−t0)∥∞Qx(Qx[(I
(t0,t]
t (ϕ))−1 | Gt0 ])

= t0∥βV ϕ∥∞∥ϕ−1(1− vt−t0)∥∞
∫
E

pϕ(t0, x, y)(ϕ
−1(1− vt−t0))(y)m(dy)

6 t0∥βV ϕ∥∞∥ϕ−1(1− vt−t0)∥∞(1 + ce−νt)⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m. (3.23)

结合 (3.19)、(3.20) 和 (3.23), 得到∣∣∣∣ϕ−1(1− vt(x))

⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m
− 1

∣∣∣∣ 6 |ϵ1x(t0, t)|
⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m

+
|ϵ2x(t0, t)|

⟨1− vt−t0 , ϕ̂⟩m
6 ce−γt0 + t0∥βV ϕ∥∞∥ϕ−1(1− vt−t0)∥∞(1 + ce−νt0). (3.24)

由引理 3.3 可知, 当 t→ ∞ 时, ∥ϕ−1(1− vt)∥∞ → 0, 所以存在映射 t 7→ t0(t) 使得

t0(t) −−−→
t→∞

∞, t0(t)∥ϕ−1(1− vt−t0(t))∥∞ −−−→
t→∞

0.

把上面选取的 t0(t) 代回到 (3.24), 得到

sup
x∈E

∣∣∣∣ ϕ−1(1− vt(x))

⟨1− vt−t0(t), ϕ̂⟩m
− 1

∣∣∣∣ −−−→t→∞
0. (3.25)

现在注意到 ∣∣∣∣ ⟨1− vt, ϕ̂⟩m
⟨1− vt−t0(t), ϕ̂⟩m

− 1

∣∣∣∣ 6 ∫ ∣∣∣∣ ϕ−1(1− vt(x))

⟨1− vt−t0(t), ϕ̂⟩
− 1

∣∣∣∣ϕϕ̂(x)m(dx)

6 sup
x∈E

∣∣∣∣ ϕ−1(1− vt(x))

⟨1− vt−t0(t), ϕ̂⟩m
− 1

∣∣∣∣ −−−→t→∞
0. (3.26)

最后根据 (3.25)、(3.26) 与一致收敛性, 得到想要的

sup
x∈E

∣∣∣∣ϕ−1(1− vt(x))

⟨1− vt, ϕ̂⟩m
− 1

∣∣∣∣ −−−→t→∞
0.

证毕.
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引理 3.5 在假设 3.1、3.2 和 3.4 下, 有

1

tb(t)
−−−→
t→∞

1

2
⟨βV ϕ, ϕϕ̂⟩m,

这里 b(t) = ⟨1− vt, ϕ̂⟩m.

证明 对任意 z ∈ [0, 1], 定义

ψ0(x, z) := ψ(x, z)− 1−A(x)(z − 1),

R(x, z) := ψ0(x, z)−
1

2
V (x)(z − 1)2.

注意到 ψ′(x, θ) 6 0 与 ψ′′(x, θ) > 0 对 θ ∈ (z, 1] 成立. 利用中值定理得

ψ0(x, z) =
1

2
ψ′′(x, θ)(z − 1)2 6 1

2
V (x)(z − 1)2,

这里 θ ∈ (z, 1]. 这样,

R(x, z) = e(x, z)(z − 1)2, ∀ z ∈ [0, 1],

这里 e(x, z) 满足 |e(x, z)| 6 V (x), ∀ z ∈ [0, 1] 及

e(x, z) −−−→
z→1

0, x ∈ E. (3.27)

令 Ψ0 为 B+(E) 上算子, 其定义为

(Ψ0f)(x) := ψ0(x, f(x)), f ∈ B+(E), x ∈ E.

定义 lt(x) := (1− vt(x))− b(t)ϕ(x), 引理 3.4 告诉我们,

sup
x∈E

∣∣∣∣ lt(x)

b(t)ϕ(x)

∣∣∣∣ −−−→t→∞
0. (3.28)

利用 (3.13), 可知 t 7→ b(t) 在下面集合上可导:

C = {t > s0 :函数 t 7→ ⟨Ψ0(vt), βϕ̂⟩m 在 t 点连续},

并且

d

dt
b(t) = −⟨Ψ0(vt), ϕ̂⟩m = −

⟨
1

2
V · (1− vt)

2 +R(·, vt(·)), βϕ̂
⟩

m

= −
⟨
1

2
V · (b(t)ϕ+ lt)

2 +R(·, vt(·)), βϕ̂
⟩

m

= −b(t)2
[
1

2
⟨βV ϕ, ϕϕ̂⟩m + g(t)

]
, t ∈ C, (3.29)

这里

g(t) =

⟨
lt

b(t)ϕ
, βV ϕ2ϕ̂

⟩
m

+
1

2

⟨(
lt

b(t)ϕ

)2

, βV ϕ2ϕ̂

⟩
m

+

⟨
R(·, vt(·))
b(t)2ϕ2

, ϕ2ϕ̂

⟩
m

.

利用 (3.29) 得

d

dt

(
1

b(t)

)
= − db(t)

b(t)2dt
=

1

2
⟨βV ϕ, ϕϕ̂⟩m + g(t), t ∈ C.
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由于函数 t 7→ ⟨Ψ0(vt), βϕ̂⟩m 是非增的, (s0,∞) \C 只有最多可数个点. 根据 (3.27) 和 (3.28), 并重复

文献 [17, 引理 5.4] 的证明, 可以得到, 当 t→ ∞ 时 g(t) → 0, 从而得到想要的

1

b(t)t
−−−→
t→∞

1

2
⟨βV ϕ, ϕϕ̂⟩m.

证毕.

结合引理 3.4 和 3.5, 可得到定理 3.3 成立.

3.3 分枝 Brown 运动与行波解

本小节考虑 R上分枝 Brown运动,即空间运动 Y = {Yt,Πx}是 R上 Brown运动.假设分枝速率

β > 0 是一个常数, 后代分布 {(pn)∞n=0} 不依赖于空间位置, 且满足

A :=
∞∑

n=0

npn <∞.

我们知道, 对任意 λ ∈ R, Πxe
λYt = e

1
2λ

2t. 令 ϕ(x) = e−λx, 则

ϕ(x) = e−[ 12λ
2+(A−1)β]tP

(1−A)β
t ϕ(x), x ∈ R.

所以,

Wt(λ) := e−[ 12λ
2+(A−1)β]t⟨ϕ,Xt⟩ = e−[ 12λ

2+(A−1)β]t
∑
u∈Lt

e−λYu(t), t > 0 (3.30)

关于 {Ft, t > 0} 是 Px- 非负鞅. 这样, 对任意 x ∈ R, 极限 W∞(λ) := limt→∞Wt(λ) 关于 Px- 几乎必

然存在.

在 p0 = 0 的假设下, Kyprianou [8] 利用脊柱分解技巧, 给出了鞅 {Wt(λ), t > 0} L1 收敛的充要

条件:

定理 3.4 假设 p0 = 0. 令 λ :=
√
2β(A− 1).

(1) 若 |λ| > λ, 则 W∞(λ) = 0 Px-a.s.;

(2) 若 |λ| < λ 且
∑∞

n=1 pnn log n = ∞, 则 W∞(λ) = 0 Px-a.s.;

(3) 若 |λ| < λ 且
∑∞

n=1 pnn log n < ∞, 则 Wt(λ) → W∞(λ) 在 Px- 几乎必然与 L1(Px) 意义下

成立.

利用脊柱技巧, Hardy 和 Harris [6] 证明了许多情形下鞅具有非退化极限, 而且收敛可以加强为对

某个 p ∈ (1, 2], Lp(Px)- 收敛.

定理 3.5 假设 p0 = 0. 对任意 x ∈ R 与任意一个 p ∈ (1, 2], 有

(1) 若 pλ2 < 2(A− 1)β 与
∑∞

n=1 pnn
p <∞, 则当 t→ ∞ 时, Wt(λ) →W∞(λ) 在 Px- 几乎必然与

Lp(Px) 意义下成立;

(2) 若 pλ2 > 2(A− 1)β 或者
∑∞

n=1 pnn
p = ∞, 则 limt→∞ Px(Wt(λ)) = ∞.

现在应用第 2 节中给出的脊柱分解, 可以得出上面的定理 3.4 与 3.5 在 p0 > 0 的情形仍然成立.

我们知道

∂Wt(λ) := e−[ 12λ
2+(A−1)β]t

∑
u∈Lt

(Yu(t) + λt)e−λYu(t), t > 0
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关于 {Ft, t > 0} 是一个 Px- 鞅, 这个鞅被称为导数鞅.

鞅 {∂Wt(λ), t > 0}不是非负的. 要建立当 t→ ∞时 ∂Wt(λ)的极限,通常考虑下面一个与之相关

的非负鞅.

令 L̃t 表示 Lt 中满足 “粒子本身及其祖先到 t时刻为止还没有碰到时 -空屏障 y+
√
(A− 1)βt =

−x” 的粒子全体. 定义

V x
t (λ) = e−[ 12λ

2+(A−1)β]t
∑
u∈L̃t

x+ Yu(t) + λt

x
e−λYu(t). (3.31)

在假设条件 p0 = 0下, Kyprianou [8]证明了 {V x
t (λ), t > 0}是均值为 1的 Px-鞅,且当 λ >

√
2(A− 1)β

时, ∂W (λ) := limt→+∞ ∂Wt(λ) 在 Px 下几乎必然存在且等于 limt→+∞ xV x
t (λ).

极限 ∂W (λ) 重要性在于, 当 ∂W (λ) 非退化时, 它的尺度变换后的 Laplace 变换给出了如下 KPP

(Kolmogorov-Petrovskii-Piskounov) 方程的行波解:

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
+ β(f(u)− u),

这里 f(u) :=
∑∞

n=0 pnu
n 是后代分布 {pn, n > 0}的概率母函数. 我们说的行波解是指形式为 u(t, x) =

w(x− ct) 的解, 这里 w 是一个满足 limt→−∞ w(t) = 0 和 limt→∞ w(t) = 1 的单调函数, 其中 c 被称为

传播速度. 下面 Yang 和 Ren [11] 的结果给出了 ∂W (λ) 非退化的充要条件.

定理 3.6 [11] 假设 p0 = 0 且 λ = λ. 对任意 x ∈ R, 有
(1) 若

∑∞
n=1 pnn(logn)

2 <∞, 则 ∂W (λ) > 0 Px-a.s.;

(2) 若
∑∞

n=1 pnn(logn)
2 = ∞, 则 ∂W (λ) = 0 Px-a.s.

推论 3.1 当 c = λ =
√
2ββ(A− 1) 且

∑∞
n=1 pnn(logn)

2 < ∞ 时, 存在唯一传播速度为 c 的行

波解, 且这个行波解可以表示为 Φc(x) = Ex exp(−eλx∂W (λ)).

现在利用第 2 节的脊柱分解可知, 上面定理 3.6 与推论 3.1 在 p0 > 0 的情形仍然成立.

3.4 多物种分枝 Brown 运动与行波解

Hardy 和 Harris [6] 考虑多物种分枝扩散, 此时刻画空间运动的 Hunt 过程由 (Yt, ηt)t>0 给出, 这

里类型过程 (ηt)t>0 是一个状态空间为 I := {1, . . . , n} 的 Markov 链, 其中 Q- 矩阵为 θQ (θ 是一个正

常数),且空间位置过程 St 是不带漂移的 R上 Brown运动,且当类型 ηt 为 i时, Brown运动具有扩散

系数 a(i) > 0. 任何一个现在类型为 i 的粒子, 分裂速率为 β(i), 分裂时被随机个后代代替, 这里后代

个数的分布为 {pn(i), n > 0}. 新出生的粒子继承父亲的位置与类型, 然后独立运动, 并随机地重复父

辈的行为, 一代代继续下去. 令 A(i) :=
∑∞

n=0 npn(i) <∞ 表示类型为 i 的粒子的后代分布的均值.

按通常情形,分枝 Brown运动在 t时的状态由在 R×I 取值的点测度来刻画,即 Xt =
∑

u∈Lt
δ(y,i),

这里 Lt 是 t 时刻存活的粒子组成的集合. 假设概率测度 {P(y,i), (y, i) ∈ R × I} 定义在自然 σ- 域流

{Ft, t > 0} 上, 这里 P(y,i) 表示初始 0 时刻从单个类型为 i、空间位置为 y 的粒子产生的多物种分枝

Brown 运动的分布.

对于有限物种的分枝 Brown 运动, 一个基本的正鞅为

Wλ(t) :=
∑
u∈Lt

vλ(ηu(t))e
λYu(t)−Eλt, t > 0,
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这里 vλ 与 Eλ 满足 (
1

2
λ2Σ+ θQ+ (A− 1)R

)
vλ = Eλvλ,

Σ := diag(a(i) : i ∈ I), A := diag(A(i), i ∈ I) 且 R := diag(β(i) : i ∈ I), 即 vλ 是矩阵
1
2λ

2A + θQ + R

的特征值为 Eλ 的 Perron-Frobenius 特征值, 这个鞅是分枝 Brown 运动的鞅 (3.30) 的对应物.

由于 {Wt(λ), t > 0} 是严格正的鞅, 因此, 在 P(y,i) 下, W∞(λ) := limt→∞Wt(λ) 几乎必然存在

且有限. 在 “p0(i) = 0,∀ i ∈ I” 成立的条件下, 文献 [6, 定理 10.4] 给出了鞅 W∞(λ) := limt→∞Wt(λ)

L1(P(y,i))- 收敛的充要条件. 利用一般脊柱分解定理, 假设 “p0(i) = 0,∀ i ∈ I” 可以去掉. 利用脊柱分

解定理有类似结果: 在许多情形下鞅具有非退化极限, 而且极限可以在比 L1(P(y,i)) 更强的意义下收

敛, 即在 Lp(P(y,i)) (p ∈ (1, 2])- 意义下收敛 (参见文献 [6, 定理 10.5]).

Harris 和 Williams [7] 研究了一个类型为连续的多物种分枝扩散,其中刻画粒子运动的 Hunt过程

由 (Yt, Vt)t>0 描述, 这里空间运动 (Yt)t>0 是不带漂移的 Brown 运动, 具有瞬间方差 ay2, 其中 a > 0

是固定常数;类型 (Vt)t>0 在实数轴上按一个 Ornstein-Uhlenbeck过程运动.一个类型为 v 的粒子的死

亡率 (分裂速率) 为 rv2 + ρ, 其中 r, ρ > 0 为固定常数, 然后产生空间位置和类型与父亲一样的 2 个

后代. 这个模型与有限物种的分枝 Brown 运动是相似的, 也存在一个正鞅 {Wt(λ), t > 0}. 文献 [6, 定

理 11.1] 利用脊柱技巧给出了此鞅 Lp- 收敛 (p ∈ (1, 2]) 的充要条件. 这里指出, 文献 [6] 的结果对于一

般后代分布也成立, 也就是说, 一个类型为 v ∈ R 的粒子死亡后, 在其死亡的空间位置产生相同类型

的随机个后代, 后代数服从分布 {pn(v), n > 0}. 在 {pn(v), n > 0} (v ∈ R) 满足一些矩条件并允许存在
v ∈ R 使得 p0(v) = 0 的情形下, 与文献 [6, 定理 11.1] 类似的结果仍然成立. 不在此给出细节.

致谢 感谢两位审稿人对本文提出的宝贵建议.
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