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应用随机分析作业 2024 刘勇

1 2 月 18 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 设 (Ω,F ,P) 为一个概率空间, 证明: 事件域 F 的一个等价定义为

(1) F 非空;
(2) A ∈ F =⇒ Ac ∈ F , 即 A ∈ F 蕴含 Ac ∈ F ;
(3) An ∈ F , n = 1, 2, · · · =⇒ ∩∞

n=1An ∈ F , 即 An ∈ F , n = 1, 2, · · · 蕴含 ∩∞
n=1An ∈ F .

2. 设 F 为一个事件域,证明: 对于 A1, A2, · · · , An ∈ F ,则 A1∩· · ·∩An ∈ F , A1∪· · ·∪An ∈ F .

( 提示: A1 ∪ · · · ∪ An = A1 ∪ · · · ∪ An ∪An ∪An · · · )

3. 设 (Ω,F ,P) 为一个概率空间, 证明: A1, A2, · · · , An ∈ F 两两不交, 即互不相容, 则

P(∪n
k=1Ak) =

n∑
k=1

P(Ak).

作业批改提示: 取 An+1 = An+2 = · · · = ∅, 并证明 P(∅) = 0.

4. 证明讲义性质 1.2.3 (第 3-4 页), 即概率的连续性.

5. 阅读《概率论基础》第三版（李贤平编著，高等教育出版社 2010）第一章的第一节、第二
节和第五节.

6. 阅读讲义第 5 页例 1.2.2 以及其后的一段。

1

北
京

大
学

数
学

科
学

学
院

 刘
勇

 编



应用随机分析作业 2024 刘勇

2 2 月 20 日 (已批改, 课堂有讲解)

1. f(x) = x 是 (R,B(R)) 到 (R,B(R)) 的可测函数 (随机变量). 证明: 对于任意的分布函数
F (x), 存在 B(R) 上的概率测度 PF , 使得 (R,B(R),PF ) 上的随机变量 f(x) 的分布函数是
F (x).

2. f 是从 Rn 映射到 Rd 的函数, 如果对于任意的 a ∈ Rd, 都有

{x ∈ Rn : fi(x) ≤ ai, i = 1, . . . , d} ∈ B(Rn),

则称 f 是 Borel 函数. 根据测度论, Borel 函数的定义等价于: 对于任意的 A ∈ B(Rd),
{x ∈ Rn : f(x) ∈ A} ∈ B(Rn). 设 ξ 是关于事件域 F 的 n 维随机向量, 证明: f(ξ(ω)) 是
关于事件域 F 的 d 维随机向量.

3. 复习随机向量、边际分布 (列、函数、密度) 的相关内容.

4. (1) 设 Ω = {ω1, ω2}, F = {Ω, ∅, {ω1}, {ω2}}, P({ω1}) = 1
2 . 证明: 在概率空间 (Ω,F ,P)

上不存在两个非平凡独立同分布的随机变量.
(2) 设 Ω̃ = Ω × Ω = {(ω1, ω1), (ω1, ω2), (ω2, ω1), (ω2, ω2)}, F̃ = P(Ω̃). P̃((ωi, ωj)) =

1
4 ,

i = 1, 2; j = 1, 2. 证明: 在 (Ω̃, F̃ , P̃) 上存在两个独立同分布的随机变量.

5. 设 ξ1, ξ2, · · · .ξn, · · · 是同分布的随机变量序列, 满足 Eξ2i < ∞, 且对于任意的 n ̸= m,
cov(ξn, ξm) = 0. 证明: ξ1, ξ2, · · · .ξn, · · · 满足弱大数律。

(思考题: 若不假设同分布性质，这个命题还成立吗？或者问可以在什么条件下成立？)
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应用随机分析作业 2024 刘勇

3 2 月 25 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 设 X,Y 是两个零均值独立的 Gauss 随机变量. 设 A 是 R 上的 Borel 可测集. f(x) =

1A(x) − 1Ac(x). 证明: f(Y )X 是与 Y 独立的 Gauss 随机变量, 而且 f(Y )X 与 f(Y ) 也
独立. 进一步求出 f(Y )X 的数学期望与方差.

作业批改提示:

E
(
F (f(Y )X)G(Y )

)
= E

(
F (X)G(Y )1{f(Y )=1} + F (−X)G(Y )1{f(Y )=−1}

)
= E

(
F (X)

)
E
(
G(Y )1{f(Y )=1}

)
+ E

(
F (−X)

)
E
(
G(Y )1{f(Y )=−1}

)
= E

(
F (X)

)
E
(
G(Y )

)
.

即, f(Y )X 与 Y 独立. 在上式中取 G(x) = 1, 得 E
(
F (f(Y )X)

)
= E

(
F (X)

)
, 即 f(Y )X

与 X 同分布.

施彦锴助教提供完整证明:

证明. 先证明 f(Y )X 是 Gauss 随机变量:

P(f(Y )X ≤ x) = P(f(Y )X ≤ x, Y ∈ A) + P(f(Y )X ≤ x, Y ∈ Ac)

= P(X ≤ x, Y ∈ A) + P(−X ≤ x, Y ∈ Ac)

= P(X ≤ x)P(Y ∈ A) + P(−X ≤ x)P(Y ∈ Ac) (利用X,Y独立)

= P(X ≤ x)P(Y ∈ A) + P(X ≤ x)P(Y ∈ Ac) (利用X和−X同分布)

= P(X ≤ x),

因而 f(Y )X
d
= X, E(f(Y )X) = EX = 0, var(f(Y )X) = varX. 又 ∀B,C ∈ B(R),

P(f(Y )X ∈ B, Y ∈ C) = P(f(Y )X ∈ B, Y ∈ C, Y ∈ A) + P(f(Y )X ∈ B, Y ∈ C, Y ∈ Ac)

= P(X ∈ B, Y ∈ C ∩A) + P(−X ∈ B, Y ∈ C ∩Ac)

= P(X ∈ B)P(Y ∈ C ∩A) + P(−X ∈ B)P(Y ∈ C ∩Ac)

= P(X ∈ B)P(Y ∈ C)

= P(f(Y )X ∈ B)P(Y ∈ C),

因此 f(Y )X,Y 独立. f(Y ) 是取值为 1,-1 的离散型随机变量, 故 ∀B ∈ B(R),

P(f(Y )X ∈ B, f(Y ) = 1) = P(X ∈ B, Y ∈ A)

= P(X ∈ B)P(Y ∈ A)

= P(f(Y )X ∈ B)P(f(Y ) = 1),

f(Y ) = −1 的情况同理, 故 f(Y )X, f(Y ) 独立.

2. 设随机变量 ξ 满足 Eξ2 < ∞, 证明:

E(ξ − Eξ)2 = inf
c∈R

E(ξ − c)2.

3. 设随机变量 X 是连续型随机变量, v满足 P(X ≤ v) = 1
2 . 证明: E|X−v| = infc∈R E|X−c|.

v 称为 X 的中位数.

4. 设 X 服从参数为 λ 的 Poisson 分布, 求 v 使得 E|X − v| = infc∈R E|X − c|.

5. 阅读 2025 版讲义第二章第 19 页倒数第 9 行—第 21 页第 17 行的内容.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

6. 设 ξ, η ∈ L2(Ω,F ,P), 求常数 a, b 满足

E(η − (a+ bξ))2 = inf
α,β∈R

E(η − (α+ βξ))2.

7. 设 X(ω) =

{
1, ω ∈ A

0, ω ∈ Ac , A ∈ F , Y 为一个离散型随机变量, 其分布列为 P(Y = yi) =

pi, i = 1, 2, · · · , n · · · . 证明

E[X|Y ](ω) =

{
P(A|Y = yi), Y (ω) = yi且 pi > 0

ci (ci为任一常数), 若pi = 0
.

8. 在先后独立地掷两次均匀硬币这个试验中. 设 X =

{
1, 第一次出正面
0, 第一次出反面

, Y 表示两次

中出现正面的总次数. 求 E[X|Y ] 以及它的分布列.

作业批改提示: E[X|Y ](ω) =


0, Y (ω) = 0
1
2 Y (ω) = 1

1, Y (ω) = 2

, 即 E[X|Y ] = Y
2 .

9. 设 (X,Y1, Y2) 服从联合密度为 p(x, y1, y2) 的连续型随机向量, EX2 < ∞。求 E[X|Y1, Y2].

(注意: 此题中并没有假设对于任意的 (x, y1, y2), p(x, y1, y2) > 0. )

10. (X1, X2, X3) 服从三元正态分布 N (⃗a,Σ), 其中 a⃗ = (a1, a2, a3)
t, Σ = (σij)i,j=1,2,3. 若

σ12 = 0, 求 E[X3|X1, X2] 以及它的密度函数.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

4 3 月 4 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 阅读 张恭庆 林源渠 编著 泛函分析 (上册) 第 69-75 页

2. 设随机向量 (X,Y )的密度函数是 p(x, y) =

{
e−y, 0 < x < y

0, 其它
.求 E[Y |X]的密度函数.

作业批改提示: 给定 X = x 的条件下, Y 的条件密度函数为

pY |X(y|x) = p(x, y)

pX(x)
=

{
ex−y 0 < x < y

0 其他.
.

E(Y |X = x) =

∫ ∞

x
yex−ydy = x+ 1.

故 E[Y |X] = X + 1. 设 Z = X + 1. Z 的密度函数为 e1−z1(1,∞)(z).

3. 阅读 2025 版讲义例 2.2.2.

4. (即参考教材第 31 页第 4 题，但多一问)

设 η ∼ U [0, 1], 记

ηn =

2n−1∑
k=0

k

2n
1{ k

2n
≤η< k+1

2n
}.

(1) 求 ηn 的分布;
(2) 给定 η1 = 1/2 的条件下, η2 的条件分布律.
(3) 求 E[η2|η1].

5. (即参考教材第 31 页第 5 题)

设随机变量 X 服从 [0, 1] 上的均匀分布, 而在随机变量 X = x 条件下，随机变量 Y 的条
件分布为二项分布 B(n, x).
(1) 求 EY, var(Y ).

(2) 求随机变量 Y 的分布.

6. 阅读 2025 版讲义性质 2.2.6 p28 的验证部分.

7. 证明 2025 版讲义性质 2.2.5. (在 g(x) 有界时证明)

8. 设 X1, X2 和 X3 是三个取值非负整数离散型随机变量. 其联合分布列依赖四个参数
p1, p2, p3 和 n,

P(X1 = n1, X2 = n2, X3 = n3) =
n!pn1

1 pn2
2 pn3

3

n1!n2!n3!
,

而且 n1 + n2 + n3 = n. 证明: 如果 n 是一个服从强度参数为 λ(> 0) 的 Poisson 分布随机
变量, 那么 X1, X2, X3 是相互独立的服从 Poisson 分布的随机变量.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

5 3 月 6 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. (即参考教材第 18 页第 16 题)

证明：var(Y ) ≥ E
(
var(Y |X)

)
, 其中 var(Y |X) = E

[(
Y −E[Y |X]

)2|X] 称为 Y 关于 X 的
条件方差.

(证明提示：可以证明 var(Y ) = E(var(Y |X)) + var(E[Y |X]) 成立.

作业批改提示:

varY =E(Y − E[Y |X] + E[Y |X]− EY )2

=E(Y − E[Y |X])2 + 2E
(
(Y − E[Y |X])(E[Y |X]− EY )

)
+ E(E[Y |X]− EY )2

证明上式中的交叉项为零, 对第一项和第三项用全概率公式即可.)

2. (X,Y ) 服从二维正态分布, 求 var(Y |X).

3. 阅读讲义 2025 版例 2.3.1.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

6 3 月 11 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 设 Ω = [0, 1],F = B([0, 1]), P 为 [0, 1] 上的 Lebesgue 测度. f 为 [0, 1] 上的连续函数.
Fn = σ([ k

2n ,
k+1
2n ), k = 0, 1, · · · , 2n − 1). 求 E[f |Fn], 并证明 limn→∞ E

∣∣E[f |Fn] − f
∣∣ = 0,

limn→∞ E[f |Fn] = f 几乎处处成立.
(思考题: 若仅假设 E|f | < ∞, 是否还可以证明上述结论?)

2. 设 {Xn}n≥1 是独立同分布的随机变量, 服从参数为 λ 的指数分布. Sn =
∑n

k=1Xk. 证明:
{Sn}n≥1 是一个连续状态空间上的马氏链, 即证明对于任意的有界 Borel 函数 f , 下式成
立：

E[f(Sn+1)|S1, S2 · · · , Sn] = E[f(Sn+1)|Sn].

并求出这个马氏链的转移密度函数.
作业批改提示: 设 f 是有界 Borel 可测函数,

E[f(Sn+1)|S1, · · · , Sn] = E[f(Sn +Xn+1)|S1, · · · , Sn]

= E[f(x+Xn+1)|S1, · · · , Sn]
∣∣∣
x=Sn

= E[f(x+Xn+1)]
∣∣∣
x=Sn

.

E[f(Sn+1)|Sn] = E[f(Sn +Xn+1)|Sn]

= E[f(x+Xn+1)|Sn]
∣∣∣
x=Sn

= E[f(x+Xn+1)]
∣∣∣
x=Sn

.

所以, E[f(Sn+1)|S1, · · · , Sn] = E[f(Sn+1)|Sn].

E[f(Sn+1)|Sn] = E[f(x+Xn+1)]
∣∣∣
x=Sn

=

∫
p(x, y)f(y)dy

∣∣∣
x=Sn

.

E(f(x+Xn+1)) =

∫ ∞

0
f(x+ y)λe−λydy z=x+y

=

∫ ∞

x
f(z)λe−λ(z−x)dz.

因此, p(x, y) = λe−λ(y−x)1(x,∞)(y). 为一步转移密度函数.

3. (即参考教材第 48 页第 2 题)
若 {ξn} 是鞅列, 而且 Eξ+n < +∞, 则 {ξ+n } 也是下鞅列. 对应地, 又若 Eξ−n > −∞, 则
{ξ−n } 也是上鞅列.

4. (即参考教材第 48 页第 4 题)
设 ξn =

∑n
k=1Xk 是 (Fn = σ(X1, X2, ..., Xn))n≥1 的鞅列, 且其方差有限, 则序列 {Xk} 中

的随机变量两两不相关.
作业批改提示: EX2

n = E(ξn − ξn−1)
2 < ∞.

E[Xn+1|Fn] = E[ξn+1 − ξn|Fn] = E[ξn+1|Fn]− ξn = 0,

所以 EXn+1 = E(E[Xn+1|Fn]) = 0, 即 EXn = 0, n ≥ 2. ∀1 ≤ n < m,

cov(Xn, Xm) = EXnXm − EXnEXm

= E(E[XnXm|Fm−1])

= E(XnE[Xm|Fm−1])

= 0. (由E[Xm|Fm−1] = 0)

5. 阅读 2025 版讲义例 2.3.3, 例 2.3.5.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

7 3 月 18 日 (已批改)

1. 阅读 2025 版讲义例 3.1.6、例 3.1.8、例 3.1.9 和例 3.1.10.

2. (即参考教材第 48 页第 8 题)

假定随机序列 (ξn, n ≥ 0) 有数学期望, 且满足

E[ξn+1|ξn, · · · , ξ0] = αξn + βξn−1, (α, β > 0, α+ β = 1).

能否选取 c, 使 ηn = cξn + ξn−1, (n ≥ 1, η0 = ξ0) 是 (Fn = σ(ξ0, · · · , ξn))n≥0 鞅列?

3. (即参考教材第 49 页第 10 题)

设 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn 是简单随机游动. Xn ∼

(
−1 1

q p

)
(q = 1− p) 且独立同分布.

证明 ξn = (pz2q + qz−2p)−nzSn−n(p−q) 是鞅列.

4. 证明 Doob 下鞅列分解定理.

5. 设 T 是概率空间 (Ω,F ,P) 上服从几何分布的随机变量. 对任意的 k ≥ 1, P(T = k) =

pk−1(1− p), 0 < p < 1. 设 X0 = 0, Xn(ω) =

{
1 n ≥ T

0 n < T
. 设 Fn = σ(X0, X1, · · · , Xn),

则 (Xn)n≥0 关于 (Fn)n≥0 适应,关于时间单调非减. 因此, (Xn,Fn)n≥0 是下鞅. 求其 Doob
分解.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

8 3 月 20 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 设 (Ω,F , (Fn)n≥0,P) 是一个带流的概率空间. 若 (ξn)n≥0 为 (Fn)n≥0 适应过程, τ 为
(Fn)n≥0 停时, 而且对于任意的 ω, τ(ω) < ∞. 证明: 则 ξτ 为 F 可测的随机变量.

2. 若 τ, σ 都是 (Ft)t∈T 停时, 证明: τ ∨ σ = max(τ, σ) 和 τ + σ 也是 (Ft)t∈T 停时.

作业批改提示: 设 Q 是有理数集合.

{τ + σ > t} =
⋃

s∈Q∩(0,t)

(
{τ > s} ∩ {σ > t− s}

)⋃
{τ > t}

⋃
{σ > t}.

3. 设 (Ω,F , (Fn)n≥1,P), τ 是关于 (Fn)n≥1 停时.

(1) 证明: 此时 τ 是停时的等价定义是 ∀n ≥ 0, {ω : τ(ω) = n} ∈ Fn;
(2) 证明: {τ < n} ∈ Fn−1.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

9 3 月 25 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 阅读 2025 版讲义例 3.3.3、例 3.34 和例 3.3.5 完整的证明.

2. 设 (η
(n)
k )k≥1,n≥1 是相互独立同分布的随机变量阵列. P(η(n)k = 1) = 1

2 , P(η(n)k = 0) = 1
2 .

ξ
(n)
k =

∑n
m=1 η

(m)
k , τ̃k = inf{m ≥ 1, η

(m)
k = 0}, τk = τ̃k ∧ M , 其中 M 是非随机正整数,

M ≥ 2.

证明: P
(

limK→∞

∑K
k=1 ξ

(τk)

k∑K
k=1 τk

= 1
2

)
= 1.

3. (利用选样定理证明 Wald 第二等式) 设 (ηn)n≥1 是 i.i.d 的随机变量序列, Eη1 = 0, Eη21 =

σ2 < ∞. 设 Fn = σ(η1, · · · , ηn), τ 是 (Fn)n≥1 停时, 满足 Eτ < ∞，ξn =
∑n

k=1 ηk. 证明:

Eξ2τ = σ2Eτ.

作业批改提示: 设 τn = τ ∧ n, 对于任意的 n, 这是有界停时. 因此, Eξ2τn = σ2Eτn.

E(ξτn − ξτn+k
)2 = Eξ2τn − 2Eξτnξτn+k

+ Eξ2τn+k

= Eξ2τn − 2E
(
ξτnE[ξτn+k

|Fτn ]
)
+ Eξ2τn+k

= Eξ2τn − 2E(ξ2τn) + Eξ2τn+k

= Eξ2τn+k
− Eξ2τn

= σ2E(τn+k − τn)

注意到 Eτ < ∞ 蕴含 E(τn+k − τn)
n,k→∞−→ 0. 这说明 (ξτn) 是 L2 中的 Cauchy 列, 由 ξτn

几乎处处收敛到 ξτ 得到 E(ξτn − ξτ )
2 n→∞→ 0. 因此

Eξ2τ = lim
n→∞

E(ξτn)2 = σ2 lim
n→∞

Eτn = σ2Eτ.

4. (ηn)n≥1 是 i.i.d的随机变量序列, η1 服从 [0, 1]的均匀分布, ξn =
∑n

k=1 ηk. τ = inf{n, ξn ≥
1}. 求 Eτ 和 Eξτ .
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应用随机分析作业 2024 刘勇

10 4 月 1 日 (已批改, 课堂有讲解)

1. 设 (Ω,F , (Ft)t≥0,P) 是一个带流的概率空间. 设 τ 和 σ 为 (Ft)t∈T 停时. 证明: 若 τ ≤ σ，
则 Fτ ⊂ Fσ.

2. 设 (Ω,F , (Fn)n≥0,P) 是一个带流的概率空间. 若 (ξn)n≥0 为 (Fn)n≥0 适应过程, τ 为
(Fn)n≥0 停时. 而且对于任意的 ω, τ(ω) < ∞. 证明: 则 ξτ 为 Fτ 可测的随机变量.

3. (此题是选作题) 设 (Xn)n≥0 是有限状态空间 S 上的不可约马氏链, 转移矩阵为 P, 设 A

是 S 的子集. F : A → R 与 g : S \ A → R 是两个给定的函数. 设 τ = inf{n,Xn ∈ A},
τn = τ ∧ n. 设函数 f : S → R 满足

f(x) = F (x), x ∈ A;(
(P − I)f

)
(x) = g(x), x ∈ S \A, I是单位矩阵.

(a) 设 Fn = σ(X0, X1, · · · , Xn). 证明: Mn = f(Xτn)−
∑τn−1

j=0 g(Xτj ) 是 (Fn)n≥0 鞅;
(b) 利用选样定理证明

f(x) = E
[
F (Xτ )−

τ−1∑
j=0

g(Xj)
∣∣∣X0 = x

]
.

参考建议: 也许参考一下 2025 版讲义第三章例 3.1.10 和定理 3.3.5 会有帮助. 这道题
的背景是来源于二阶椭圆方程边值问题的概率解.
而且首先要证 Eτ < ∞.

4. 证明: 若 (ξn,Fn)n≥0 为下鞅, σ ≤ τ < M 为两个有界 (Fn)n≥0 停时, 则

E[ξτ |Fσ] ≥ ξσ.

5. 设 (ξn,Fn)n≥0 为下鞅, 对于任意的正整数 N , 对于任意的 a > 0, 证明:

aP( min
0≤n≤N

ξn ≤ −a) ≤ −Eξ0 + Eξ+N .

6. 阅读例 3.4.1, 定理 3.4.4 及其证明和例 3.4.2.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

11 4 月 3 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 考虑 2025 版讲义例 3.1.8 的 Polya 罐子模型. 证明其中的鞅 (Mn,Fn)n≥1 几乎处处且 L1

收敛到极限 M∞, 并求出这个随机变量 M∞ 的分布函数.

作业批改提示: 首先, 因为 0 ≤ Mn ≤ 1 是有界的, 所以 M∞ 存在. 其次 P
(
Mn = k

n+2

)
=

1
n+1 , k = 1, 2, · · · , n+ 1.

2. 设 (Xn)n≥1 时独立同分布随机变量序列, P(X1 = 3
2) = P(X1 = 1

2) = 1
2 . 设 M0 = 1,

Mn =
∏n

i=1Xi, Fn = σ(M0, X1, · · · , Xn). 证明:

(1) (Mn,Fn)n≥0 是鞅;
(2) 存在随机变量 M∞ 使得 Mn 几乎处处收敛到 M∞;
(3) 求 M∞ 的分布函数.
(4) 是否存在某个 p ≥ 1 使得 Mn 在 Lp 下收敛到 M∞？

作业批改提示: 1
n

∑n
i=1 lnXi

a.s.→ E lnX1 < 0. 因此, lnMn =
∑n

i=1 lnXi
a.s.→ −∞. 由此得

Mn
a.s.→ 0, 即 M∞ = 0.

3. 阅读 2025 版讲义第 4.1 节内容. 进一步如果感兴趣, 可以阅读讲义 p65 和 p67 脚注中关
于布朗运动的文献.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

12 4 月 8 日 (已批改, 课堂有讲解)

1. 设
Bt = B0 +A · B̄t + b · t,

是一个 n 维漂移布朗运动. 若 A 是 n× n 非退化常数矩阵, 求 (Bt)t≥0 的转移密度函数.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

13 4 月 10 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 设 (Bt)t≥0 是标准布朗运动, Xt =

√
cBe2βt

eβt , t ≥ 0, β > 0. (Xt)t≥0 是平稳 OU 过程. 设
Ft = σ(Xs, s ≤ t).

(1) 证明 (Xt)t≥0 是关于 (Ft)t≥0 的马氏过程;
(2) 求这个马氏过程的转移密度函数;
(3) 求 (Xt)t≥0 的漂移系数和扩散系数;
作业批改提示: −βxf ′(x) + βcf ′′(x).

(4) 求 (Xt)t≥0 转移密度函数满足的 Kolmogorov 向后方程和向前方程.

2. 设 (Bt)t≥0 是 d-维标准布朗运动. 验证

lim
t−s↓0

1

t− s
sup
x∈Rd

P(|Bt − x| > ε|Bs = x) = 0.

3. 设 (Xt)t≥0 是强度参数为 λ > 0 的 Poisson 过程.

(1) 证明: 对于任意 ε > 0, 任意非负整数 k, limt−s↓0 P(|Xt − k| > ε|Xs = k) = 0;
(2) 求 limt−s↓0

1
t−sP(|Xt − k| > ε|Xs = k);

(3) 求 limt−s↓0
1

t−sE((Xt − k)1{Xt−k<ε}|Xs = k);
(4) 求 limt−s↓0

1
t−sE(Xt − k|Xs = k).
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应用随机分析作业 2024 刘勇

14 4 月 15 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 阅读 2025 版讲义第 4.3.3 节.

2. 设 U(x) : Rn → R 的二次光滑函数, 满足
∫
Rd e−

2U(x)

σ2 dx < ∞. 第 4.3.3 节中讨论的 d 维扩
散过程 (Xt)t≥0 的漂移系数为−∇U , 扩散系数矩阵为 σ2I, 其中 I 为单位矩阵, σ2 > 0 是
常数. 求 (Xt)t≥0 的不变概率密度.

3. 证明 2025 版讲义例 5.2.3.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

15 4 月 22 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 证明 2025 版讲义第五章例 5.4.1.

2. 证明 2025 版讲义第五章性质 5.4.1.

3. 设 (Bt)t≥0 是一维标准 Brown 运动, 0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < · · · < t

(n)
Nn

= t 是 [0, t] 的划分,
λn = maxi{t(n)i+1 − t

(n)
i }.

(a) 设
ϕ̃
(n)
t =

∑
k

B
t
(n)
k+1

1
(t

(n)
k ,t

(n)
k+1]

(t).

H ϕ̃
n ≡

∑
k

B
t
(n)
k+1

∆B
t
(n)
k

=

Nn−1∑
k=0

B
t
(n)
k+1

(
B

t
(n)
k+1

−B
t
(n)
k

)
,

证明: 当 λn → 0 时

H ϕ̃
n

L2

−→ 1

2
B2

t +
1

2
t.

(b) 设

Ψ
(n)
t =

Nn−1∑
k=0

B
t
(n)
k

+B
t
(n)
k+1

2
1
(t

(n)
k ,t

(n)
k+1]

(t),

证明: 当 λn → 0 时

HΨ
n ≡

Nn−1∑
k=0

B
t
(n)
k

+B
t
(n)
k+1

2
∆B

t
(n)
k

L2

−→ 1

2
B2

t .

(c) 设

ξ
(n)
t =

Nn−1∑
k=0

B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

1
(t

(n)
k ,t

(n)
k+1]

(t),

证明: 当 λn → 0 时

Hξ
n ≡

Nn−1∑
k=0

B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

∆B
t
(n)
k

L2

−→ 1

2
B2

t .

作业批改提示: 记 a
(n)
k =

t
(n)
k+1−t

(n)
k

2∑
k

B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

∆B
t
(n)
k

=
1

2

∑
k

(B2

t
(n)
k+1

−B2

t
(n)
k

) +
1

2

[∑
k

(B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

−B
t
(n)
k

)2 −
∑
k

(B
t
(n+1)
k

−B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

)2
]

=
1

2

∑
k

(B2

t
(n)
k+1

−B2

t
(n)
k

) +
1

2

[∑
k

[(B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

−B
t
(n)
k

)2 − a
(n)
k ]−

∑
k

[(B
t
(n+1)
k

−B
t
(n)
k

+t
(n)
k+1

2

)2 − a
(n)
k ]
]

=
1

2
(I + (II − III))

与 Lévy 振动性质证明类似, 可以证明第 II 项和第 III 项的 L2 极限为 0.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

16 4 月 29 日 (已批改, 有提示)

1. τ 是 FB
t = σ(Bu, u ≤ t) 停时, 若 τ ≤ T , 请在 τ 仅取有限个值的假设下证明:∫ τ

0
ϕtdBt =

∫ T

0
ϕt1(0,τ ](t)dBt.

作业批改提示:
方法 1: 先对可料阶梯过程证明, 再逼近.
方法 2:

∫ T
0 ϕs1(0,τ ](s)dBs =

∫ T
0 ϕs(1− 1(τ,T ])dBs =

∫ T
0 ϕsdBs −

∫ T
0 ϕs1(τ,T ](s)dBs.

∫ T

0
ϕs1(τ,T ](s)dBs =

n∑
j=1

∫ T

0
ϕs1(tj ,T ](s)1{τ=tj}dBs

=
n∑

j=1

∫ T

tj

ϕs1(tj ,T ](s)1{τ=tj}dBs

=
n∑

j=1

1{τ=tj}

∫ T

tj

ϕsdBs

=
n∑

j=1

1{τ=tj}
( ∫ T

0
ϕsdBs −

∫ tj

0
ϕsdBs

)
=

∫ T

0
ϕsdBs −

∫ τ

0
ϕsdBs.

其中特别注意需要证明过程 (ϕs1(tj ,T ](s)1{τ=tj})s∈[0,T ] 是适应的.

2. 严格完整证明 2025 版讲义引理 5.5.1, 即证明:
设 g(x)是有界连续函数. 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t是 [0, t]的划分, λ = max0≤k≤n−1(tk+1−
tk), 则

lim
λ→0

E
[
n−1∑
k=0

g(Btk)
(
Btk+1

−Btk

)2 − ∫ t

0
g(Bs)ds

]2
= 0.

具体而言, 其中需要有两个关键步骤:

(1) 首先请严格完整证明 2025 版讲义例 5.4.1.
(2) 其次请严格完整证明:

lim
λ→0

E
[
n−1∑
k=0

g(Btk)
(
Btk+1

−Btk

)2 − n−1∑
k=0

g(Btk)(tk+1 − tk)

]2
= 0

3. 阅读 2025 版讲义引理 5.5.2. 及其证明.

4. 阅读 2025 版讲义定理 5.5.2. 的证明.

5. 设 (B
(1)
t ), (B(2)

t ) 是两个独立的布朗运动, 对于 [0, t] 中的一个划分 0 = t0 < · · · < tn = t,

Tn =

n−1∑
k=0

(
B

(1)
tk+1

−B
(1)
tk

)(
B

(2)
tk+1

−B
(2)
tk

)
,

证明: E(Tn) = 0; 当 maxk(tk+1 − tk) → 0 时, E(Tn)
2 → 0.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

17 5 月 13 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. (参考主要参考书第 99 页习题 9, 但多一小题)

判别下列是否为 (Ft)t≥0 鞅 (需要证明): t2Bt − 2
∫ t
0 sBsds, t2Bt − 2

∫ t
0 sdBs, B3

t − 3tBt.

作业批改提示: 可以直接利用鞅的定义验证. 也可以利用 Itô 公式, 例如: 设 f(t, x) = t2x,
f(t, Bt) = t2Bt.

df(t, Bt) = 2tBtdt+ t2dBt.

注意到对于任意的 T > 0,
∫ T
0 t4dt < ∞, 则 (t2Bt − 2

∫ t
0 sBsds =

∫ t
0 s

2dBs)t≥0 是鞅.

2. (即主要参考书第 99 页习题 13 )

设 (Bt)t≥0 是一维标准布朗运动, 设 gk(t) = E|Bk
t |, k = 0, 1, 2 · · · . 利用 Itô 公式证明

gk(t) =
1

2
k(k − 1)

∫ t

0
gk−2(s)ds, k ≥ 2.

并于此计算 E(|Bt|k), k = 1, 2 · · · .

(f(x) = |x|k, k = 3, 4, · · · 是二次连续可微的)

作业批改提示:

gk(t) =

{ √
2
π (k − 1)!!t

k
2 k奇

(k − 1)!!t
k
2 k偶

.

3. (可以参考主要参考书第 99 页第 10 题, 但请注意与其表述是不同)

设 (B
(1)
t , B

(2)
t )是二维布朗运动, (B(1)

0 )2+(B
(2)
0 )2 ̸= 0. 判断 (B

(1)
t B

(2)
t )t≥0与

(
ln
[
(B

(1)
t )2+

(B
(2)
t )2

])
t≥0
是否是 (FB

t )t≥0 鞅, 是否是 (FB
t )t≥0 局部鞅, 并请写出你的判断的数学证明.

18

北
京

大
学

数
学

科
学

学
院

 刘
勇

 编



应用随机分析作业 2024 刘勇

18 5 月 15 日 (已批改, 有提示, 课堂有讲解)

1. 阅读 2025 版第 6.1 节中所有的例子, 并自己演算一遍.

2. 求解 2025 版第 6.1 节中例 6.1.5 的随机微分方程 (6.1.22).

3. 设 c, α1, · · · , αn 是常数, Bt = (B
(1)
t , · · · , B(n)

t ) 是 n-维布朗运动

Xt = exp
(
ct+

n∑
j=1

αjB
(j)
t

)
.

证明:

dXt =
(
c+

1

2

n∑
j=1

α2
j

)
Xtdt+Xt

( n∑
j=1

αjdB(j)
t

)
.

作业批改提示: 直接用 Itô 公式验证.

4. (即主要参考书第 139 页第 3 题, 参看主要参考书第 110 页例 6.7 的内容)
求证方程

dξt = [c(t) + b(t)ξt]dt+
m∑
i=1

[σi(t) + ai(t)ξt]dB(i)
t ,

ξ0 = ξ0

的解是

ξt = F (t)

[
ξ0 +

∫ t

0
F (s)−1

(
c(s)−

m∑
i=1

σi(s)ai(s)

)
ds+

∫ t

0

m∑
i=1

F (s)−1σi(s)dB(i)
s

]
,

其中

F (t) = e
∫ t
0 [b(s)−

1
2

∑m
i=1 a

2
i (s)]ds+

∫ t
0

∑m
i=1 ai(s)dB

(i)
s .

5. (即主要参考书第 139 页第 8 题)
证明方程

dξt = −1

2
ξtdt− ηtdBt,

dηt = −1

2
ηtdt+ ξtdBt.

有解 (ξt, ηt) = (cosBt, sinBt). 而且其任意一个解满足
√
ξ2t + η2t =

√
ξ20 + η20 .

作业批改提示: 利用 Itô 公式计算 d(ξ2t + η2t ) = 0 即可. 不建议对 d
√
ξ2t + η2t 用 Itô 公式.

5. (即主要参考书第 139 页第 11 题)
对于光滑函数 σ(x), 证明 g(Bt) 是方程

dξt =
1

2
σ′(ξt)σ(ξt)dt+ σ(ξt)dBt,

ξ0 = 0.

的解, 其中 g(x) 是函数
∫ x
0

du
σ(u) 的反函数.

6. (即主要参考书第 138 页第 1 题)

给出一般的形式随机微分方程

d2ξt
dt2 = −λ2ξt − b

dξt
dt + σḂt,
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应用随机分析作业 2024 刘勇

ξ0 = x,
dξt
dt |t=0= v0,

严格的数学形式, 并求显式解.

作业批改提示: 
dξt = vtdt
dvt = −λ2ξtdt− bvtdt+ σdBt

v0 = v0
ξ0 = x

. (1)

先形式求解 y′′(t) + by′(t) + λ2y(t) = f(t) 这个 ODE. 根据 ODE 理论, 按照 b2 > 4λ2,
b2 = 4λ2 和 b2 < 4λ2 分三种情况讨论. 之后把 f(t)dt 项换成 σdBt. 最后用 Itô 公式验证
其满足 (1).
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19 5 月 20 日 (已批改, 有提示)

1. 阅读 2025 版讲义 p110, p111 上半部分的内容.

2. 若随机微分方程
dξt = b(t, ξt)dt+ σ(t, ξt)dBt, (2)

有唯一解, 有时也称这个解为扩散过程. 若假设上述方程 (2) 的系数光滑, 解有转移密度函
数, 求其转移密度函数满足的向前方程和向后方程.

进一步如果 (ξt)t≥0 是一个 2-维扩散过程, (Bt)t≥0 是 2 维布朗运动,

dξt = b(t, ξt)dt+Σ(t, ξt)dBt,

其中

b(t, x) =
(

b1(t, x)

b2(t, x)

)
, Σ(t, x) =

(
σ11(t, x) σ12(t, x)

σ21(t, x) σ22(t, x)

)
2×2

.

若 (ξt)t≥0 的转移密度函数存在, 请形式的推导 (ξt)t≥0 应该满足的 Kolmogorov 向前, 向
后方程.

3. 阅读 2025 版讲义例 6.2.2 的推导.

4. 阅读 2025 版讲义例 3.1.10.

5. 求解方程 dξt = −1
2e−2ξtdt+ e−ξtdBt, 并证明它在一个有限的随机时间爆炸.

(设 ζ 是 (FB
t )t≥0 停时, ξ = (ξt)t<ζ 称为上面方程的以 ξ0 为初值, 以 ζ 为爆炸时的局部解,

如果

ξt = ξ0 −
∫ t

0

1

2
e−2ξsds+

∫ t

0
e−ξsdBs

对于 t < ζ 恒成立, 其中 ∫ t

0
e−ξsdBs =

∫ t

0
e−ξs1[0,τn](s)dBs.

(这里 τn = inf{t, |ξt| ≥ n}), 而且 (ξt) 在 (ζ − ϵ, ζ) 上几乎处处无界.)

作业批改提示: ξt = log(Bt + eξ0).

6. (主要参考书第 163 页第 2 题)
假定 u(t, x) 满足方程

∂u

∂t
+

1

2

∂2u

∂x2
= 0,

证明: Eu(t, Bt) = u(0, 0), 其中 (Bt)t≥0 是标准布朗运动.

作业提示: 对 u(t, Bt) 用 Itô 公式.

7. (主要参考书第 164 页第 4 题)
求一维终值问题 {

∂u
∂t +

1
2
∂2u
∂x2 = 0,

u(T, x) = f(x)

的解 u(t, x), 0 ≤ t ≤ T , 再将结果推广至多维.

答案提示：设 p(t, x, y) 是 n-维布朗运动的转移密度, 设 u(t, x) = E[f(BT−t)|B0 = x] =∫
f(y)p(T − t, x, y)dy. 可以直接验证（假设积分号求导可以交换顺序）.
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应用随机分析作业 2024 刘勇

8. 设 Bt 是 n 维布朗运动, B(0, R) = {x ∈ Rn : ∥x∥ < R}. 设 x ∈ Rn, τx = inf{t > 0,B0 =

x,Bt /∈ B(0, R)}. 求 Bτx 的分布.

答案提示：可以参考周蜀林老师编著的《偏微分方程》(北大出版社) 第 50-53 页的内容.
参看 2025 版讲义推论 6.3.1, 其中的偏微分方程的显式解可以用球面上的 Poisson 核表
示出来，这就是周老师书上第 53 页的定理 2.18. 参看主要参考书第 158 页问题 1(定理
7.14) 和问题 2(定理 7.15), 再求解定理 7.15 中的偏微分方程.
这个偏微分方程的显式解可以用球面上的 Poisson 核表示出来，这就是周老师书上第 53
页的定理 2.18.
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20 5 月 27 日 (有提示)

1. 设 n-维扩散过程 (ξt)t≥0 满足

dξt = b(t, ξt)dt+Σ(t, ξt)dBt.

设 Lt =
1
2

∑n
ij aij(t, x)

∂2

∂xi∂xj
+
∑n

i=1 bi(t, x)
∂
∂xi

, (aij) = ΣΣT . 设 D 为 Rn 中的有界开区
域. 若方程 

∂u
∂t + Ltu = 0, x ∈ D, t ≤ T

u(T, x) = 0, x ∈ D

u(t, x) = 1, x ∈ ∂D, s ≤ t ≤ T

,

有对 t 一次连续可微, 对 x 二次连续可微的唯一解, 记 uT (t, x). 设 τx = inf{t > 0, ξxt /∈
D}, x ∈ D. 证明:

P(τx < T |ξs = x) = uT (s, x).

答案提示: 参看主要参考书第 156-157 页问题 2(定理 7.13) 及其证明与第 157 页的注

2. 阅读 2025 版讲义第 6.3.2 节.

3. 设 (Xt = σBt + bt)t≥0 是一维漂移布朗运动, x ∈ (l, r). 求 Xt 从 x 出发, 首中 l 和首中 r

的概率. 设 τ(l,r) = inf{t > 0, Xt /∈ (l, r)}, 求 E(τ(l,r)|X0 = x).

4. 设 dXt = −bXtdt+ σdBt 是一维 OU 方程, x ∈ (l, r). 求 Xt 从 x 出发, 首中 l 和 r 的概
率. 设 τ(l,r) = inf{t > 0, Xt /∈ (l, r)}, 求 E(τ(l,r)|X0 = x).
作业提示: 参考 2025 版讲义 6.3.2 节, 直接计算出以上过程的自然尺度函数和速度密度,
再套用相应的公式即得.

5. 考虑如下的随机微分方程
dX(t) = ndt+ 2

√
X(t)dBt,

其中, n 为大于 1 的正整数. 设 τ0 = inf{t ≥ 0, Xt = 0}. 证明: P(τ0 = ∞|X0 = x) = 1,
x > 0.
答案提示: 由 Yamada-Watanabe 定理知道, 这个方程在 (0,∞) 非爆炸.

S(x) =

{
lnx n = 2,
x1−n

2 −1
1−n

2
n ≥ 3.

.

设 0 < a < x < b,

Px(τa < τb) =
S(b)− S(x)

S(b)− S(a)
=

{ ln b−lnx
ln b−ln a n = 2,
b1−

n
2 −x1−n

2

b1−
n
2 −a1−

n
2

n ≥ 3.

取 am ↓ 0, {τ0 < τb} ⊂ ∩∞
m=1{τam < τb}, 故

Px{τ0 < τb} = lim
m→∞

Px{τam < τb} = 0.

取 bm ↑ ∞, τ∞ = limm→∞ τbm, 由非爆炸条件, Px(τ∞ = ∞) = 1, {τ0 < τ∞} = ∪∞
m=1{τ0 <

τ∞},
Px(τ0 < ∞) = Px(τ0 < τ∞) = lim

m→∞
Px(τ0 < τbm) = 0.

故 Px(τ0 = ∞) = 1.
特别提示: 这里先对 bm → ∞, 再对 am → 0 取极限来做是不行的. 原因在于我们只能得
到 {τ0 < ∞} ⊂ ∩∞

m=1{τam < ∞}.
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21 5 月 29 日

1. 证明 2025 版讲义定理 6.4.2. (仅在 q(x) ≥ 0 的条件下证)

2. 如果对 Lévy ArcSine law 完整证明感兴趣, 可以阅读

Karatzas I., Shreve S.E. Brownian Motion and Stochastic Calculus. 2nd ed. Springer
1991

p271-275 内容
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22 6 月 3 日 (有提示)

1. 如果对欧式期权未定权益的定价公式深入的数学理论感兴趣的话, 可以参看
（1）严加安 金融数学引论 科学出版社 2012
相关章节

（2）龚光鲁 随机微分方程及其应用概要 清华大学出版社 2014 年 1 月第 3 次印刷
第 9.2 节内容
(3) 史树中 金融学中的数学 高等教育出版社

2006 相关章节
(4) A. Etheridge A Course in Financial Calculus. Cambridge University Press 2̇002
中译本 张寄洲等译 金融数学教程 人民邮电出版社 2006
相关章节

(5) É Pardoux Markov Processes and Applications: Algorithms, Networks, Genome and
Finance. Wiley series in probability and statistics. 2008
中译本许明宇译马尔可夫过程及其应用: 算法、网络、基因与金融高等教育出版社 2019
第 9 章

2. 设
dXt = −bXtdt+ σdBt.

f(x) 连续有界, 对于任意的 t < T , 设

Yt = E
[
f(XT e−r(T−t))

∣∣Ft

]
,

v(t, x) = E
[
f(XT )e−r(T−t)

∣∣Xt = x
]
. (3)

利用非齐次扩散过程的 Feynman-Kac公式写出 v(t, x)应该满足的偏微分方程,以及 V (T,XT )

的值. 利用 (Xt)t≥0 的显式解, 写出 v(t, x) 的显式表达式.
答案提示: 与上题做法类似. v(t, x) 应该满足的 PDE：{

∂v
∂t +

1
2σ

2 ∂2v
∂x2 − bx ∂v

∂x − rv = 0

v(T, x) = f(x)
,

计算 OU 方程的转移概率 (讲义上有) 代入 (3).

3. 设 U 是 Rn 上的一个二阶光滑的势函数, 满足 U(x) ≥ 0, lim|x|→∞ U(x) = ∞, ∇U(x) 是

整体 Lipschitz 连续的, 对于任意 ε > 0, Zε :=
∫
Rn e−

2U(x)
ε dx < ∞, 并假设 U 的局部极小

值点只有有限个. 考虑如下的扩散过程:

dXε
t = −∇U(Xε

t )dt+
√
εdBt, (4)

其中, (Bt)t≥0 是 n 维布朗运动. 证明:

(1) 对于任意的 0 < T < ∞, 若 X0 = Xε
0 = x, 则任给 δ > 0,

lim
ε→0

P
(

sup
t∈[0,T ]

|Xε
t −Xt| < δ

)
= 1.

其中 Xt 是无随机扰动的梯度下降系统

dXt

dt = −∇U(Xt).
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答案提示: 设 |∇U(x)−∇U(y)| ≤ K|x− y|.

Xε
t = x−

∫ t

0
∇U(Xε

s )ds+
√
εBt,

Xt = x−
∫ t

0
∇U(Xs)ds.

Xε
t −Xt =

∫ t

0
[∇U(Xε

s )−∇U(Xs)]ds+
√
εBt.

sup
0≤t≤T

|Xε
t −Xt| ≤

∫ T

0
[ sup
0≤u≤s

|∇U(Xε
u)−∇U(Xu)|]ds+

√
ε sup
0≤t≤T

|Bt|.

sup
0≤t≤T

|Xε
t −Xt| ≤ K

∫ T

0
[ sup
0≤u≤s

|Xε
u −Xu|]ds+

√
ε sup
0≤t≤T

|Bt|.

注意到, P(sup0≤t≤T |
√
εBt| ≥ δ)

ε→0→ 0, 利用 Gronwall 不等式即得.

(2) 证明 πε(·) = 1
Zε

∫
· e

− 2U(x)
ε dx 是 (Xε

t )t≥0 的不变概率测度.
答案提示: L∗

εϕ(x) =
ε
2

∑n
i=1

d2

dx2
i
ϕ(x) +

∑n
i=1

d
dxi

(dU(x)
dxi

ϕ(x)
)
.

直接验证 L∗
εe−

2U(x)
ε = 0 即可.

(3) 设 A = {x : U(x) = infy∈Rn U(y)}, 即 A 是 U 的全局最小值点集, Oδ 为 A 的 δ 领
域. 证明: limε→0 π

ε(Oδ) = 1.
答案提示: 不妨设 infy∈Rn U(y) = 0. 因为 U 只有有限个全局最小点, U 连续,所以存
在 κ > 0, 使得 Aκ = {x ∈ Rn : U(x) ≤ κ} ⊂ Oδ. 因此只需要证明 limε→0 π

ε(Aκ) =

1.

πε(Aκ) =

∫
Aκ

e−
2U(x)

ε dx∫
Rn e−

2U(x)
ε dx

=
1

1 +

∫
Rn\Aκ

e−
2U(x)

ε dx∫
Aκ

e−
2U(x)

ε dx

.

只需要证明: ∫
Rn\Aκ

e−
2U(x)

ε dx∫
Aκ

e−
2U(x)

ε dx
ε→0→ 0.

取 δ0 > 0 使得 m+ δ0 < m0. 注意到当 ε < ε0, x ∈ Rn \Aκ 时,

e−
2U(x)

ε < e−
2U(x)
ε0 , e−

2κ
ε < e−

2κ
ε0 .

注意到 ∫
Rn\Aκ

e−
2U(x)

ε dx ≤
∫
Rn\Aκ

e−
2U(x)
ε0 dx < ∞.

因此, ∫
Rn\Aκ

e−
2(U(x)−κ)

ε dx ≤
∫
Rn\Aκ

e−
2(U(x)−κ)

ε0 < ∞ (5)

由 (5) 和 Lebesgue 控制收敛定理得

0 ≤

∫
Rn\Aκ

e−
2U(x)

ε dx∫
Aκ

e−
2U(x)

ε dx
≤ 1

|Aκ|

∫
Rn\Aκ

e−
2(U(x)−κ)

ε dx ε→0→ 0.

4. 设
dXt = Xt(λ−X2

t )dt+ σXtdBt.
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(1) 当 λ > 0 时, 考虑 Xt 在 (0,∞) 的运动. 验证当 σ2 < 2λ 时,

ps(x) =
1

z
xre−

x2

σ2 ,

是 Xt 的不变概率密度, 其中 z =
∫∞
0 xre−

x2

σ2 dx.

答案提示: 当 σ2 < 2λ 时,
∫∞
0

1
zx

re−
x2

σ2 dx < ∞.
验证 L∗ps(x) =

1
2

d2

dx2 (σ
2x2ps(x))− d

dx
(
x(λ− x2)ps(x)

)
= 0.

(2) 当 λ > 0, X0 > 0 和 σ2 > 2λ 时 , limt→∞Xt = 0, a.s.P.
答案提示: 首先我们假设这个方程存在唯一非爆炸的解.
设 α = 2λ

σ2 . 考虑 σ2 > 2λ, 即 α < 1.

S(x) =

∫ x

y−αe
y2

σ2 dy.

取 bn ↑ ∞, τ∞ = limn→∞ τbn, 由非爆炸条件知道 Px(τ∞ = ∞) = 1, x > 0.

{τ0 < τ∞} = ∪∞
n=1{τ0 < τn}.

Px(τ0 < ∞) = Px(τ0 < τ∞)

= lim
n→∞

Px(τ0 < τbn)

=

∫ bn
x y−αe

y2

σ2 dy∫ bn
0 y−αe

y2

σ2 dy

注意到

∫ x

0
y−αe

y2

σ2 dy < ∞,

∫ bn

x
y−αe

y2

σ2 dy n→∞→ ∞
n→∞→ 1.

故 Px(τ0 < ∞) = 1, 又因为这个过程存在唯一的非爆炸解, 所以过程一旦到达 0 点，

就永远待在 0 点, 此时就有 limt→∞Xt = 0, a.s.P.

关于这个方程存在唯一非爆炸解的证明并不是平凡的. 首先由方程系数满足局部

Lipschitz 条件得到它存在唯一的局部解. 其次需要利用如下参考书中的定理得到
有非爆炸的解.
1. 龚光鲁、钱敏平 编著 随机微分方程引论 (第三版) 电子工业出版社 2019
此书第 222 页定理 5.9
或者

2. L.C.G. Rogers and D. Williams. Diffusions, Markov Processes and
Martingales, Vol 2., Cambridge University Press 2000.
此书第 297 页 Theorem 52.1 (Khasminskii’s test for explosion.)
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