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第一章 随机事件与概率

1.1 随机事件及其概率

随机事件与概率

• 随机事件： 在一定条件下，可能发生也可能不发生的事件。

• 例 1.1 掷分币，结果“正面朝上”（记作 A）是随机事件。“正面朝
下”（记作 B）也是随机事件。

• 例 1.2 掷两枚分币。

A =“两个都是正面朝上”

B =“两个都是正面朝下”

C =“一个正面朝上，一个正面朝下”

• 例 1.3 10 件同类产品中有 8 个正品，2 个次品。任意抽取 3 个。

A =“3 个都是正品”

B =“3 个中至少一个是次品”

V =“3 个都是次品”

U =“3 个中至少有一个是正品”

• A,B 是随机事件；

• V 是“不可能事件”；

• U 是“必然事件”；

• 不可能事件和必然事件也看作是随机事件。

1



2 第一章 随机事件与概率

概率

• 事件是否发生无法预知，但是其可能性大小可以定量描述。

• 比如，投掷一枚均匀硬币，正面朝上和正面朝下可能性大小相同。

• 投掷两枚均匀硬币，同时为正面和同时为背面可能性大小相同；一个
正面一个背面的可能性比都是正面的可能性大。

• 概率用来定量描述随机事件发生可能性大小。P (A)。

• 概率有“频率定义”、“主观定义”、“公理化定义”。

频数

• 投掷一枚分币。条件组 S。

• 条件组 S 大量重复实现时，事件 A 发生的次数，称为频数。约占总试

验次数的一半。

A 发生的频率 =
频数

试验次数
, 接近于

1

2

• 长期经验积累所得的、所谓某事件发生的可能性大小，就是这个“频
率的稳定值”。

• 见 P.3 的多次投掷表格。次数越多，频率越接近 0.5。

概率的频率定义

• 定义 1.1 在不变的一组条件 S 下，重复做 n 次实验。记 µ 是 n 次

试验中事件 A 发生的次数。当试验的次数 n 很大时，如果频率 µ/n

稳定地在某一数值 p 的附近摆动，而且一般说来随着试验次数的增多，

这种摆动的幅度越变越小，则称 A 为随机事件，并称数值 p 为随机事

件 A 在条件组 S 下发生的概率, 记作

P (A) = p



1.1 随机事件及其概率 3

• 数值 p 的大小是 A 在 S 下发生的可能性大小的数量刻画。例如 0.5
是掷一枚分币出现“正面朝上”的可能性的数量刻画。

• 定义简述：频率具有稳定性的事件叫做随机事件，频率的稳定值叫做
该随机事件的概率。

• 随机事件简称事件。实际中遇到的事件一般都是随机事件。

• 频率 µ/n 取值在 [0, 1] 范围。所以概率

0 ≤ P (A) ≤ 1.

• 对不可能事件 V 和必然事件 U ,

P (V ) = 0, P (U) = 1.

• 概率的频率定义是近似值。许多测量值都是近似值，所以不必因为只
能求得近似值而怀疑真实概率的存在。

概率的主观定义

• 不能重复或不能大量重复的事件如何定义概率？

• 定义 1.2 一个事件的概率是人们根据已有的知识和经验对该事件发

生可能性所给出的个人信念，这种信念用 [0, 1] 中的一个数来表示，可

能性大的对应较大的数。

• 称为概率的主观定义。

• 例：企业家对产品畅销可能性的预测；医生对某特定病人手术成功的
预测。

• 主观概率是当事人对事件作了详细考察并充分利用个人已有的经验形
成的“个人信念”，而不是没有根据的乱说一通。也需要谨慎对待。
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1.2 古典概型

古典概型

• 某些概率问题可以根据问题本身所具有的“对称性”，充分利用人类长
期积累的关于对称性的实际经验，分析事件的本质，就可以直接计算

其概率。

• 这是用数学模型求解概率的方法。

• 例如，投掷一枚分币，认为“正面朝上”和“正面朝下”概率相等（对
称性），各为 0.5。

• 例 2.1 盒中 5 个球，3 白 2 黑。从中任取一个。问：取到白球的概率？

• 直观看为 3/5。

• 把 5 个球编号，1—3 号为白球，4—5 号为黑球。

• 取到每个球的概率相同（对称性）。事件互相排斥，概率各为 1/5。把
3 个白球的概率加起来即可。

• 例 2.2 盒中 5 个球，3 白 2 黑。从中任取两个。问：两个都是白球的
概率？

• 这时不能直观得出概率。

• 把 5 个球编号，1—3 号为白球，4—5 号为黑球。

• 可能结果为：

1 + 2 1 + 3 1 + 4 1 + 5

2 + 3 2 + 4 2 + 5

3 + 4 3 + 5

4 + 5

• 共 10 个可能结果，且发生的机会相同，互斥，除此之外无其它可能。

• 每个结果的概率为 1/10，其中有 1+ 2, 1+ 3, 2+ 3 共 3 个结果为全白
球。所以全是白球的概率为 3/10。
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等概完备事件组

• 定义 2.1 称一个事件组 A1, A2, . . . , An 为一个 等概完备事件组，如

果它具有下列三条性质：

(1) A1, A2, . . . , An 发生的机会相同（等可能性）；

(2) 在任一次试验中，A1, A2, . . . , An 至少有一个发生（也就是所谓

“除此之外，不可能有别的结果”）（完备性）；

(3) 在任一次试验中，A1, A2, . . . , An 至多有一个发生（也就是所谓

“它们是互相排斥的”）（互不相容性）。

• 等概完备事件组也称“等概基本事件组”，其中任一事件 Ai(i =

1, 2, . . . , n) 称为基本事件。

• 例 1.1，投掷一枚分币，等概基本事件组 n = 2, 两个基本事件是“正
面朝上”和“正面朝下”。

• 其它例子类似可求得等概基本事件组。

• 若 A1, A2, . . . , An 是一个等概基本事件组，事件 B 由其中的 m 个基

本事件所构成，则

P (B) =
m

n
. (2.1)

• 古典概型就是用等概基本事件组和 (2.1) 来计算事件的概率的模型。

• 例 2.2（续） 从三个白球和二个黑球中任取两个，共有 C2
5 = 10 种不

同取法，出现机会相同。

• 每种取法为一个基本事件，构成等概完备事件组。

• 其中两个都是白球的事件为 3 个，概率等于 m/n = 3/10。

• 例 2.3 100 件产品，有 5 件次品。任取 50 件。求无次品的概率。

• 解 共有 C50
100 个结果构成等概基本事件组。

• 事件 B: 任取 50 件其中无次品，包括多少个基本事件？
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• 必须从 95 个正品中取出 50 件。取法有 C50
95 种。

•

P (B) =C50
95/C

50
100 =

95!/(50!45!)

100!/(50!50!)

=
50!/45!

100!/95!
=

50 · 49 · 48 · 47 · 46
100 · 99 · 98 · 97 · 96

=
1

2

1

2

1

2

47

99

46

97
=

1081

38412
≈ 2.8%

• 例 2.4 同例 2.3。问：恰好有 2 件次品（记为事件 A）的概率？

• 在基本事件组中，符合条件的事件，必须是从 5 个次品中任取 2 个，
从 95 个正品中任取 48 个。

• 共有 C2
5C

48
95 种取法。

•

P (A) =
C2

5C
48
95

C50
100

=
5!
2!3!

95!
47!48!

100!
50!50!

= 0.32

• 例 2.5 设一批产品共 N 个，其中次品共 M 个。从中任取 n 个。问：

恰好出现 m 个次品的概率？

• 0 ≤ m ≤ n, m ≤M , n−m ≤ N −M。

• 这是例 2.4 的一般化，所以

P (恰好出现 m 个次品) =
Cn−mN−MC

m
M

CnN
(2.2)

• 记 Ckn = 0，当 k < 0 或 k > n 时。

• 例 2.5 的产品分为两类：次品和正品。考虑分为多类的情形。

• 定理 2.1 设有 N 个东西分成 k 类，其中第 i 类有 Ni 个东西

（i = 1, 2, . . . , k），N1 +N2 + . . . Nk = N , 从这 N 个东西中任取 n 个，

而 n = m1 +m2 + · · ·+mk (0 ≤ mi ≤ Ni, i = 1, 2, . . . , k), 则事件 A =
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“恰有 m1 个属于第 1 类, 恰有 m2 个属于第 2 类，······，恰有 mk

个属于第 k 类”的概率为

P (A) =
Cm1

N1
Cm2

N2
. . . Cmk

Nk

CnN
(2.3)

• 证明：板书。

1.3 事件的运算及概率的加法公式

1.3.1 事件的包含与相等

事件的包含与相等

• 如果事件 A 发生则事件 B 一定发生，就称事件 B 包含事件 A，记作

A ⊂ B 或B ⊃ A.

• 如，投掷两枚硬币，A 表示“正好一个正面朝上”，B 表示“至少一个
正面朝上”，则 A ⊂ B。

• 如果 A ⊂ B 且 B ⊂ A，则称事件 A 与事件 B 相等，记作

A = B.

• 在概率的公理化定义中，事件等同于集合，事件的性质就是集合的性
质。

1.3.2 事件的并与交

事件的并与交

• 定义 3.1 事件“A 或 B”称为事件 A 与事件 B 的并，记作 A∪B 或
A+B；某次试验中 A∪B 发生，即“A 或 B”发生，意味着 A,B 中

只要一个发生。

• 事件“A 且 B”称为事件 A 与 B 的交，记作 A ∩B 或 AB 或 A ·B；
A ∩B 发生，即“A 且 B”发生，意味着 A 和 B 都发生。
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• 例：投掷两枚硬币。A 表示“正好一个正面朝上”，B 表示“正要两个
正面朝上, C 表示“至少一个正面朝上”，则

A ∪B = C, AC = A, BC = B,

AB = V (不可能事件)

1.3.3 对立事件及事件的差

对立事件

• 定义 3.2 事件“非 A”称为 A 的对立事件，记作 Ā。

• 例如，投掷两枚硬币，“至少一个正面朝上”是“两个都是正面朝下”
的对立事件。

• 对立事件是相互的：

(Ā) = A

• 在一次试验中，A 和 Ā 互斥，且至少一个发生。即

A ∩ Ā =V

A ∪ Ā =U (3.1)

事件的差

• 定义 3.3 事件 A 同事件 B 的差表示 A 发生而 B 不发生的时间，记

作 A\B。

•

A\B = A ∩ B̄ (3.2)

• 事件及事件的运算用图形表示，见 P.12 图 1.1。
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1.3.4 事件的运算规律

事件的运算规律

• 与集合运算规律相同。

• 并：

(1)A ∪B = B ∪A (” 并” 的交换律)

(2)A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (” 并” 的结合律)

(3)A ∪A = A

(4)A ∪ Ā = U

(5)A ∪ U = U

(6)A ∪ V = A

• 交：

(7)A ∩B = B ∩A (” 交” 的交换律)

(8)(AB)C = A(BC) (” 交” 的结合律)

(9)A ∩A = A

(10)A ∩ Ā = V

(11)A ∩ U = A

(12)A ∩ V = V

• 分配律：

(13)A(B ∪ C) = (AB) ∪ (AC) (分配律)

(14)A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (分配律)

• 交或并的对立事件：

(15)A ∪B = Ā ∩ B̄

(16)A ∩B = Ā ∪ B̄
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1.3.5 事件的互不相容性

事件的互不相容性

• 定义 3.4 如果事件 A 与事件 B 不能都发生，即

AB = V (不可能事件)

则称 A 与 B 是互不相容的事件。

• 例：两枚分币，“正好一个正面朝上”与“两个都是正面朝上”互不相
容。

• A 与 Ā 互不相容。

• 多个事件互不相容是指两两互不相容。

• 等概完全事件组定义中“互相排斥”也是两两互不相容的意思。

1.3.6 概率的加法公式

概率的加法公式 (1)

• 如果事件 A, B 互不相容，则

P (A ∪B) = P (A) + P (B) (3.3)

• 其合理性和必要性可以用概率的频率定义解释。

• 推论：

P (A) + P (Ā) = P (A ∪ Ā) = P (U) = 1

从而得

P (A) = 1− P (Ā), P (Ā) = 1− P (A) (3.4)

• 这样，一个事件的概率难计算而其对立事件的概率容易计算时可用
(3.4) 计算。
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• 概率的有限可加性：设 n 个事件 A1, A2, . . . , An 互不相容，则

P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An) (3.5)

• 可以从 (3.3) 归纳证明。

概率的加法公式 (2)

• 对任意两个事件 A, B, 有

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) (3.6)

• 证明 易见 A ∪B = A ∪ (BĀ), 且

A ∩ (BĀ) = ABĀ = B(AĀ) = BV = V

所以

P (A ∪B) = P (A ∪ (BĀ)) = P (A) + P (BĀ) (3.7)

又因

B = B ∩ U = B ∩ (A ∪ Ā) = (BA) ∪ (BĀ)

且 BA 与 BĀ 互不相容，所以

P (B) = P (BA) + P (BĀ), P (BĀ) = P (B)− P (AB)

代入 (3.7) 即得 (3.6)。证毕。

• 例 3.1 袋中有红、黄、白球各一个，每次任取一个，有放回地抽取三
次。

• 求：抽到的三个球中没有红球或没有黄球的概率。

• 记G =“三个球都不是红球，H =“三个球都不是黄球”。要求 P (G∪H)。

• 注意 G 和 H 不是互不相容。

• P (G) = 8
27
（共有 27 种可能结果，其中没有红球的结果是 2 × 2 × 2

个），P (H) = 8
27
。
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• P (GH) = P (三个球都是白球) = 1
27
(全是白球的结果只有一种)。

•

P (G ∪H) = P (G) + P (H)− P (GH) =
15

27
=

5

9
.

无穷个事件的并和交

• 定义 3.5 设 A1, A2, . . . 是一系列事件，事件 B 表示: 它的发生当且
仅当 A1, A2, . . . 中至少一个发生，B 称为 A1, A2, . . . 的并（或者和），

记作
∪∞
k=1Ak(或

∑∞
k=1Ak)，或 A1 ∪A2 ∪ . . .。

•
∩∞
k=1Ak 表示这样的事件：当且仅当所有 A1, A2, . . . 都同时发生时此

事件才发生。

• 例 3.2 一射手向某目标连续射击，A1 ={第一次射击，命中}，Ak ={前
k − 1 次射击都未中，第 k 次射击命中}(k = 2, 3, . . . )。B ={终于命
中}。则 B =

∪∞
k=1Ak。

概率的完全可加性

• 设 A1, A2, . . . 是一系列事件，如果 A1, A2, . . . 两两互不相容，则

P

(
∞∪
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P (Ak) (3.8)

• 由实践经验得出，不能证明。

1.4 集合与事件、概率的公理化定义

1.4.1 集合

集合

• 事件是一种特殊集合，所以事件的运算就是集合的运算。
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• 定义 4.1 一个集合是指具有确切含义的若干个东西的全体。

• 集合 A,B,C, . . .。元素 a, b, c, . . .。

• a ∈ A。

• a /∈ A。

• 空集 ∅。

集合的例子

• 例 4.1 全体正整数的集合。

• 例 4.2 不大于 10 的正整数的集合。

• 例 4.3 二维坐标平面上圆心在圆点的半径为 1 的圆（称为单位圆）内
点的集合。

• 例 4.5 红、黄、白三个球有放回抽取三次的结果集合。共 33 = 27 个

结果。

集合的关系

• 集合相等：两个集合的元素完全相同。记作 A = B。

• 集合包含关系 A ⊂ B: A 的元素都是 B 的元素。也记为 B ⊃ A。

• A = B ⇐⇒ A ⊂ B 且B ⊂ A。

集合的运算

• 并集 A ∪B: 属于 A 或者属于 B 的元素的全体组成的集合。

• 交集 A ∩B: 既属于 A 也属于 B 的元素的全体组成的集合。

• 只讨论某个非空集合 Ω 的自己的关系，Ω 称为全集。
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• 余集:

Ac = {x : x ∈ Ω但x /∈ A}

• (Ac)c = A.

• 集合运算可以用平面图形图示。

集合并的运算规则

1. A ∪B = B ∪A (交换律)

2. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (结合律)

3. A ∪A = A

4. A ∪Ac = Ω

5. A ∪ Ω = Ω

6. A ∪ ∅ = A

集合交的运算规则

1. A ∩B = B ∩A 交换律

2. (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) 结合律

3. A ∩A = A

4. A ∩Ac = ∅

5. A ∩ Ω = A

6. A ∩ ∅ = ∅

并与交的分配律

1. A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

2. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
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并、交、余的对偶律

1. (A ∪B)c = Ac ∩Bc

2. (A ∩B)c = Ac ∪Bc

1.4.2 事件与集合的关系

事件与集合的关系

• 事件是特殊的集合。事件的运算与集合的运算相同。

• 条件组 S 下的所有可能不同结果的集合记作 Ω，S 下的随机事件就是

Ω 的子集。

• Ω 是必然事件，∅ 是不可能事件。

• Ac = Ω\A 为 A 的对立事件 Ā。

• A,B 互不相容即 A ∩B = ∅。

• 例 4.6 投掷两枚分币 (条件 S)，所有可能结果为

ω1 =“上，下” ω2 =“上，上”

ω3 =“下，上” ω4 =“下，下”

• 全集 Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}。

• 事件 B 为“恰有一个正面朝上”, 则

B = {ω1, ω3}

• 事件 C 为“至少有一个正面朝上”，则

C = {ω1, ω2, ω3}

• 事件 A 为“两个正面都朝上”，则 A = {ω2}。

• C = B ∪A
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1.4.3 概率的公理化定义介绍

概率的公理化定义介绍

• 概率的频率解释直观，但数学严密性不足。

• 概率的主观定义则不易被接受，数学严密性不足。

• 用集合论、测度论可以严格定义概率，对需要作公理化假设。

• 为柯尔莫戈罗夫 (Kolmogorov A. N., 1903-1987) 于 1933 年建立。

概率的公理化定义介绍

• 设 Ω 为一个非空集合，叫做基本事件空间。

• Ω 的一些子集组成的集合 F 叫做 σ 代数，如果

(1)Ω ∈F

(2)若A ∈F ,则Ac = Ω−A ∈F

(3)若An ∈F (n = 1, 2, . . . ),则 ∪∞
n=1 An ∈F

• 事件是 F 中的集合。

• F 上有定义的函数 P = P (·) 叫做概率测度 (简称概率), 若

(1)P (A) ≥ 0(∀A ∈F ) (4.17)

(2)P (Ω) = 1 (4.18)

(3)若An ∈F (n = 1, 2, . . . ),且两两不相交, 则

P

(
∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An) (完全可加性) (4.19)

σ 代数的性质

• 附有 F , P 的 Ω 叫做概率空间。
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• σ 代数是可以合理定义概率的事件的全体，有些情况下不是所有 Ω 的

子集都可以合理定义概率。

• 若 Ω 为有限集或可数集则 F 通常取为 Ω 的所有子集的集合。

• F 关于基本集合运算封闭：有穷个或无穷个集合的并、交，两个集合

的差。

概率的性质

1 P (∅) = 0

2 若 A ∈F 则 P (Ac) = 1− P (A)

3 若 A1, . . . , An 都属于 F 且两两不相交，则

P

(
n∪
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai) (有限可加性) (4.20)

4 若 A ⊂ B, A,B ∈F , 则 P (A) ≤ P (B) 且

P (B\A) = P (B)− P (A)

5 若 An ⊂ An+1, An ∈F (n = 1, 2, . . . )，则

P

(
∞∪
n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An) (单调上升事件的概率极限)

6 若 An ⊃ An+1, An ∈F (n = 1, 2, . . . )，则

P

(
∞∩
n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An) (单调下降事件的概率极限)

1.5 条件概率、乘法公式、独立性

1.5.1 条件概率

条件概率
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• 条件概率在条件 S 的基础上附加了条件，讨论则附加条件之后的概率。

• 例 5.1 16 个球，6 个玻璃球，10 个木球。玻璃球中有 2 个红色，4 个
蓝色；木球中有 3 个红色，7 个蓝色。从 16 个球中任取一个。

•

玻璃 木质

红 2 3 5
蓝 4 7 11

6 10 16

• 记 A =“取到蓝球”, B = “取到玻璃球”。P (A) = 11
16
, P (B) = 6

16
。

• 问：如果已知取到的是蓝球，则该球是玻璃球的概率？即事件 A 已经

发生前提下事件 B 发生的概率，记作 P (B|A)。

• 可以用古典概型计算。蓝球共有 11 个，其中 4 个是玻璃球。

P (B|A) = 4

11

• 定义 5.1 如果 A,B 是条件组 S 下的两个随机事件，P (A) ̸= 0，则称

在 A 发生的前提下 B 发生的概率为 条件概率, 记作 P (B|A)。

• 注意这不是严格数学定义。

• 例 5.2 5 个乒乓球，3 新 2 旧。每次取一个，无放回取两次。

• A=“第一次取到新球”；B =“第二次取到新球”。

• 求 P (A), P (B), P (B|A)。

• P (A) = 3
5
。

• P (B) 用古典概型，可以把 5 个球编号，则两次抽取所有可能结果有
5× 4 = 20 种，其中第二次抽取到新球的结果数为 3× 2 + 2× 3 = 12

种，P (B) = 12
20

= 3
5
，即抽签是公平的。

• 若 A 已经发生，则还剩 2 新 2 旧，于是第二次取到新球的概率为
2
4
= 1

2
, 即 P (B|A) = 1

2
。
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1.5.2 乘法公式

乘法公式

• 条件概率的等价定义为（多数教材这样定义条件概率）

P (B|A) = P (AB)

P (A)
(5.1)

• (5.1) 改写为

P (AB) = P (A)P (B|A) (5.1’)

称为概率的乘法公式。

• (5.1) 用来在已知 P (A) 和 P (AB) 时求条件概率；

• (5.1’) 用来在已知 P (A) 和 P (B|A) 时求 P (AB)。

• 在古典概型下由定义 5.1 可以证明 (5.1)。

• 设条件组 S 下一个等概完备事件组有 n 个基本事件，A 由其中 m 个

组成，B 由其中 l 个组成，AB 由 k 个组成。

• 则

P (B|A) =在 A 发生的前提下 B 中包含的基本事件数

在 A 发生的前提下的基本事件总数

=
k

m
=

k/n

m/n
=
P (AB)

P (A)

1.5.3 独立性

独立性

• 例 5.3 5 个乒乓球，3 新 2 旧，每次取 1 个，有放回取 2 次。

• A =“第一次取到新球”

• B =“第二次取到新球”

• 显然 P (B|A) = P (B)，与 A 是否发生无关。
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• 这时

P (AB) = P (A)P (B|A) = P (A)P (B)

• 定义 5.2 称两个随机事件 A,B 是相互独立的, 如果

P (AB) = P (A)P (B)

• 定义中不要求 P (A) > 0 或 P (B) > 0。

独立性的直观解释

• 事件 A 是否发生不影响事件 B 的发生概率，事件 B 是否发生也不影

响事件 A 的发生概率。

• 在 P (A) ̸= 0, P (B) ̸= 0 时，独立等价于

P (A|B) = P (A)

也等价于

P (B|A) = P (B)

• 即条件概率等于无条件概率为独立。

• 例 5.4 甲、乙同时向一敌机炮击。

• 甲击中概率 0.6；乙击中概率 0.5。

• 求被击中的概率。

• 解： 记 A =“甲击中”，B ==“乙击中”；C =“敌机被击中”。

• P (C) = P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB)。

• 可以认为 A,B 独立。

P (AB) =P (A)× P (B) = 0.6× 0.5 = 0.3

P (C) =0.6 + 0.5− 0.3 = 0.8
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• 另解：

P (C) =1− P (C̄) = 1− P (A ∪B)

=1− P (Ā ∩ B̄) = 1− P (Ā)P (B̄)

=1− (1− 0.6)(1− 0.5) = 0.8

• 把并的概率用交的概率来求解是常用的手法。

• 另解用到了：A,B 独立则 Ā, B̄ 也独立。

对立事件与独立

• 定理 5.1 若四对时间 A,B, A, B̄, Ā, B, Ā, B̄ 中有一对独立，则另外
三对也独立。

• 即这四对事件或者都独立，或者都不独立。

• 证明 仅证明 A,B 独立 =⇒ A, B̄ 独立。

P (A) =P (AU) = P (A ∩ (B ∪ B̄))

=P ((AB) ∪ (AB̄)) = P (AB) + P (AB̄)

于是

P (AB̄) =P (A)− P (AB) = P (A)− P (A)P (B)

=P (A)[1− P (B)] = P (A)P (B̄)

多个事件相互独立

• 定义 5.3 称 A,B,C 是相互独立的，如果有

P (AB) = P (A)P (B)

P (AC) = P (A)P (C)

P (BC) = P (B)P (C)

P (ABC) = P (A)P (B)P (C)

(5.3)
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• 定义 5.4 称 A1, A2, . . . , An 是相互独立的，如果对任意整数 k(2 ≤
k ≤ n) 以及从 1, 2, . . . , n 中任意取出的 k 个 i1, i2, . . . , ik 都满足

P (Ai1Ai2 . . . Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik) (5.4)

• 其中一个要求是

P (A1A2 . . . An) = P (A1)P (A2) . . . P (An)

• 例 5.5 某型号高射炮单发击中飞机概率为 0.6。若干门发射单发，欲
以 99% 概率击中敌机。求高炮门数。

• 解： 设需要 n 门，Ai 为“第 i 门高炮击中敌机”。

• A =“敌机被击中”。A = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An。

P (A) =P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = 1− P (Ā1 ∩ Ā2 ∩ · · · ∩ Ān)

=1− P (Ā1)P (Ā2) . . . P (Ān) (独立性)

=1− (1− 0.6)n ≥ 0.99

n ≥ log 0.01
log 0.4 = 5.026

• 需要 6 门高射炮。

• 例 5.6 三个事件两两独立不能保证三个事件独立的例子。

• 均匀正四面体，四面涂红色、黄色、蓝色、红黄蓝混杂。

• 投掷一次，考察底面出现的颜色。

• A =“红色出现”，B =“黄色出现”，C =“蓝色出现”。

• 基本事件：Ai =“第 i 面在底面”, i = 1, 2, 3, 4, 构成等概基本事件组。

• A = A1 ∪A4, B = A2 ∪A4, C = A3 ∪A4。

• P (A) = P (B) = P (C) = 1
2
。

• AB = AC = BC = A4，P (AB) = P (AC) = P (BC) = 1
4
, 按定义

A,B 相互独立，A,C 相互独立，B,C 相互独立。

• 但 ABC = A4, P (ABC) = 1
4
̸= P (A)P (B)P (C)。
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1.6 全概公式与逆概公式

1.6.1 全概公式

• 例 6.1 5 个乒乓球，3 新 2 旧。每次取一个，无放回取两次。求第二
次取到新球的概率。

•

A =“第一次取到新球”

B =“第二次取到新球”

B =BA ∪BĀ (6.1)

P (B) =P (BA) + P (BĀ)

=P (A)P (B|A) + P (Ā)P (B|Ā)

=
3

5
· 2
4
+

2

5
· 3
4
=

3

5

• (6.1) 将复杂的事件（情况）分解为简单的事件（情况）。

全概公式

• 定理 6.1（全概公式） 如果事件组 A1, A2, . . . , An 满足：

• (1) A1, A2, . . . , An 互不相容，且 P (Ai) > 0(i = 1, 2, . . . , n)。

• (2) A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = U(完备性)，

• 则对任一事件 B 皆有

P (B) =

n∑
i=1

P (Ai)P (B|Ai). (6.2)

• 证明 B = BU = BA1 ∪BA2 ∪ · · · ∪BAn,

P (B) =P (BA1) + P (BA2) + · · ·+ P (BAn)

=P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + · · ·+ P (An)P (B|An).

• 满足条件（1）和（2）的事件组 A1, A2, . . . , An 称为完备事件组。比等

概完备事件组少了等概条件。
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• 更一般的全概公式中的完备事件组可以包含可数个事件。

• 运用全概公式关键在于求完备事件组。

• 例 6.2 甲、乙、丙三人射击敌机。击中概率:

甲：0.4

乙：0.5

丙：0.7

• 若只有一人击中，飞机坠毁概率 0.2；若恰好二人击中，坠毁概率 0.6；
三人全中，坠毁概率 1。

• 求飞机坠毁概率。

• 解 B =“飞机坠毁”, A0 =“三人都不中”；A1 =“恰好一人击中”；

A2 =“恰好二人击中”; A3 =“三人都击中”。

• A0, A1, A2, A3 构成完备事件组。

• 已知 P (B|A0) = 0, P (B|A1) = 0.2, P (B|A2) = 0.6, P (B|A3) = 1。

•

P (A0) =P (甲不中)P (乙不中)P (丙不中)

=(1− 0.4)(1− 0.5)(1− 0.7) = 0.09

•

P (A1) =P (甲中)P (乙不中)P (丙不中)

+ P (甲不中)P (乙中)P (丙不中)

+ P (甲不中)P (乙不中)P (丙中)

=0.4× (1− 0.5)× (1− 0.7)

+ (1− 0.4)× 0.5× (1− 0.7)

+ (1− 0.4)× (1− 0.5)× 0.7

=0.36
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•

P (A2) =P (甲不中)P (乙中)P (丙中)

+ P (甲中)P (乙不中)P (丙中)

+ P (甲中)P (乙中)P (丙不中)

=(1− 0.4)× 0.5× 0.7

+ 0.4× (1− 0.5)× 0.7

+ 0.4× 0.5× (1− 0.7)

=0.41

•

P (A3) =P (甲中)P (乙中)P (丙中)

=0.4× 0.5× 0.7 = 0.14

•

P (敌机坠毁) = P (B)

=
3∑
i=0

P (Ai)P (B|Ai)

=0.09× 0 + 0.36× 0.2 + 0.41× 0.6 + 0.14× 1

=0.458

• 例 6.3 设甲有赌本 M 元，乙有赌本 N 元（M,N 是正整数）。

• 每一局输赢为 1 元，没有和局。

• 每局甲胜概率为 p(0 < p < 1)。

• 问：甲输光的概率。

• 解 记 L = M +N , L ≥ 2。当 L = 2 时 M = N = 1, 甲输光概率为
1− p (若第一局甲赢，则乙输光，赌局不能继续)。

• 只考虑 L ≥ 3 的情形。

• 问题扩充为：若甲乙共有赌本 L 元，甲有赌本 i 元，乙有赌本 L − i
元，则甲输光的概率 pi 是多少？（原问题求 pM）
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• 记 Ai =“甲有赌本 i 元而最后输光”（i = 1, 2, . . . , L− 1）, B =“甲

赢了第一局”。

• 记 q = 1− p。

• 当 2 ≤ i ≤ L− 2 时，得递推公式

pi =P (B)P (Ai|B) + P (B̄)P (Ai|B̄)

=ppi+1 + qpi−1 (6.3)

•

p1 =pp2 + q

pL−1 =p× 0 + qpL−2

• 记 p0 = 1, pL = 0, 则 (6.3) 对 1 ≤ i ≤ L− 1 成立。

• 由（6.3）

pi =ppi + qpi = ppi+1 + qpi−1

p(pi+1 − pi) =q(pi − pi−1)

(pi+1 − pi) =
q

p
(pi − pi−1) = . . . . . .

=

(
q

p

)i
(p1 − 1)

=ri(p1 − 1), (i = 1, 2, . . . , L− 1, 记r =
q

p
)

pi+1 − p1 =
i∑

k=1

(pk+1 − pk)

=

i∑
k=1

rk(p1 − 1) (6.4)

•

pi+1 − p1 =


r − ri+1

1− r
(p1 − 1) p ̸= 1

2

i(p1 − 1) p = 1
2
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• i = L− 1 时 pi+1 = pL = 0,

p1 =


r − rL

1− r
(1− p1) p ̸= 1

2

i(1− p1) p = 1
2

=


r − rL

1− rL
p ̸= 1

2

1− 1
L

p = 1
2

(6.5)

• 由（6.4），p ̸= 1
2
时

pi =p1 +
r − ri

1− r
(p1 − 1)

=
ri − rL

1− rL
(2 ≤ i ≤ L− 1)

• p = 1
2
时

pi =p1 + (i− 1)(p1 − 1)

=1− 1

L
+ (i− 1)

(
− 1

L

)
=1− i

L
(2 ≤ i ≤ L− 1)

• 甲输光的概率

pM =

 rM−rM+N

1−rM+N p ̸= 1
2

N
M+N

p = 1
2

• 关键是根据第一局的输赢结果建立方程（6.3）。叫做“首步（首局）分
析法”。

• 例 6.4 在问卷调查时，某些敏感问题会遭到拒绝回答或谎报。

• 比如，要问卷调查运动员是否曾服用兴奋剂，直接问很难得到肯定回
答。

• 设计如下两个问题：

• 问题 A：你的生日是否在 7 月 1 日之前（不含 7 月 1 日）？
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• 问题 B：你是否服用过兴奋剂？

• 被调查者只需要回答其中一个问题，只需在只有“是”、“否”的答卷
上选择其一。而回答哪一个是根据被调查者在其他人不能知道的情况

下随机抽取一个颜色决定的。

• 若抽出白球，则回答问题 A；若抽出红球，则回答问题 B。红球比例
π 已知。

• 样本量较大（如 200 个受调查者）就可以统计, 估计服用兴奋剂比例
p。

• 设 n 张答卷，k 张答“是”，答“是”的比例 φ = k/n。

• 全概公式：

P (回答“是”) =P (抽到白球)P (生日在 7 月 1 日前|抽到白球)

+ P (抽到红球)P (服用过兴奋剂|抽到红球)

=0.5(1− π) + pπ

≈k
n

p ≈
k
n
− 1−π

2

π

• 例如，50 个球中有 30 个红球，π = 0.6。

• 某国 15 个项目 n = 246 个运动员接受调查, 答“是”者 k = 54。

•

p ≈ 0.0325

• 即约 3.25% 服用兴奋剂。

• 思考：比例 π 的选取有何影响？

1.6.2 逆概公式

• 例 6.5（发报与接收） 发报台分别以概率 0.6 和 0.4 发出信号“·”和
“−”。
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• 信号可能误码。正确接收与错误接收的概率如下表：
接收

· −
发出 · 0.8 0.2

− 0.1 0.9

• 求当收到信号“·”，发报台真的发出“·”的概率。

• 记 A =“发出信号 ‘·’”，B =“收到信号 ‘·’”。要求 P (A|B)。

•

P (A|B) =
P (AB)

P (B)

P (AB) =P (A)P (B|A) = 0.6× 0.8

P (B) =P (A)P (B|A) + P (Ā)P (B|Ā)

P (Ā) =0.4

P (B|Ā) =0.1

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (Ā)P (B|Ā)

=
0.6× 0.8

0.6× 0.8 + 0.4× 0.1
= 0.923

逆概公式

• 逆概公式是全概公式的引申。

• 若有多个基本情况（事件）是完备事件组，则观测到一个结果后，可
以逆推原来到底是哪一个情况。

• 如：接收到“·”后，可以知道原来发出的是“·”的概率为 0.923，即基
本可以判断原来是发出的“·”。

• 定理 6.2（逆概公式） 设 A1, A2, . . . , An 为一完备事件组，则对任一

事件 B(P (B) ̸= 0) 有

P (Aj |B) =
P (Aj)P (B|Aj)∑n
i=1 P (Ai)P (B|Ai)

(6.6)
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• 证明 联合条件概率定义及全概公式。

• 逆概公式也称为贝叶斯（Bayes）公式。

• 例 6.6（艾滋病检测） 美国的艾滋病人比例保守估计 1000 分之一。

• 是否应该对新婚夫妇进行艾滋病毒血液检测？

• 血液检测方法各种结果及概率

检验结果

报告阳性 报告阴性

实际 AIDS 真阳性 (0.95) 假阴性 (0.05)
情况 非 AIDS 假阳性 (0.01) 真阴性 (0.99)

• 如果报告阳性，则真正患病概率是多少？

• A =“受试者带有艾滋病毒”，T =“检测结果呈阳性”。

• 求 P (A|T )。

• P (A) = 0.001, P (T |A) = 0.95, P (T |Ā) = 0.01。

• 由逆概公式

P (A|T ) = P (A)P (T |A)
P (A)P (T |A) + P (Ā)P (T |Ā)

=
0.001× 0.95

0.001× 0.95 + 0.999× 0.01
= 0.087

• 即使检验报告阳性，真的患病的概率也只有 8.7%，所以全面的检验不
太必要。

• 原因是 P (A) 太小了。

P (A|T ) = 0.95P (A)

0.95P (A) + 0.01(1− P (A))

=
0.95

0.94 + 0.01 1
P (A)

是 P (A) 的严格增函数。
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1.7 独立试验序列概型

• 例 7.1 独立重复掷 5 次分币。

• 求：恰有两次正面朝上的概率。

• 解 古典概型。共有 25 = 32 个等概基本事件。

• 其中恰有两次正面朝上的个数为 C2
5 = 10。

• p = 10
32
。

p = C2
5

(
1

2

)2(
1

2

)3

(7.1)

•（7.1）中，C2
5 是事件对应的等概基本事件个数，每个基本事件的概率

为
(
1
2

)2 ( 1
2

)3
。(7.1) 可以用加法公式说明。

• 若分币不均匀，每一次“正面朝上”概率为 2
3
, 则

P (恰有两次正面朝上) = C2
5

(
2

3

)2(
1

3

)3

• 这已经不是古典概型，因为基本事件不等概。

• 例 7.2 某人打靶，命中率为 0.7，独立重复射击 5 次。

• 求恰好命中 2 次的概率。

• 记 p = 0.7, q = 1− p = 0.3。

• P (恰好命中 2 次) = C2
5p

2q3。

• P (恰好命中 3 次) = C3
5p

3q2。

• P (恰好命中 4 次) = C4
5p

4q1。

• P (恰好命中 5 次) = C5
5p

5q0。

• P (恰好命中 1 次) = C1
5p

1q4。

• P (恰好命中 0 次) = C0
5p

0q5。
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独立试验序列概型

• 定理（独立试验序列概型） 设单次试验中，事件 A 发生的概率为

p(0 < p < 1), 则在 n 次重复试验中，

P (A发生 k 次) =Cknp
kqn−k (q = 1− p)

(k = 0, 1, 2, . . . , n)

• 证明 在 n 次重复试验中，记 B1, B2, . . . , Bm 为构成事件“A 发生 k

次”的那些试验结果。

•（1）“A 发生 k 次”= B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bm, 互不相容；

•（2）P (B1) = P (B2) = · · · = P (Bm) = pkqn−k;

•（3）m = Ckn（从 n 次试验中选取 k 个成功试验的方法数）。

• 于是用加法公式（1）证明定理结论。

• 注意 “重复”蕴含两重含义：

•（1）每次试验的条件相同，从而事件 A 发生的概率（称为成功概率）

不变；

•（2）各次试验的结果独立。

• 当然，这只是理想化假设，实际情况只要比较近似满足就可以了。

• 反例: 已知 80个产品中有 5个次品，从中每次任取一个，无放回地取
20 次，求其中有 2 个次品的概率。

• 这个例子：（1）每次抽取的试验条件不同，不能直接认为每次的成功
概率（这里是“取到次品”的事件概率）不变；

•（2）前后的抽取结果不是独立的。如果前 5 次抽取到的都是次品，则
从第 6 次起只能抽取到正品。

• 所以不适用独立试验序列概型。

• 产品批量特别大时，“无放回”抽取与“有放回”抽取结果相似，可以
用独立试验序列概型近似计算无放回抽样的概率。
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• 例 7.3 设每次射击打中目标的概率等于 0.001。如果射击 5000 次，求
至少两次打中目标的概率。

• p = 0.001, q = 0.999。

P (至少两次打中目标) =
5000∑
k=2

P (恰有 k 次打中目标)

=1− P (都不中)− p(仅中一次)

=1− q5000 − 5000× pq4999 ≈ 1− 0.006721− 0.03364

≈0.9596

成功 k 次概率近似公式一

• 当 n 很大同时 p 很小的时候，有近似公式

P (A 发生 k 次) ≈ (np)k

k!
e−np (7.2)

称为泊松分布近似，见 §2.2(P55)。

• 如，

P (都不中) ≈e−5000×0.001 ≈ 0.006738

P (仅中一次) ≈5000× 0.001

1!
e−5000×0.001 ≈ 0.03369

P (至少两次打中) ≈1− 0.006738− 0.03369 ≈ 0.9596

成功 k 次概率近似公式二

• 当 n 很大但 p 不是很小时，有第二近似公式

P (A 发生 k 次) ≈ 1√
np(1− p)

· 1√
2π
e−

1
2x

2
k

xk =
k − np√
np(1− p)

• 参见 §4.6(P153) 的中心极限定理。
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• 例 7.4 设每次射击打中目标概率为 1
6
。如果射击 6000 次，问：击中

次数在 900 到 1100 之间的概率？

• 需要使用 §4.6 的中心极限定理。记 n = 6000, p = 1
6
,

P (击中次数在 900 到 1100 之间)

=P (900− 0.5 < X < 1100 + 0.5)

=P

(
900− 0.5− np√

np(1− p)
<

X − np√
np(1− p)

<
1100 + 0.5− np√

np(1− p)

)

=Φ

(
1100 + 0.5− np√

np(1− p)

)
− Φ

(
900− 0.5− np√

np(1− p)

)
≈0.99950

• 例 7.5（自由随机游动） 设一质点在数轴上运动，在时刻 0 从原点出
发。

• 每隔单位时间位置向右或向左移动一个单位，向右移动概率 p(0 < p <

1), 向左移动概率 q = 1− p。

• 问：质点在时刻 n 位于 K 的概率？（n 是正整数，K 是整数）

• 只考虑 K 为正整数情况，负整数和零的情况类似。

• 为了质点在时刻 n 位于 K, 必须且只需在前 n 步移动中向右移动的次

数比向左移动的次数多 K。

• 设 x 表示向右移动的次数，y 表示向左移动的次数，则

x+ y = n, x− y = K

• x = n+K
2
。

• 因 x, n,K 都是整数所以 n 与 K 有相同的奇偶性。当 n 与 K 奇偶性

相反时概率为 0。

•

P (质点在时刻 n 位于 K)

=P (质点在头 n 次游动时有
n+K

2
次向右，有

n−K
2

次向左)

=C
n+K

2
n p

n+K
2 q

n−K
2
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• 易见 K ≤ 0 时也成立。
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第二章 随机变量与概率分布

2.1 随机变量

随机变量概念引入

• 一些事件的结果用变量值表述比较容易，如：

• 独立重复投掷分币 5 次，正面朝上的次数；

• 无放回抽取产品，抽取到的次品个数；

• 数轴上的随机游动，第 i 步移动到的点 K，等等。

• 这些结果值有随机性（取值不能预先确定，但发生的可能性大小可以
预估）。

随机变量定义

• 例 1.1 100 件产品中有 5 件次品，95 件正品。随机抽取 20 件，“抽
取出的次品件数”在抽取前是一个随机数值，可能在 0，1，. . ., 5 中
取值。

• 但是，每次抽取完毕以后必有一个确定的抽取结果，此抽取结果有一
个确定的次品件数。

• 定义 1.1 对于条件组 S 下的每一个可能结果 ω 都唯一地对应到一个

实数值 X(ω), 则称实值变量 X(ω) 为一个随机变量，简记为 X。

37
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• 随机变量实际是从结果到数值的一个函数（映射），以试验结果为自变
量。

• 例 1.2 盒中 5 个球，2 白 3 黑。从中随机抽取 3 个。“抽得的白球数”
X 是一个随机变量。

• 把 5 个球编号，1，2，3 号为黑球，4，5 号为白球。

• 所有结果有 C2
5 = 10 种，与 X 值的对应关系可列表（板书）。

• X 只能取 0，1，2。“X = 0“，“X = 1“，“X = 2“都是随机事件。

• 由古典概型：

P (X = 0) =
C3

3

C3
5

=
1

10

P (X = 1) =
C2

3C
1
2

C3
5

=
6

10

P (X = 2) =
C1

3C
2
2

C3
5

=
3

10

• 例 1.3 单次射击击中概率 0.8，射击 30 次，“击中目标的次数”X 是
随机变量。

• 可以取值 0, 1, 2, . . . , 30。

•“X = 0”，“X = 1”，“X = 2”，· · · · · ·，“X = 30”都是随机事件。

• 例 1.4 单次射击击中概率 0.8，连续射击直到第一次击中未知，所需
的“射击次数”X 是随机变量。X 可以取 1, 2, . . .。

•“X = k(k = 1, 2, 3, . . . )”是随机事件。

• 例 1.5 出租车 400 辆。每天每辆出租车故障概率 0.02。

• 一天内有故障的出租车辆数 X 是随机变量，取值在 0, 1, 2, . . . , 400中。

• 例 1.6 某公共汽车站每隔 5 分钟有一辆汽车通过。

• 一位乘客对于汽车通过的规律完全不知情，所以在任一时刻到达车站
都是等可能的。

• 其候车时间 X 是随机变量，取值 0 ≤ X < 5。
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•“X > 2”, “X ≤ 3”都是随机事件。

• 这里 X 的取值范围是一个区间内的所有实数值，取值是“连续的”。

• 例 1.7 一门大炮瞄准某个地面目标射击，以目标为坐标原点建立坐标
系，y 轴指向从大炮到目标的方向。

• 弹着点与目标的距离 ρ 是一个随机变量，ρ > 0。

• 弹着点的直角坐标 (X,Y ) 的两个分量 X,Y 是随机变量。

• X,Y 连续取值，还可以取负值。

• 随机变量是重要的概率模型。

• 实际中的随机变量：工业生产中随机抽取的一件产品的质量指标（强
度、硬度、光洁度、粘合力、纤度等），医学检验的测量值，问卷调查

汇总的答卷选择比例，等等。

• 随机变量按取值范围分为两类：取有限个可能取值或可数个可能取值
的，叫做离散型随机变量；可以在一个区间或若干个区间取值的，叫

做连续型随机变量。虽然除此之外还可以有其它类型但本课程不考虑。

2.2 离散型随机变量

2.2.1 概率分布

概率分布

• 离散型随机变量取值范围是有限个值或可数个值。

• 设 X 可取的值为 x1, x2, . . . , xk, . . .。

• 随机变量作为古典概型、独立试验序列概型等的推广，关键是它能用
取值作为事件，并可以计算取值概率。

• 离散型随机变量 X 的每个取值的概率可列表如下

X x1 x2 · · · xk · · ·
p p1 p2 · · · pk · · ·

称为 X 的概率分布表。
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• 概率分布表可简写为：

P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . (2.1)

这是一个函数，自变量取值于 xi, i = 1, 2, . . .，函数值取值在 p1, p2, . . .

中。

• (2.1) 称为 X 的概率分布 (probability distribution), 或概率质量函数
(probability mass function，简记为 PMF)。

• 概率分布的直观理解：X 有一系列不同取值，在每个取值上的概率大
小，总数为 1。

• 性质：

(1)pk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . )

(2)
∑
k

pk = 1

• 事件组 {X = xk}, k = 1, 2, . . . 构成完备事件组。

• 例 1.2（续） X 为 3 黑 2 白共 5 个球中任取 3 个，结果白球个数。

• 其概率分布表为

X 0 1 2
p 0.1 0.6 0.3

• 概率质量函数（PMF）为

P (X = 0) =0.1

P (X = 1) =0.6

P (X = 2) =0.3

2.2.2 两点分布

两点分布



2.2 离散型随机变量 41

• 设 0 < p < 1, 设随机变量 X 只能取 1，0，其分布为

P (X = 1) =p

P (X = 0) =1− p

称X 服从两点分布，p称为其分布参数。也叫做伯努利分布 (Bernoulli)。
可记作 b(1, p) 分布。

• 例 2.1 100 件产品中，95 正品，5 次品。随机抽取一件。

X =

1 当取得正品

0 当取得次品

• 则

P (X = 1) =0.95

P (X = 0) =1− 0.95

X ∼ b(1, p)。

• 两点分布仅适用于描述只有两个结果的情况。

2.2.3 二项分布

二项分布

• 考虑独立试验序列概型问题。设每次试验只有“成功”和“失败”两种
可能结果，成功概率为 p(0 < p < 1), q = 1− p，独立重复试验 n 次。

• 令 X 表示 n次试验中成功的次数。则 X 的取值范围为 {0, 1, 2, . . . , n}。

• 在 §1.7 中已经证明

P (X = k) = Cknp
kqn−k, k = 0, 1, 2, . . . , n (2.3)

• 如果随机变量 X 的分布为 (2.3),则称 X 服从二项分布（参数为 n, p），

记为 X ∼ B(n, p)。
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• 二项分布所有概率之和等于 1：

1 = (p+ q)n =

n∑
k=0

Cknp
kqn−k (二项式定理)

• 两点分布就是 n = 1 时的二项分布。

2.2.4 泊松分布

泊松分布

• 设 λ > 0, 若 X 分布为

P (X = k) =
λk

k!
e−λ (X = 0, 1, 2, . . . ) (2.4)

则称 X 服从泊松分布 (参数为 λ)，记为 X ∼ Poisson(λ)。

• 例 2.2 放射性物质在某一段时间放射的粒子数 X 服从泊松分布。

• 每次观察 7.5 秒，共观察 2608 次。设 X 表示每次观察记录下的放射

粒子个数。

• 观测结果的频率和 Poisson(3.87) 的概率很接近。

X 频数 频率 pk

0 57 0.022 0.021
1 203 0.078 0.081
2 383 0.147 0.156
3 525 0.201 0.202
4 532 0.204 0.195
5 408 0.156 0.151
6 273 0.105 0.097
7 139 0.053 0.054
8 45 0.017 0.026
9 27 0.010 0.011

≥ 10 16 0.006 0.007
总计 2608 1.000 1.000
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• 泊松分布还用于：

• 生物学、医学、工业、排队等问题。
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• 如：容器内细菌数；铸件或布匹的疵点数；交换台的接入电话数；某
路口经过的汽车数。

• 放射粒子数为何服从泊松分布？

• 体积为 V 的一块分割为 n 份相同体积 ∆V = V
n
的小块，假定：

•（1）每个特定的小块在 7.5 秒内放出两个以上 α 粒子的概率为 0（实
际是很小到可忽略）；

• 小块放出一个 α 例子的概率为

pn = µ∆V = µ
V

n

•（2）各小块放出粒子与否相互独立。

• 则 7.5 秒内体积 V 的大块放射出 k 个粒子，可近似看作在 n 个独立

的小块中共有 k 个小块放射出例子：

P (X = k) ≈ Cknpknqn−kn (qn = 1− pn)

• 令 n→∞ 可以逼近概率精确值：

P (X = k) = lim
n→∞

Cknp
k
nq
n−k
n

• 记 λ = µV , 则 pn = λ
n
。

Cknp
k
nq
n−k
n =

n!

k!(n− k)!

(
λ

n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

1

k!
· n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk
· λk ·

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)k
• n→∞ 时, k 不变，第二个因子

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk
=
n

n
· n− 1

n
. . .

n− (k − 1)

n
→ 1

• 第四个因子中 (
1− λ

n

)k
→1

(
1− λ

n

)n
=

[(
1− λ

n

)−n
λ

]−λ
→ e−λ
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• 于是

Cknp
k
nq
n−k
n → λk

k!
e−λ, 当n→∞ (2.5)

• 即

P (X = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, 2, . . . )

• 具体问题如果能符合类似于（1），（2）的条件，也可能会服从泊松分
布。

用泊松分布近似二项分布

• 推论 对二项分布 B(n, p)，如果 np→ λ > 0(n→∞), 则

Cknp
k
nq
n−k
n → λk

k!
e−λ, 当n→∞

即 p 很小而 n 较大时可以用泊松分布近似计算二项概率。

•
∑∞

k=0 pk = 1？

• 用指数函数的泰勒展开：

eλ =
∞∑
k=0

λk

k!

• 两边乘以 e−λ 即可。

2.2.5 超几何分布

超几何分布

• 设有N 个同类产品，其中M 个次品。从中任取 n个（假定 n ≤ N−M）。
则这 n 个中的次品数 X 是离散型随机变量，由第一章例 2.5

P (X = m) =
CmMC

n−m
N−M

CnN
(m = 0, 1, 2, . . . ,min(M,n))

• 称 X 服从超几何分布（N,M,n 为参数）。
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超几何分布与二项分布的关系

• 超几何分布是无放回抽样结果；二项分布可以看成有放回抽样结果。

• 当产品总数 N 很大时，两者分布近似相等。

• 设 N →∞ 时 M/N → p(n,m 不变), 则

CmMC
n−m
N−M

CnN
= Cmn p

mqn−m (N →∞)

证明

CmMC
n−m
N−M

CnN

=
M !

(M −m)!m!
· (N −M)!

[N −M − (n−m)]!(n−m)!
· (N − n)!n!

N !

=
n!

m!(n−m)!
·
(
M · (M − 1) . . . [M − (m− 1)]

Nm

)
·(

[(N −M)] · [(N −M)− 1] . . . [(N −M)− (n−m− 1)]

Nn−m

)
·(

Nn

N · (N − 1) · · · [N − (n− 1)]

)
• 第二个因子趋于 pm; 第三个因子趋于 (1− p)n−m; 第四个因子趋于 1。

2.3 连续型随机变量

2.3.1 概率密度函数

连续型随机变量与概率密度函数

• 例：弹着点与目标间距离；等车时间。

• 随机变量取值不确定，但取每个值的可能性大小可以确定。
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• 随机变量的优势：可以更准确地描述事件结果；可以更准确地描述事
件概率（概率分布）。

• 一般地考虑 {a < X < b} 这样的事件，对连续型随机变量不考虑
{X = a} 这样的事件。

• 定义 3.1 对于随机变量 X，如果存在非负可积函数 p(x)(−∞ < x <

∞)，使对任意 a, b(a < b) 都有

P (a < X < b) =

∫ b

a

p(x)dx (3.1)

则称 X 为连续型随机变量；称 p(x)为 X 的概率密度函数（probability
density funcition, PDF），简称概率密度或密度。

概率密度的解释

• 若 p(x) 在 x0 处连续，则对很小的 δ,

P (X ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) =

∫ x0+δ

x0−δ
p(x)dx ≈ 2δp(x0)

即 p(x0) 的大小代表了 X 在 x0 附近取值的概率大小的一个比例。

• 图示。

• 概率本身还与邻域大小 2δ 有关，所以

• 概率密度不是概率！

• 概率密度非负，但不需要小于 1。

连续型随机变量单点概率为零

• 连续型随机变量至少在一个区间内可以取到任意实数值，所以取每个
值的概率应该等于零。
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• 对正整数 n,

{X = a} ⊂
{
a− 1

n
< X < a+

1

n

}
P (X = a) ≤P

(
a− 1

n
< X < a+

1

n

)
=

∫ a+ 1
n

a− 1
n

p(x)dx→ 0 (n→∞)

所以

P (X = a) =0

概率密度函数积分等于 1

• 按定积分定义 ∫ ∞

−∞
p(x) dx = lim

a→∞

∫ a

−a
p(x) dx

• 对正整数 n, 事件 An = {−n < X < n} 构成单调递增事件列：

An ⊂An+1, n = 1, 2, . . .
∞∪
n=1

An ={−∞ < X <∞}

P (−∞ < X <∞) = 1

由概率的单调极限性质

1 =P (−∞ < X <∞) = P

(
∞∪
n=1

An

)

= lim
n→∞

P (An) = lim
n→∞

∫ n

−n
p(x)dx =

∫ ∞

−∞
p(x)dx

概率密度性质

• 概率密度为非负可积函数，在 (−∞,∞) 积分等于 1。
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• 实际中的非离散型的随机变量一般是连续型的，而且 p(x) 至多有有限

多个间断点，在其它地方连续。

• 概率密度改变单个点的数值仍为 X 的密度。

• 但是若 p1(x), p2(x)都是 X 的密度且都在 x0 连续，则 p1(x0) = p2(x0)。

2.3.2 均匀分布

均匀分布

• 若 X 有概率密度

p(x) =

 1
b−a 当x ∈ [a, b]

0 其它

则称 X 服从 [a, b] 区间上的均匀分布 (uniform distribution)，记为
X ∼ U[a, b]。

• 对 a ≤ c < d ≤ b,

P (c < X < d) =

∫ d

c

p(x) =
d− c
b− a

• X 取值于 [a, b] 中任一区间的概率与该区间长度成正比。

• 概率密度是常数，说明 X 取 [a, b] 内任何一点附近的值的可能性大小

都是相同的，所以叫“均匀”分布。

• 例：§2.1 例 1.6 等车时间服从均匀分布。

2.3.3 指数分布

指数分布

• 若 X 有概率密度

p(x) =

λe−λx 当x ≥ 0

0 当x < 0
(λ > 0)
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则称 X 服从指数分布 (exponential distribution)（参数为 λ），记作

X ∼ E(λ)。

• 对 0 ≤ a < b 有

P (a < X < b) =λ

∫ b

a

e−λxdx =

∫ λb

λa

e−tdt

=e−λa − e−λb

P (X > a) =λ

∫ ∞

a

e−λxdx = e−λa

P (X < b) =λ

∫ b

0

e−λxdx = 1− e−λb∫ ∞

−∞
p(x)dx =

∫ ∞

0

p(x)dx = 1

2.3.4 正态分布

正态分布

• 若 X 有概率密度

p(x) =
1√
2πσ

exp
{
− 1

2σ2
(x− µ)2

}
(−∞ < x <∞) (3.4)

(−∞ < µ <∞, σ > 0)

则称 X 服从正态分布 N(µ, σ2)（normal distribution, 或 Gaussian
distribution）, 简记为 X ∼ N(µ, σ2)。

• 概率密度图形演示。µ, σ2 变化时曲线的变化。

• p(x) 曲线呈钟形，最大值点在 x = µ，关于 x = µ 轴对称；

• 在 x = µ± σ 处有拐点（二阶导数等于零的点，是曲线由凹变凸或由
凸变凹的点）。

• 当 x→ ±∞ 时曲线以 x 轴为渐近线。

• µ 决定曲线中心位置；σ 越大，曲线越平缓，σ 越小，曲线越陡峭。
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正态分布密度性质

• N(0,1) 叫做标准正态分布，其分布密度为

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2

• 用微积分的二重积分极坐标变换可以证明
∫∞
−∞ ϕ(x)dx = 1。

I =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−

x2+y2

2 dxdy =

(∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx

)2

作极坐标变换，令 x = r cosφ, y = r sinφ,∣∣∣∣∣ dx
dr

dy
dr

dx
dφ

dy
dφ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ cosφ sinφ
−r sinφ r cosφ

∣∣∣∣∣ = r

I =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

e−
r2

2 rdrdφ = 2π

• 一般的 N(µ, σ2) 密度可以写成

1

σ
ϕ(
x− µ
σ

)

• 由
∫∞
−∞ ϕ(x)dx = 1, 作变换 x−µ

σ
= t 可以证明 N(µ, σ2) 密度积分等于

1。

• 测量误差和许多质量指标，如一批产品的长度、强度等，可以看作或
近似看作服从正态分布。

• 正态分布在实际中最为常用，以至于一些不服从正态分布的数据也用
正态分布来处理，这也是不合适的。

正态随机变量在一个区间的取值概率

• 设 X ∼ N(0, 1), a < b。记

Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt
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则

P (a < X < b) =

∫ b

a

ϕ(t)dt = Φ(b)− Φ(a)

(演示)

• 由 ϕ(x) 的对称性

Φ(−x) = 1− Φ(x), x ∈ (−∞,∞)

(图示)

• 函数 Φ(x)(x > 0) 已制成表格，见 P.431 附表 1。

• 现在一般用统计软件计算，在 R 软件中为 pnorm(x)。

• 如：

P (1 < X < 2) =Φ(2)− Φ(1) = 0.9773− 0.8413 = 0.1360

P (−1 < X < 1) =Φ(1)− Φ(−1) = Φ(1)− [1− Φ(1)]

=2Φ(1)− 1 = 2× 0.8413− 1 = 0.6826

• 对 N(µ, σ2),

P (a < X < b) =

∫ b

a

1

σ
ϕ

(
x− µ
σ

)
dx

=

∫ b−µ
σ

a−µ
σ

ϕ(t)dt (令t =
x− µ
σ

)

=Φ

(
b− µ
σ

)
− Φ

(
a− µ
σ

)
P (X < b) =Φ

(
b− µ
σ

)
P (X > a) =1− Φ

(
a− µ
σ

)
• 例 3.3 设 X ∼ N(2, 0.32), 求 P (X > 2.4)。

• 解

P (X > 2.4) =1− Φ

(
2.4− 2

0.3

)
= 1− Φ(1.33)
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• 附表中 Φ(1.32) = 0.90658,Φ(1.35) = 0.91149。

• 线性插值公式：

f(x) ≈f(a) + f(b)− f(a)
b− a

· (x− a)

Φ(1.33) ≈0.90658 + 0.91149− 0.90658

1.35− 1.32
· (1.33− 1.32)

=0.9082167

• P (X > 2.4) = 1− 0.9082167 = 0.0918。

• 用 R 软件直接计算：1 - pnorm(2.4, 2, 0.3), 结果为 0.09121122。

正态分布的经验规则

• 对 X ∼ N(µ, σ2),

P (X ∈ (µ− σ, µ+ σ)) =0.6827

P (X ∈ (µ− 2σ, µ+ 2σ)) =0.9545

P (X ∈ (µ− 3σ, µ+ 3σ)) =0.9973

• 基本在 (µ− 2σ, µ+ 2σ) 内取值（超过 95%）。

• 几乎不在 (µ− 3σ, µ+ 3σ) 之外取值（不到千分之三）。

2.3.5 伽玛分布

伽玛分布

• 若 X 有概率密度

p(x) =


βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0

0, x ≤ 0
(α > 0, β > 0) (3.6)

则称 X 服从伽玛分布 (gamma distribution)，简记为 X ∼ Γ(α, β)。
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• 其中

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−xdx (α > 0)

• Γ(1) = 1, Γ( 1
2
) =
√
π。

• Γ(α+ 1) = αΓ(α)(α > 0)；n! = Γ(n+ 1)。

• Γ(1, β) 是指数分布 Exp(β)。

• Γ(α, 1) 叫做标准伽玛分布。

• Γ(n
2
, 1
2
) 为 χ2(n) 分布。

• 密度演示。

2.3.6 威布尔分布

威布尔分布

• 若 X 有概率密度

p(x) =

m
xm−1

ηm
exp

{
−
(
x
η

)m}
, x > 0

0, x ≤ 0

则称 X 服从威布尔分布 (Weibull distribution), 简记为 X ∼W(m, η),
其中 m > 0, η > 0, m 称为形状参数 (shape parameter)，η 称为尺度
参数 (scale parameter)。

• 许多机电产品的寿命服从威布尔分布。

• W(1, η) 是参数为 1
η
的指数分布。

• 威布尔分布和指数分布在工业产品的寿命与可靠性研究中有广泛应用。

• 密度演示。
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2.4 分布函数与随机变量函数的分布

2.4.1 分布函数

分布函数

• 分布密度不利于直接计算概率。比如计算连续型随机变量 X 的概率

P (a < X < b) 需要对密度积分。

• 引入“分布函数”。

• 定义 4.1 设 X 是一个随机变量，称函数

F (x) = P (X ≤ x) (−∞ < x <∞) (4.1)

为 X 的分布函数 (distribution function, 或 cumulative distribution
function, CDF)。

• 任何一个随机变量都有分布函数。

分布函数的性质

(1) 0 ≤ F (x) ≤ 1 (−∞ < x <∞);

(2) F (x) 是 x 的单调递增函数；

(3) limx→−∞ F (x) = 0, limx→∞ F (x) = 1;

(4) F (x) 是 x 右连续函数;

(5) P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a)。

(6) 若 X 为连续型，则 P (a < X < b) = F (b)− F (a)。

• 性质 (1), (2) 由定义和 A ⊂ B =⇒ P (A) ≤ P (B) 可得。

• 性质 (3), (4) 需要概率的公理化定义中的性质：完全可加性，单调事
件的概率极限。
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• 性质 (5):

{X ≤ b} = {X ≤ a} ∪ {a < X ≤ b}

且不相容所以

P (X ≤ b) =P (X ≤ a) + P (a < X ≤ b)

F (b) =F (a) + P (a < X ≤ b)

• 随机变量 X 的分布函数可记作 FX(x), 随机变量 Y 的分布函数可记

作 FY (x) 或 FY (y) (注意函数的自变量符号的选用不影响函数本身)。

• 例 4.1 设 X ∼ b(1, p)，q = 1− p, 则

F (x) =


0 x < 0

q 0 ≤ x < 1

1 x ≥ 1

• 作图并说明 F (x) 的分段表达式。

连续型随机变量的分布函数

• 设 X 是连续型随机变量，有密度 p(x), 分布函数 F (x)，则

F (x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞
p(t)dt (4.2)

• F (x) 是 p(x) 的可变上限的定积分，也是 p(x) 的一个原函数。

• (1) F (x) 是 x ∈ (−∞,∞) 的连续函数;

• (2) 对于 p(x) 的连续点 x0 而言有

F ′(x0) = p(x0)

(注意密度函数可以修改单个点的函数值而仍为原随机变量密度)
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• 若 p(x) 只有至多有限个间断点，则对非间断点的 x

p(x) = F ′(x) (4.3)

• 例 4.2 已使用了 t 小时的电子管在以后的 ∆t 小时内损坏概率为

λ∆t+ o(∆t), λ > 0 不依赖于 t。

• 电子管寿命为 0 的概率是 0。求电子管在 T 小时内损坏的概率。

• 令 X 为电子管的寿命，对于成批电子管 X 是一个随机变量，设分布

函数为 F (x)。求 P (X ≤ T )。

•“已使用了 t 小时的电子管在以后的 ∆t 小时内损坏的概率”：

P (t < X ≤ t+∆t|X > t) = λ∆t+ o(∆t)

• 左边等于
P (t < X ≤ t+∆t)

P (X > t)
=
F (t+∆t)− F (t)

1− F (t)

• 于是
F (t+∆t)− F (t)

1− F (t)
=λ∆t+ o(∆t)

F (t+∆t)− F (t)
∆t

=[1− F (t)]
[
λ+

o(∆t)

∆t

]
• 令 ∆t→ 0

F ′(t) =λ[1− F (t)]
F ′(t)

1− F (t)
=λ

d

dt
log[1− F (t)] =− λ

F (t) =1− c1e−λt

• 联系 F (0) = 0 有

F (t) =1− e−λt, (t > 0)

F (t) =0, (t ≤ 0)
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• 电子管子 T 小时内损坏的概率为

P (X ≤ T ) = F (T ) = 1− e−λT

• 分布密度为

p(t) = F ′(t) =

λe−λt 当t > 0

0 当t ≤ 0

• 即 X 服从参数为 λ 的指数分布。

2.4.2 随机变量函数的分布

随机变量函数

• 设 f(x) 是一个函数，随机变量 f(X) 是随机变量 Y , 当 X = x 时，Y

取值 y = f(x)。记作 Y = f(X)

• 相当于复合函数 Y = f(X) = f(X(ω))。

• 如：设 X 是分子的速率，Y 是分子的动能，则

Y =
1

2
mX2 (m 为分子的质量)

• 已知 X 的分布后如何确定 Y = f(X) 的分布？

离散型随机变量的函数

• 若 X 是离散型随机变量，取值 x1, x2, . . . , xk, . . . , P (xk) = pk(k =

1, 2, . . . ),

• 则 Y = f(X)取值 f(x1), f(x2), . . . , f(xk), . . . ,若各 f(xk), k = 1, 2, . . .

互不相同则

P (Y = f(xk)) = pk (*)

(*) 即为 Y 的概率分布。



2.4 分布函数与随机变量函数的分布 59

• 若 f(xk), k = 1, 2, . . . 有重复值，设所有互不相等的值为 y1, y2, . . . , 则

P (Y = yk) =
∑

f(xj)=yk

pj , k = 1, 2, . . .

• 例 4.3 X 概率分布为

X 0 1 2 3 4 5
P (X = xi)

1
12

1
6

1
3

1
12

2
9

1
9

• 则 Y = 2X + 1 的概率分布为:
Y 1 3 5 7 9 11

P (Y = yi)
1
12

1
6

1
3

1
12

2
9

1
9

• 例 4.4 X 同例 4.3, 但 Y = (X − 2)2。

• X 概率分布：

X 0 1 2 3 4 5
P (X = xi)

1
12

1
6

1
3

1
12

2
9

1
9

• 对应到每个（可重复）f(xi) 的概率：

Y 4 1 0 1 4 9
P (Y = f(xi))

1
12

1
6

1
3

1
12

2
9

1
9

• 合并：
Y 0 1 4 9

P (Y = yi)
1
3

1
6
+ 1

12
1
12

+ 2
9

1
9

连续型随机变量函数

• 例 4.5 X ∼ N(µ, σ2), Y = X−µ
σ
。

• 设 Y ∼ FY (y),

FY (y) =P (Y ≤ y)

=P (
X − µ
σ

≤ y)

=P (X ≤ µ+ σy)

=FX(µ+ σy)
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• 求导得

pY (y) = pX(µ+ σy)σ

• 而

pX(x) =
1√
2πσ

exp
{
−(x− µ)2

2σ2

}
• 代入得

pY (y) =
1√
2πσ

exp
{
− [(µ+ σy)− µ]2

2σ2

}
=

1√
2π
e−

y2

2

• 即 Y ∼ N(0, 1)。

求连续型随机变量函数的密度的一般方法

• 证明用到：

• 若连续型随机变量的密度在除去几个点之外连续，则 F ′(x) = p(x) 对

除去几个点后；

• 定理（习题七第 16 题） 若 F ′(x) 连续，则 X 是连续型随机变量，

F ′(x) 为密度。

• 以上通过计算 Y 的分布函数并用 X 的分布函数表示，然后求导得到

密度函数的方法是一般性的。

• 例 4.6 X ∼ N(µ, σ2), Y = a+ bX(a, b 为常数，b ̸= 0)。

• 设 b > 0,

FY (y) =P (Y ≤ y) = P (a+ bX ≤ y)

=P

(
X ≤ y − a

b

)
= FX

(
y − a
b

)
求导得

pY (y) =pX(
y − a
b

)
1

b
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• 当 b < 0 时，

FY (y) =P (Y ≤ y) = P (a+ bX ≤ y)

=P

(
X ≥ y − a

b

)
= 1− FX

(
y − a
b

)
求导得

pY (y) =− pX(
y − a
b

)
1

b

• 于是

pY (y) =
1

|b|
pX

(
y − a
b

)
=

1√
2π|b|σ

exp
{
−(y − a− bµ)2

2b2σ2

}
• 即 Y ∼ N(a+ bµ, b2σ2)。

• 正态分布经线性变换（斜率不为零）仍服从正态分布。

• 特别地，正态分布 X ∼ N(µ, σ2) 可标准化：

Y =
X − µ
σ

∼ N(0, 1)

• 反之，若 X ∼ N(0, 1), Y = µ+ σX, 则 Y ∼ N(µ, σ2)。

• 例 4.7 圆片直径服从 U[5, 6]。求圆片面积概率分布。

• Y = 1
4
πX2。易见 Y 取值范围是 [π

4
52, π

4
62]。

• 对于均匀分布 U[a, b], 其密度为

p(x) =

 1
b−a x ∈ [a, b]

0 其它

• 所以分布函数为

F (x) =


0 x < a

x−a
b−a x ∈ [a, b]

1 x > b
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• 这里 a = 5, b = 6。当 y ∈ [π
4
52, π

4
62] 时

FY (y) =P (
π

4
X2 ≤ y) = P (|X| ≤

√
4y

π
)

=P (X ≤
√

4y

π
) =

√
4y

π
− 5

pY (y) =F
′(y) =

1
√
πy

• 所以

pY (y) =

 1√
πy
当 25

4
π ≤ y ≤ 9π

0 其它

• 定理 (习题七第 17 题) 如果随机变量 X 的分布函数 F (x) 满足以下

条件：

• (1) F (x) 连续；

• (2)存在 x1 < x2 < · · · < xn(n ≥ 1),在区间 (−∞, x1), (x1, x2), . . . , (xn−1, xn), (xn,∞)

上 F ′(x) 存在且连续。

• 令

f(x) =

F ′(x) 当 F ′(x) 存在时

0 当 F ′(x) 不存在时

• 则 f(x) 是 X 的分布密度。

• 例 4.8 设 X 的密度函数为 pX(x), 仅有至多有限个不连续点，函数
f(x) 导数 f ′(x) 连续且处处大于零。求 Y = f(X) 的密度 pY (y)。

• 解 这时 f(x) 是严格单调递增连续函数，设其值域为 (A,B)(−∞ ≤
A < B ≤ ∞), 反函数为 g(y), 在 (A,B) 有定义。

• g′(y) 存在：

g′(y) =
1

f ′(g(y))
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• ∀y ∈ (A,B),

{f(X) ≤ y} ={X ≤ g(y)}

FY (y) =P (Y ≤ y) = P (f(X) ≤ y)

=P (X ≤ g(y)) = FX(g(y))

pY (y) =F
′
Y (y) = pX(g(y))g

′(y) = pX(g(y))
1

f ′(g(y))

• 对 y ≤ A, FY (y) = P (Y ≤ A) = 0, pY (y) = F ′
Y (y) = 0;

• 对 y ≥ B, FY (y) = P (Y ≤ B) = 1, pY (y) = F ′
Y (y) = 0;

• 所以

FY (y) =


0 y ≤ A

FX(g(y)) y ∈ (A,B)

1 y ≥ B

pY (y) =

pX(g(y)) 1
f ′(g(y))

y ∈ (A,B)

0 y /∈ (A,B)

• 如果 f(x) 是连续可导严格单调下降函数（f ′(x) < 0），则推导中有一

步改变：

P (f(X) ≤ y) = P (X ≥ g(y)) = 1− FX(g(y))

• 于是

FY (y) =


0 y ≤ A

1− FX(g(y)) y ∈ (A,B)

1 y ≥ B

pY (y) =

−pX(g(y)) 1
f ′(g(y))

y ∈ (A,B)

0 y /∈ (A,B)

• 如果 f(x) 不是连续可导且严格单调函数，则这样的方法不适用。

• 例 4.9 设随机变量 X ∼ F (x) 且 F (x) 是连续函数，则 Y = F (X) ∼
U[0, 1]。
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• F (x) 的值域为 [0, 1] 所以 Y 取值于 [0, 1]。

• 对 y ∈ (0, 1)，必有 x0 使 F (x0) = y。

• 这样的 x0 不一定唯一，取

x0 = sup{x : F (x) ≤ y}

应有 x0 ∈ (−∞,∞), 否则与 limx→∞ F (x) = 1 矛盾；

• 且 F (x0) = y,

F (x) ≤ y ⇔ x ≤ x0

• 则

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ x0) = F (x0) = y

• 还要证明 FY (y) = 0(y ≤ 0), FY (y) = 1(y ≥ 1)。

• 第二条显然 (必然事件)；第一条只要证 FY (0) = 0。

• 因为 F (x) 连续，设

a = sup{x : F (x) = 0}

• 若 a 不存在 (当 F (x) 处处为正时)，则 {F (X) ≤ 0} 是不可能事件。

• 若 a 存在，由 F (x) 连续知 F (a) = 0, 于是

F (x) ≤ 0⇐⇒x ≤ a

FY (0) =P (F (X) ≤ 0)

=P (X ≤ a) = F (a) = 0

• 例 4.10 设函数 F (x) 具有下列性质：

• (1) 0 ≤ F (x) ≤ 1, ∀x ∈ (−∞,∞);
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• (2) F (x) 是 x 的单调递增函数；

• (3) limx→−∞ F (x) = 0, limx→∞ F (x) = 1;

• (4) F (x) 是右连续函数；

• 令

g(y) = inf{x : F (x) ≥ y} (0 < y < 1) (*)

• 若 U ∼ U(0, 1), 则 X = g(U) ∼ F (x)。

• (*) 保证 ∀y ∈ (0, 1)

F (x) ≥ y ⇐⇒ x ≥ g(y)

• 于是

P (X ≤ x) =P (g(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)) = F (x)
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第三章 随机变量的数字特征

3.1 离散型随机变量的期望

随机变量的数字特征

• 随机变量的概率函数（PMF）、密度函数（PDF）、分布函数是对随机
变量分布的最完整刻画。

• 但实际中分布难以描述和确定。

• 容易计算分布的一些数字特征：

– 中心位置特征；

– 分散程度特征。

• 期望是重要的概率论研究工具。

3.1.1 期望

期望

• 例 设某种彩票发行了 10 万张，每张售 1 元，其中 10 张有奖，各奖
励 5000 元，其它无奖。

• 问：买一张彩票，平均盈利多少？

• 设 X 为盈利的随机变量。则 X = 10000− 1 或 −1。
X 4999 -1
p 10

100000
1− 10

100000

67
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• 平均盈利为

EX = 4999 · 10

100000
− 1 · (1− 10

100000
) = −0.5（元）

• 期望是一种加权平均，加权为每个值的取值概率。这与大量重复试验
时的结果是一致的。

• 比如，彩票例子中，如果用 4999 与 −1 直接算术平均得 2499 元，显

然是荒谬的。原因是取 4999 的概率远比取 −1 的概率小得多。

放射性粒子求平均粒子数

X 频数 频率 pk

0 57 0.022 0.021
1 203 0.078 0.081
2 383 0.147 0.156
3 525 0.201 0.202
4 532 0.204 0.195
5 408 0.156 0.151
6 273 0.105 0.097
7 139 0.053 0.054
8 45 0.017 0.026
9 27 0.010 0.011

≥ 10 16 0.006 0.007
总计 2608 1.000 1.000

• 平均粒子数的合理公式：
1

2608
(0× 57 + 1× 203 + 2× 383 + · · ·+ 10× 16)

=
∑
k

kp̂k (p̂k为取 k 的百分比)

期望定义

• 定义 1.1 设离散型随机变量 X 的概率分布为

P (X = xk) = pk, k = 1, 2, . . .
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则称

∑
k

xkpk

为随机变量 X 的期望（或 数学期望），记作 EX 或 E(X)。

• EX 是随机变量取值的加权平均，按照概率的频率定义，这更符合多

次重复观测后随机变量的平均表现。也叫做 X 的均值, 或 X 的分布

的均值。

3.1.2 几个常用分布的期望

二点分布的期望

• X 分布

X 1 0
概率 p 1-p

•

EX = 1× p+ 0× (1− p) = p

二项分布的期望

• X ∼ B(n, p),

P (X = k) = Cknp
kqn−k, k = 0, 1, . . . , n
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• 则

EX =
n∑
k=0

kP (X = k) =
n∑
k=1

kCknp
kqn−k

=

n∑
k=1

kn!

k!(n− k)!
pkqn−k

=

n∑
k=1

np · (n− 1)!

(k − 1)![(n− 1)− (k − 1)]!
pk−1q(n−1)−(k−1)

=np
n−1∑
k′=0

(n− 1)!

k′![(n− 1)− k′]!
pk

′
q(n−1)−k′

=np

n−1∑
k′=0

Ck
′

n−1p
k′q(n−1)−k′ = np

泊松分布的期望

• X ∼ Poisson(λ)

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . . , (λ > 0)

• 则

EX =

∞∑
k=0

k · λ
k

k!
e−λ

=e−λλ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

=e−λλ

∞∑
k′=0

λk
′

k′!

=e−λλeλ = λ

超几何分布的期望

• 设 X 服从参数为 N,M,n 的超几何分布 (n ≤ N −M)：

P (X = m) =
CmMC

n−m
N−M

CnN
m = 0, 1, 2,min(M,n)
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• 超几何分布期望

EX =

min(M,n)∑
m=0

m · P (X = m)

=

min(M,n)∑
m=1

m
M !

m!(M −m)!

· (N −M)!

(n−m)![(N −M)− (n−m)]!
· n!(N − n)!

N !

=

min(M,n)∑
m=1

M · (M − 1)!

(m− 1)![(M − 1)− (m− 1)]!

· [(N − 1)− (M − 1)]!

[(n− 1)− (m− 1)]![(N − 1)− (M − 1)− ((n− 1)− (m− 1))]!

· n · (n− 1)![(N − 1)− (n− 1)]!

N · (N − 1)!

=
nM

N

min(M−1,n−1)∑
m′=0

Cm
′

M−1C
(n−1)−m′

(N−1)−(M−1)

Cn−1
N−1

=
nM

N

3.2 连续型随机变量的期望

连续型随机变量的期望

• 定义 2.1 设连续型随机变量的密度为 p(x)，称∫ ∞

−∞
xp(x)dx (2.1)

为 X 的期望（或均值），记作 EX(或 E(X))。

• 要求 (2.1) 的积分收敛才有期望。

• 解释：连续型随机变量的 p(x) 是一个比例系数，不是概率。

• 把 X 的取值范围划分为区间 (xi, xi+1], i = 1, 2, . . . , 当 p(x) 连续，每
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个区间都很短时近似计算 X 的平均为

EX ≈
∑
i

xiP (xi < X ≤ xi+1)

≈
∑
i

∫ xi+1

xi

xp(x)dx

=

∫ ∞

−∞
xp(x)dx

均匀分布的期望

• X ∼ U(a, b):

p(x) =

 1
b−a x ∈ [a, b]

0 其它

•

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx =

∫ b

a

x · 1

b− a
dx

=
1

b− a
x2

2

∣∣∣∣b
a

=
1

2
· b

2 − a2

b− a

=
a+ b

2

• EX 是区间 [a, b] 的中点。与“均匀”分布意义相符。

指数分布的期望

• X ∼ E(λ):

p(x) =

λe−λx x ≥ 0

0 其它
(λ > 0)



3.2 连续型随机变量的期望 73

• 期望

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx = λ

∫ ∞

0

xe−λxdx

=
1

λ

∫ ∞

0

te−tdt (令t = λx)

=
1

λ

[
(−te−t)

∣∣∞
0

+

∫ ∞

0

e−tdt

]
=
1

λ

• 所以 1
λ
是指数分布的期望。

正态分布

• X ∼ N(µ, σ2):

p(x) =
1√
2πσ

exp
{
−(x− µ)2

2σ2

}

• 期望

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx

=

∫ ∞

−∞
x · 1√

2πσ
· exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
dx

=σ

∫ ∞

−∞

(
x− µ
σ

+
µ

σ

)
1√
2π

exp
{
−1

2

(
x− µ
σ

)2
}
d
x− µ
σ

=σ

∫ ∞

−∞
t · 1√

2π
e−

t2

2 dt+ σ · µ
σ
·
∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt

=σ · 0 + µ = µ

• 正态分布密度以 x = µ 为对称轴，且 µ 为均值。

• 其它分布如果也有对称轴 x = c 且期望存在则其期望也等于 c。

伽玛分布
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• X ∼ Γ(α, β):

p(x) =


βα

Γ(α)
xα−1e−βx x > 0

0 x ≤ 0
(α > 0, β > 0)

• 期望

EX =
βα

Γ(α)

∫ ∞

0

xαe−βx dx

=
1

Γ(α)β

∫ ∞

0

tαe−tdt (令t = βx)

=
Γ(α+ 1)

Γ(α)β
=
α

β

3.3 期望的简单性质及随机变量函数的期望公式

3.3.1 期望的简单性质

期望的简单性质

• 对常数 c, k, b 和随机变量 X, 有

(1) E(c) = c;

(2) E(kX) = kE(X);

(3) E(X + b) = E(X) + b;

(4) E(kX + b) = kE(X) + b.

(3.1)

证明 (1)

• E(c) = c?

• 常数 c 可以看成离散随机变量，取 c 的概率为 1，按期望公式有

E(X) = c× 1 = c
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证明 (2)

• E(kX) = kE(X)?

• 当 k = 0 时显然成立。

• 当 k ̸= 0 时，若 X 为离散分布：

P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . .

• 则 Y = kX 的分布为

P (Y = kxi) = pi, i = 1, 2, . . .

• 按定义

E(Y ) =
∑
i

(kxi)pi = k
∑
i

xipi = kE(X)

• 若 k ̸= 0，X 为连续型，密度 p(x)，则 Y = kX 有密度

pY (y) =
1

|k|
p
(y
k

)

• 事实上, k > 0 时 ∀c < d,

∫ d

c

1

k
p
(y
k

)
dy =

∫ d
k

c
k

p(t) dt （令 t =
y

k
）

=P

(
c

k
< X <

d

k

)
= P (c < kX < d)

=P (c < Y < d)

即 Y 的密度为 1
k
p
(
y
k

)
。

• k < 0 类似可证。
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• 按期望定义

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
ypY (y)dy

=
1

|k|

∫ ∞

−∞
yp
(y
k

)
dy

=

∫ ∞

−∞
ktp(t)dt (令t =

y

k
)

=k

∫ ∞

−∞
tp(t)dt

=kE(X)

证明（3）

• E(X + b) = E(X) + b?

• 只对 X ∼ p(x) 证明。

• Y = X + b ∼ p(y − b)。事实上，∀c < d,∫ d

c

p(y − b) dy =

∫ d−b

c−b
p(t) dt (令 t = y − b)

=P (c− b < X < d− b) = P (c < X + b < d)

=P (c < Y < b).

• 期望

E(X + b) =E(Y ) =

∫ ∞

−∞
ypY (y)dy =

∫ ∞

−∞
yp(y − b)dy

=

∫ ∞

−∞
(t+ b)p(t)dt (令t = y − b)

=

∫ ∞

−∞
tp(t)dt+ b

∫ ∞

−∞
p(t)dt

=E(X) + b

证明（4）
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• 由（2）、（3）得：

E(kX + b) =E(kX) + b (性质 3)

=kE(X) + b (性质 2)

• 性质（4）包含了（2）和（3），叫做期望的线性性质。

3.3.2 随机变量函数的期望公式

随机变量函数的期望公式

• 对 X ∼ p(x), Y = f(X),

E[f(X)] =

∫ ∞

−∞
f(x)p(x)dx (3.2)

(要求右边绝对收敛)

• 若 P (X = xi) = pi, i = 1, 2, . . . ,

E[f(X)] =
∑
i

f(xi)pi (3.3)

(要求右边的级数绝对收敛)

• 这样的公式免去了求 Y = f(X) 的分布的过程。

• 例 3.1 X ∼ N(0, 1), 求 E(X2)。

• 用两种办法。

• 解法 1 用公式 (3.2)。

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2

1√
2π
e−

x2

2 dx

=−
∫ ∞

−∞
xd

(
1√
2π
e−

x2

2

)
=−

[
x

1√
2π
e−

x2

2

]∞
−∞

+

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

x2

2 dx

=0 + 1 = 1
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•（注意 limx→±∞ xe−
x2

2 = 0）

• 解法 2 用分布函数法先求 Y = f(X) 的分布密度再用期望定义。

• 显然

FY (y) =P (X
2 ≤ y) = P (|X| ≤ √y)

=P (−√y ≤ X ≤ √y)

=F (
√
y)− F (−√y) (y ≥ 0)

(Y < 0 是不可能事件)

• Y = X2 的密度

fY (y) =F
′
Y (y) = ϕ(

√
y)

1

2
√
y
+ ϕ(−√y) 1

2
√
y

=
1√
2π
y−

1
2 e−

1
2y (y > 0)

(这是一个 Gamma( 1
2
, 1
2
) 分布密度)

• 于是

E(X2) =E(Y ) =

∫ ∞

0

ypY (y)dy

=

∫ ∞

0

√
y

√
2π
e−

y
2 dy

=

∫ ∞

0

t√
2π
e−

t2

2 2tdt (t =
√
y, y = t2)

=−
∫ ∞

0

1√
2π

2td(e−
t2

2 )

=0 + 2

∫ ∞

0

1√
2π
e−

t2

2 dt

=

∫ ∞

−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt = 1

• 利用了公式 (3.2) 的解法更简便。
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• 例 3.2 X ∼ U[0, 2π], 求 E(sinX)。

• 解

E(sinX) =

∫ ∞

−∞
sin(x)pX(x)dx

=

∫ 2π

0

sin(x) 1

2π
dx = 0

期望线性性质证明

• 期望的线性性质

E(kX + b) = kE(X) + b

是 f(x) = kx+ b 时公式 (3.2),(3.3) 的特例：

E(kX + b) =

∫ ∞

−∞
(kx+ b)p(x)dx

=k

∫ ∞

−∞
xp(x)dx+ b

∫ ∞

−∞
p(x)dx

=kE(X) + b

3.4 方差及其简单性质

3.4.1 方差的概念

方差

• 随机变量的数字特征可以用数字刻画最重要的分布特征。

• 分布特征中最重要的特征是位置特征和分散程度（分布宽窄）特征。

• 方差（标准差）用来刻画分散程度。

• 例：甲乙两个女生小合唱队的身高：

• 甲队：1.60, 1.62, 1.59, 1.60, 1.59;
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• 乙队：1.80, 1.60, 1.50, 1.50, 1.60.

• 平均都是 1.60，但是甲队很整齐，乙队站在一起很杂乱。

• 数据波动程度也是反映客观现象的一种指标。

• 如：产品的某种特性（如强度）波动大，说明生产不稳定。

• 如：生物的某种特性（如血压）波动大，表示病态。

• 所以对于数据，除了关心均值，还要研究其波动程度（分散程度）。

数据的方差

• 对于给定的一批数据 x1, x2, . . . , xn, 用

1

n− 1
[(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2] (4.1)

来刻画这批数据的分散程度（波动），其中 x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi。

• 当所有 xi 为常数时，(4.1) 等于零。

• 各 xi 差别越大，则与平均值差别越大，(4.1) 越大。

随机变量的方差

• 仿照数据的方差提出：

• 定义 4.1 设离散型随机变量的概率分布为

P (X = xk) = pk, k = 1, 2, . . .

则称 ∑
k

[xk − E(X)]2pk (4.2)

为 X 的方差，记作 D(X) 或 Var(X)。



3.4 方差及其简单性质 81

• 定义 4.2 设连续型随机变量 X 的密度是 p(x)，则称∫ ∞

−∞
[x− E(X)]2p(x)dx (4.2’)

为 X 的方差，记作 D(X) 或 Var(X)。

• 为了方差存在，期望 E(X) 必须先存在；

• 对离散型，(4.2) 的级数若非有限项，则级数收敛时方差才存在；

• 对连续型，(4.2’) 的积分收敛时方差才存在；

• 方差总是非负的：

D(X) ≥ 0

方差等价定义

• 方差等价定义

D(X) = E[X − E(X)]2 (4.3)

按随机变量函数的期望公式，(4.3) 与 (4.2) 和 (4.2’) 一致。

• 随机变量的方差，也称为其分布的方差：

• 注意：期望、方差只由分布决定，两个随机变量服从相同的分布（参
数也要相同），则其期望、方差必定相同。

方差的恒等式

• 方差有如下恒等式

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 (4.4)
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• 证明

D(X) =E[X − E(X)]2

=E
{
X2 − 2E(X) ·X + [E(X)]2

}
=E(X2)− E[2E(X) ·X] + E[E(X)]2

=E(X2)− 2E(X) · E(X) + [E(X)]2

=E(X2)− [E(X)]2

• 这个证明用到了第四章定理：

E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

• 方差恒等式（4.4）的另一证明：以 X ∼ p(x) 为例，

D(X) =

∫ ∞

−∞
[x− E(X)]2p(x)dx

=

∫ ∞

−∞

{
x2 − 2E(X) · x+ [E(X)]2

}
dx

=

∫ ∞

−∞
x2p(x)dx− 2E(X)

∫ ∞

−∞
xp(x)dx

+ [E(X)]2
∫ ∞

−∞
p(x)dx

=E(X2)− 2E(X) · E(X) + [E(X)]2 · 1

=E(X2)− [E(X)]2

3.4.2 常用分布的方差

二点分布的方差

• 对二点分布

E(X) =p

E(X2) =12 · p+ 02 · q = p

D(X) =E(X2)− [E(X)]2 = p− p2 = p(1− p)
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二项分布的方差

• 对二项分布

E(X) =np

E(X2) =

n∑
k=0

k2Cknp
kqn−k

=

n∑
k=1

[k(k − 1) + k]
n!

k!(n− k)!
pkqn−k

=

n∑
k=2

n!

(k − 2)!(n− k)!
pkqn−k + E(X)

=n(n− 1)p2
n∑
k=2

(n− 2)!

(k − 2)![(n− 2)− (k − 2)]!

· pk−2q(n−2)−(k−2) + E(X)

=n(n− 1)p2
n−2∑
k′=0

Ck
′

n−2p
k′q(n−2)−k′ + E(X)

=n(n− 1)p2 + np = n2p2 + np(1− p)

D(X) =E(X2)− [E(X)]2 = np(1− p)

泊松分布的方差
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• 对泊松分布

E(X) =λ

E(X2) =
∞∑
k=1

k2 · λ
k

k!
e−λ =

∞∑
k=1

k · λk

(k − 1)!
e−λ

=
∞∑
k=1

[(k − 1) + 1] · λk

(k − 1)!
e−λ

=

∞∑
k=2

λk

(k − 2)!
e−λ +

∞∑
k=1

λk

(k − 1)!
e−λ

=λ2

∞∑
k′=0

λk
′

k′!
e−λ + λ

∞∑
k′′=0

λk
′′

k′′!
e−λ = λ2 + λ

D(X) =E(X2)− [E(X)]2 = λ

均匀分布的方差

• 若 X ∼ U(a, b), 则

E(X) =
a+ b

2

E(X2) =

∫ b

a

x2 · 1

b− a
dx

=
1

b− a
x3

3

∣∣∣∣b
a

=
1

3
(a2 + ab+ b2)

D(X) =E(X2)− [E(X)]2

=
1

3
(a2 + ab+ b2)− 1

4
(a2 + 2ab+ b2)

=
1

12
(b− a)2

指数分布的方差
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• 设 X ∼ E(λ), 则

E(X) =
1

λ

E(X2) =

∫ ∞

0

x2 · λe−λxdx

=
1

λ2

∫ ∞

0

t2e−tdt

=
1

λ2
Γ(3) =

1

λ2
2! =

2

λ2

D(X) =E(X2)− [E(X)]2 =
1

λ2

正态分布的方差

• 设 X ∼ N(µ, σ2)，则

D(X) =E(X − µ)2

=

∫ ∞

−∞
(x− µ)2 · 1√

2πσ
exp

{
−1

2

(x− µ)2

σ2

}
dx

=

∫ ∞

−∞
σ2t2 · 1√

2π
exp{1

2
t2}dt (令t =

x− µ
σ

)

=σ2

∫ ∞

−∞
t2 · 1√

2π
e−

1
2 t

2

dt

=σ2 (见例 3.1)

• 所以正态分布的两个参数 µ, σ2 分别是分布的期望和方差。

伽玛分布的方差

• 设 X ∼ Γ(α, β):

p(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx (x > 0)



86 第三章 随机变量的数字特征

• 则

E(X) =
α

β

E(X2) =

∫ ∞

0

x2
βα

Γ(α)
xα−1e−βxdx

=
1

β2

∫ ∞

0

(βx)α+1

Γ(α)
e−(βx)d(βx)

=
1

β2

∫ ∞

0

tα+1

Γ(α)
e−tdt

=
1

β2

Γ(α+ 2)

Γ(α)
=

(α+ 1)α

β2

D(X) =
(α+ 1)α

β2
− α2

β2
=

α

β2

3.4.3 方差的简单性质

方差的简单性质

• 当 k, b, c 为常数时

(1) D(c) = 0;

(2) D(kX) = k2D(X);

(3) D(X + b) = D(X);

(4) D(kX + b) = k2D(X).

(4.5)

• 证明 （1）

E(c) =c

E(c2) =c2

D(X) =c2 − c2 = 0

• (2)

E(kX) =kE(X)

E[(kX)2] =E(k2X2) = k2E(X2)

D(kX) =k2E(X2)− [kE(X)]2

=k2{E(X2)− [E(X)]2} = k2D(X)
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•（3）

E(X + b) =E(X) + b

E(X + b)2 =E(X2 + 2bX + b2) = E(X2) + 2bE(X) + b2

D(X) =E(X2) + 2bE(X) + b2

− {[E(X)]2 + 2bE(X) + b2}

=E(X2)− [E(X)]2 = D(X)

• (4) 是（2）、（3）的推论:

D(kX + b) =D(kX) = k2D(X)

3.5 其它

3.5.1 切比雪夫不等式

切比雪夫不等式

• 定理 5.1 设随机变量 X 存在均值 E(X) 与方差 D(X)，则有

P (|X − E(X)| ≥ ε) ≤ D(X)

ε2
(ε > 0) (5.1)

• 证明 （仅对连续型情形）

D(X) =

∫ ∞

−∞
[x− E(X)]2p(x)dx

≥
∫ E(X)−ε

−∞
[x− E(X)]2p(x)dx

+

∫ ∞

E(X)+ε

[x− E(X)]2p(x)dx

≥ε2
∫ E(X)−ε

−∞
p(x)dx+ ε2

∫ ∞

E(X)+ε

p(x)dx

=ε2P (X ≤ E(X)− ε) + ε2P (X ≥ E(X) + ε)

=ε2P (|X − E(X)| ≥ ε)
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• 得证。

• 在切比雪夫不等式中取 ε = k
√
D(X), 则

P (|X − E(X)| ≥ k
√
D(X)) ≤ 1

k2

其中
√
D(X) 叫做 X 的标准差。

• 特别地，k = 3 时

P (|X − E(X)| ≥ 3
√
D(X)) ≤ 1

9

• 对比正态分布，这个比例是小于千分之三。

• 从切比雪夫不等式可知 D(X) 越小则 X 取值远离其均值的概率越小，

所以反映了分布的分散程度。

3.5.2 原点矩与中心矩

原点矩与中心矩

• 称

E(Xk) (k = 1, 2, . . . )

为 X 的 k 阶原点矩，记为 νk;

• 称

E[X − E(X)]k (k = 1, 2, . . . )

为 X 的 k 阶中心矩, 记为 µk。

• 均值为 ν1, 方差为 µ2。

3.5.3 分位数与中位数

分位数与中位数
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• 若 X 的分布函数 F (x) 严格单调上升连续，则其存在反函数 q(p), p ∈
(0, 1), 使得

F (q(p)) = p, ∀p ∈ (0, 1)

称 q(p) 为 X 的分位数函数，xp = q(p) 叫做 X 的 p 分位数。

• 一般地，对 p ∈ (0, 1), 称 xp 是随机变量 X 的 p 分位数，若

P (X < xp) ≤ p ≤ P (X ≤ xp) (5.4)

• (5.4) 也写作

P (X ≤ xp) ≥ p, P (X ≥ xp) ≥ 1− p (5.4’)

• 二分之一分位数叫做中位数。

• 分位数必存在，不一定唯一。有一种唯一化的定义为

xp = inf{x : F (X) ≥ p} (∀p ∈ (0, 1))

例：二点分布的分位数

• 二点分布 b(1,p0), 记 q0 = 1− p0：

F (x) =


0 x < 0

q0 0 ≤ x < 1

1 x ≥ 1

• 分位数

xp =


0 p ∈ (0, q0)

[0, 1] p = q0

1 p ∈ (q0, 1)
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第四章 随机向量

4.1 随机向量的联合分布与边缘分布

随机向量

• 需要研究多个随机变量的情况，如：

• 弹着点横纵坐标 (X,Y );

• 炼钢厂每炉钢的硬度、含碳量、含硫量。

• 变量之间有联系。

• 定义 0.1 称 n个随机变量X1, X2, . . . , Xn的整体 ξ = (X1, X2, . . . , Xn)

为 n 维随机向量。

•“维数”是分量的个数。比如，弹着点坐标 (X,Y ) 是坐标平面的随机

点。

• 着重讨论二维随机向量。

4.1.1 二维离散型随机向量

二维离散型随机向量

• 定义 1.1 如果二维随机向量 ξ = (X,Y ) 可能取的值只有有限个或可

数个，则称 ξ 为离散型随机向量。

• 注意二维随机向量取值在平面（二维空间）中。

91
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• 若 ξ = (X,Y ) 是离散型，则两个分量 X,Y 都是离散型；反之亦然。

• 设 X 的取值范围是 {xi, i = 1, 2, . . . }, Y 的取值范围是 {yj , j =

1, 2, . . . }, 则 (X,Y ) 的取值范围是 {(xi, yj) : i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . }
(其中有些组合可能是不可能事件)。

• 二维随机变量 ξ = (X,Y ) 的概率分布：

P ((X,Y ) = (xi, yj)) = pij , i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . (1.1)

也称为 (X,Y ) 的联合分布。

• 二维概率分布表也可以排列成

X \ Y y1 y2 · · · yj · · ·
x1 p11 p12 · · · p1j · · ·
x2 p21 p22 · · · p2j · · ·
...

...
...

...
xi pi1 pi2 · · · pij · · ·
...

...
...

...

二维概率分布性质

• 性质：

(1)pij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . )

(2)
∑
i

∑
j

pij = 1

• (1) 显然。

• (2)：所有的 {(X,Y ) = (xi, yj)} 事件构成完备事件组，其并集为必然
事件，由概率的完全可加性即得。
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• 例 1.1 设二维随机变量 (X,Y ) 仅取 5 个不同点：

(1, 1) (1.2, 1) (1.4, 1.5) (1, 1.3) (0.9, 1.2)

且取每个点的概率相等（1
5
）。

• 联合分布为

P ((X,Y ) = (1, 1)) =
1

5

P ((X,Y ) = (1, 2.1)) =
1

5

P ((X,Y ) = (1.4, 1.5)) =
1

5

P ((X,Y ) = (1, 1.3)) =
1

5

P ((X,Y ) = (0.9, 1.2)) =
1

5

• 概率分布表为

X \ Y 1 1.2 1.3 1.5
0.9 0 1

5
0 0

1 1
5

0 1
5

0

1.2 1
5

0 0 0

1.4 0 0 0 1
5

• 例 1.2 设 (X,Y ) 的联合分布为

P ((X,Y ) = (k1, k2))

=
n!

k1!k2!(n− k1 − k2)!
pk11 p

k2
2 (1− p1 − p2)n−k1−k2 ,

k1 = 0, 1, . . . , n, k2 = 0, 1, . . . , n, k1 + k2 ≤ n (1.3)

其中 n 是给定的正整数；0 < p1 < 1, 0 < p2 < 1, p1 + p2 < 1。

• 称为三项分布（参数 n; p1, p2）。
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• 来验证三项分布的所有概率之和等于 1。
n∑

k1=0

n−k1∑
k2=0

P ((X,Y ) = (k1, k2))

=
n∑

k1=0

n−k1∑
k2=0

n!

k1!k2!(n− k1 − k2)!
pk11 p

k2
2 (1− p1 − p2)n−k1−k2

=

n∑
k1=0

n!

k1!(n− k1)!
pk11 ·[

n−k1∑
k2=0

(n− k1)!
k2!((n− k1)− k2)!

pk22 (1− p1 − p2)(n−k1)−k2
]

=

n∑
k1=0

n!

k1!(n− k1)!
pk11 · [p2 + (1− p1 − p2)]n−k1 (二项式定理)

=

n∑
k1=0

n!

k1!(n− k1)!
pk11 (1− p1)n−k1 = 1

(二项式定理，或二项分布概率之和)

• 例 1.3（三项分布的实例） 一大批粉笔，60% 白色，25% 黄色，15%
红色。随机地、顺序地取出 6 支。问这 6 支中恰好有 3 支白色、1 支
黄色、2 支红色的概率。

• 解 用 (白，白，白，黄，红，红) 表示顺序抽到的 6 只的结果。

• 大批量可以认为各次抽取独立且抽到各颜色概率不变：

P (白，白，白，黄，红，红)

=P (白)P (白)P (白)P (黄)P (红)P (红)

=(0.6)3(0.25)1(0.15)2

• 这只是“6 支中恰有 3 支白色、1 支黄色、2 支红色”事件其中一种可
能，还有其它可能且每个与上面概率相等。

• 可能个数为

m =
6!

3!1!2!
= 60

• 这 6 支粉笔打乱次序后重排方式有 6! 个。
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• 其中的 3 支白色的次序无关，所以不关心 3 支白色粉笔具体次序情况
下重排方式个数为 6!/(3!)。

• 1 支黄色粉笔次序无关，重排方式个数为 6!/(3!1!)。

• 2 支红色粉笔次序无关，重排方式个数为 6!/(3!1!2!)。

• 这就是“6 支中恰有 3 支白色、1 支黄色、2 支红色”事件，只关心个
排队位置的颜色而不关心同颜色粉笔位置，总的组合个数。

• 于是

P (6 支中恰有 3 支白色、1 支黄色、2 支红色)

=60 · (0.6)3(0.25)1(0.15)2 = 0.0729

• 令

X =6 支中白粉笔的个数

Y =6 支中黄粉笔的个数

• 则事件“6 支中恰有 3 支白色、1 支黄色、2 支红色”即

{X = 3, Y = 1} = {(X,Y ) = (3, 1)}

• 上面推导得

P ((X,Y ) = (3, 1)) =
6!

3!1!2!
(0.6)3(0.25)1(0.15)2

• 一般地，对于 0 ≤ k1 ≤ 6, 0 ≤ k2 ≤ 6, k1 + k2 ≤ 6 有

P (6 支中恰有 k1 支白、k2 支黄、6− k1 − k2 支红)

=P ((X,Y ) = (k1, k2))

=
6!

k1!k2!(6− k1 − k2)!
(0.6)k1(0.25)k2(0.15)6−k1−k2

是参数为 n = 6, p1 = 0.6, p2 = 0.25 的三项分布。
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4.1.2 边缘分布及其与联合分布的关系

联合分布与边缘分布

• 二维随机变量 (X,Y ) 的分布也称为联合分布，分量 X 的概率分布称

为 (X,Y ) 的关于 X 的边缘分布；分量 Y 的概率分布称为 (X,Y ) 的

关于 Y 的边缘分布。

• 联合分布决定边缘分布。

二维离散联合分布决定边缘分布

• 设

P ((X,Y ) = (xi, yj)) = pij (i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . )

• 则

P (X = xi) =
∑
j

P (X = xi, Y = yj) (全概公式)

=
∑
j

p((X,Y ) = (xi, yj))

=
∑
j

pij (这是 X 的边缘分布) (1.4)

P (Y = yj) =
∑
i

pij (这是 Y 的边缘分布) (1.4’)

• 例 1.4 对立 1.1 的概率分布表，分别按行求和和按列求和，就得到了
X 和 Y 的边缘分布：
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X \ Y 1 1.2 1.3 1.5
0.9 0 1

5
0 0 1

5

1 1
5

0 1
5

0 2
5

1.2 1
5

0 0 0 1
5

1.4 0 0 0 1
5

1
5

2
5

1
5

1
5

1
5

• 例 1.5 设 (X,Y ) 服从参数为 n, p1, p2 的三项分布：

P ((X,Y ) = (k1, k2))

=
n!

k1!k2!(n− k1 − k2)!
pk11 p

k2
2 (1− p1 − p2)n−k1−k2 ,

k1 = 0, 1, . . . , n, k2 = 0, 1, . . . , n, k1 + k2 ≤ n

• 则 X 的边缘分布为

P (X = k1)

=

n−k1∑
k2=0

P ((X,Y ) = (k1, k2))

=

n−k1∑
k2=0

n!

k1!k2!(n− k1 − k2)!
pk11 p

k2
2 (1− p1 − p2)n−k1−k2

=
n!

k1!(n− k1)!
pk11

·
n−k1∑
k2=0

(n− k1)!
k2![(n− k1)− k2]!

pk22 (1− p1 − p2)(n−k1)−k2

=
n!

k1!(n− k1)!
pk11 [p2 + (1− p1 − p2)]n−k1

(二项式定理)

=
n!

k1!(n− k1)!
pk11 (1− p1)n−k1 ∼ B(n, p1)
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• 类似地，Y 的边缘分布为 B(n, p2)。

• 虽然有三种抽取结果，但是如果只关心是否第一种结果，就变成了二
项分布。

4.1.3 二维连续型随机向量的分布密度

• 定义 1.2 对于二维随机向量 ξ = (X,Y ), 如果存在非负函数
p(x, y)(−∞ < x < ∞,−∞ < y < ∞), 使对任意 a < b, c < d 及

D = {(x, y) : a < x < b, c < y < d} 有

P ((X,Y ) ∈ D) =

∫∫
D

p(x, y)dxdy (1.5)

则称随机向量 ξ = (X,Y ) 为连续型的，并称 p(x, y) 为 ξ 的分布密度，

也称 p(x, y) 为 (X,Y ) 的联合分布密度 (简称联合密度)。

• 连续型随机向量属于更一般的平面子集 D 的概率为

P ((X,Y ) ∈ D) =

∫∫
D

p(x, y)dxdy (1.6)

但集合 D 的要求涉及到勒贝格积分，这里不做讨论。一般的开集、并

集及其有限运算都符合条件。

关于联合密度

• 联合密度不是概率，其在平面点 (x, y) 的小邻域的积分才是概率；

• 类似于物理学中质量面密度的概念；

• p(x, y) 是一个全平面上有定义的二元非负函数。实际中使用的二元密

度一般在全平面连续，或者除去个别几条线之后是连续的。
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• (1.6) 中的集合 D 可以是全平面，所以∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p(x, y)dxdy = 1

• 概率的计算转化为二重积分，P ((X,Y ) ∈ D) 的概率是以 D 为底面、

以密度函数曲面为顶面的曲顶柱体的体积。

• 例 1.6 设 (X,Y ) 的联合密度为

p(x, y) =

Ce−(x+y) x ≥ 0, y ≥ 0

0 其它

• (1) 求常数 C; (2) 求 P (0 < X < 1, 0 < Y < 1)。

• 解 (1)

1 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

p(x, y)dxdy

=C

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x+y)dxdy

=C

∫ ∞

0

e−xdx

∫ ∞

0

e−ydy = C

• (2) 记 D = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}, 则

P (0 < X < 1, 0 < Y < 1) = P ((X,Y ) ∈ D)

=

∫∫
D

p(x, y)dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

e−(x+y)dxdy

=

∫ 1

0

e−xdx

∫ 1

0

e−ydy

=(1− e−1)2

连续型二维分布的边缘分布

• 定义 1.3 对于随机向量 (X,Y ), 作为其分量的随机变量 X（或 Y）的

密度函数 pX(x) (或 pY (y))，称为 (X,Y ) 的关于 X（或 Y）的边缘分

布密度。
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• 连续型二维随机向量的分量一定是连续型随机变量。

• 定理 1.1 若 (X,Y ) 的联合密度是 p(x, y), 则

p1(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

p2(y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx

(1.7)

分别是 X,Y 的分布密度。

• 证明 对任意 a < b 有

P (a < X < b) = P (a < X < b,−∞ < Y <∞)

• 令

D = {(x, y) : a < x < b,−∞ < y <∞}

• 由 (1.6) 有

P (a < X < b) =

∫∫
p(x, y)dxdy

=

∫ b

a

[∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

]
dx

=

∫ b

a

p1(x)dx

• 其中 p1(x) 是非负可积函数，由密度定义知 p1(x) 是 X 的密度函数。

p2(y) 类似。

二维均匀分布

• 定义 1.4 设 G 是平面上面积为 a(0 < a <∞) 的区域，称 (X,Y ) 服

从 G 上的均匀分布，若 P ((X,Y ) ∈ G) = 1, 且 (X,Y ) 取值属于 G 中

任意部分 A(A 是 G 的子区域) 的概率与 A 的面积成正比。

• 联合密度为

p(x, y) =

 1
a

(x, y) ∈ G

0 (x, y) /∈ G
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• 二维均匀分布可以用“几何概型”来计算概率。

• 设平面区域 G 为 y = x2 和 y = x 所夹的有限区域上的均匀分布。

• 求联合密度和边缘密度。

• 解 G 的面积为

a =

∫ 1

0

xdx−
∫ 1

0

x2dx =
1

6

• 联合密度为

p(x, y) =

6 (x, y) ∈ G

0 (x, y) /∈ G

• 边缘密度

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

=

∫ x

x2

6dy = 6(x− x2) (x ∈ [0, 1])

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx

=

∫ √
y

y

6dx = 6(
√
y − y) (y ∈ [0, 1])

• pX(x) = 0, x /∈ [0, 1], pY (y) = 0, y /∈ [0, 1]。

• 注意边缘分布 X,Y 都可以取遍 [0, 1] 内任一个值，但联合分布 (X,Y )

则不能取遍 [0, 1]× [0, 1] 内任一个值。

4.1.4 随机变量的独立性

随机变量的独立性

• 随机变量的独立性，就是关于随机变量的事件的独立性。

• 定义 1.5 设 X,Y 是两个随机变量，如果对任意 a < b, c < d，事件

{a < X < b} 与事件 {c < Y < d} 相互独立，则称 X 与 Y 是相互独

立的，简称独立。
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• 定理 1.2 设 X,Y 分别有分布密度 pX(x), pY (y), 则 X 与 Y 相互独

立的充分必要条件是：二元函数

pX(x)pY (y) (1.8)

是随机向量 (X,Y ) 的联合密度。

• 证明 “充分性”。设 pX(x)pY (y) 是 (X,Y ) 的联合密度，则

P (a < X < b, c < Y < d)

=

∫∫
a<x<b
c<y<d

pX(x)pY (y)dxdy

=

∫ b

a

pX(x)dx ·
∫ d

c

pY (y)dy

=P (a < X < b) · P (c < Y < d)

按独立性定义 X 与 Y 相互独立。

•“必要性”设 X 与 Y 相互独立，令 D = {(x, y) : a < x < b, c < y < d}，
则

P ((X,Y ) ∈ D) = P (a < X < b, c < Y < d)

=P (a < X < b) · P (c < Y < d) (独立性)

=

∫ b

a

pX(x)dx ·
∫ d

c

pY (y)dy

=

∫∫
D

[pX(x)pY (y)]dxdy

• 由联合密度定义知 pX(x)pY (y) 是 (X,Y ) 的联合密度。

离散型随机变量的独立性
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• 定理 1.3 设 X 可能取的值是 x1, x2, . . . (有限个或可列个), Y 可能取
的值是 y1, y2, . . . (有限个或可列个), 则 X 与 Y 相互独立的充分必要

条件是：对一切 i, j 成立

P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi) · P (Y = yj) (1.9)

• 证明：“充分性”：任给定 a < b, c < d, 令

A = {xi : a < xi < b}, B = {yj : c < yj < d}

则在 (1.9) 条件下

P (a < X < b, c < Y < d) = P (X ∈ A, Y ∈ B)

=
∑
xi∈A

∑
yj∈B

P (X = xi, Y = yj)

=

[∑
xi∈A

P (X = xi)

]
·

∑
yj∈B

P (Y = yj)


=P (a < X < b) · P (c < Y < d)

•“必要性”：对正整数 n 有

P (X = xi, Y = yj)

=P

(∩
n

{
X ∈ (xi −

1

n
, xi +

1

n
), Y ∈ (yj −

1

n
, yj +

1

n
)

})

= lim
n→∞

P

(
X ∈ (xi −

1

n
, xi +

1

n
), Y ∈ (yj −

1

n
, yj +

1

n
)

)
= lim
n→∞

{
P (X ∈ (xi −

1

n
, xi +

1

n
)) · P (Y ∈ (yj −

1

n
, yj +

1

n
))

}
= lim
n→∞

P

(
X ∈

(
xi −

1

n
, xi +

1

n

))
·

lim
n→∞

P

(
Y ∈

(
yj −

1

n
, yj +

1

n

))
=P

(∩
n

{
X ∈

(
xi −

1

n
, xi +

1

n

)})
·

P

(∩
n

{
Y ∈

(
yj −

1

n
, yj +

1

n

)})
=P (X = xi) · P (Y = yj)
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联合密度与边缘密度的关系

• 联合密度决定边缘密度；

• 边缘密度一般不能决定联合密度；

• 分量独立时边缘密度乘积就是联合密度。

• 例 1.8 设 X1 ∼ N(µ1, σ
2
1), X2 ∼ N(µ2, σ

2
2), 且 X1 与 X2 相互独立，

求 (X1, X2) 的联合密度。

• 解 X1, X2 的密度分别为

X1 ∼p1(x1) =
1√
2πσ1

exp
{
−1

2

(x1 − µ1)
2

σ2
1

}
X2 ∼p2(x2) =

1√
2πσ2

exp
{
−1

2

(x2 − µ2)
2

σ2
2

}
• 独立条件下 (X1, X2) 的联合密度为

p(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
exp

{
−1

2

[(
x1 − µ1

σ1

)2

+

(
x2 − µ2

σ2

)2
]}

4.1.5 二维正态分布

二维正态分布

• 二维正态分布是最常见最重要的多维分布。

• 定义 1.6 称 ξ = (X,Y ) 服从二维正态分布，如果其密度联合密度为

p(x, y)

=
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
·[(

x− µ1

σ1

)2

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(
y − µ2

σ2

)2
]}

(1.10)

• 其中 µ1, µ2, σ1 > 0, σ2 > 0,−1 < ρ < 1 是 5 个参数。

• p(x, y) 称为二维正态密度。
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二维正态分布的边缘密度

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

=
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x− µ1

σ1

)2
}
·

∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[(
y − µ2

σ2

)2

− 2ρ
(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2

]}
dy

=
1

2πσ1
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x− µ1

σ1

)2
}
·∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[
t2 − 2ρ

x− µ1

σ1
t

]}
dt

(
令t =

y − µ2

σ2

)
=

1

2πσ1
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
x− µ1

σ1

)2
}
·

∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2(1− ρ2)

[(
t− ρx− µ1

σ1

)2

− ρ2
(
x− µ1

σ1

)2
]}

dt

=
1√
2πσ1

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

[(
x− µ1

σ1

)2

− ρ2
(
x− µ1

σ1

)2
]}
·

∫ ∞

−∞

1
√
2π
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)

(
t− ρx− µ1

σ1

)2
}
dt

=
1√
2πσ1

exp
{
−1

2

(
x− µ1

σ1

)2
}
∼ N(µ1, σ

2
1)

• 类似有 Y ∼ N(µ2, σ
2
2)。

• 二维正态分布的两个分量都服从一元（一维）正态分布。

• 二维正态密度的 5 个参数中的 µ1, σ
2
1 , µ2, σ

2
2 分别是其边缘分布的均值

和方差参数。

• 上面的推导还说明了
∫∞
−∞

∫∞
−∞ p(x, y)dxdy = 1 (只要先对 y 积分得到

pX(x) 对 x 的积分)
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二维正态分布分量独立的充要条件

• 性质 若 (X,Y ) 服从二维正态分布（参数为 µ1, µ2, σ1, σ2, ρ），则 X

与 Y 相互独立 ⇐⇒ ρ = 0。

•“充分性”：设 ρ = 0, 则 p(x, y) 中
√
1− ρ2 = 1, exp 的方括号内第二

项消失，而 pX(x) 和 pY (y) 分别是 N(µ1, σ
2
1) 和 N(µ2, σ

2
2) 密度，显然

有

p(x, y) = pX(x)pY (y)

•“必要性”：若 X,Y 独立则 p(x, y) = pX(x)pY (y),

pX(x)pY (y)

=
1

2πσ1σ2
exp

{
−1

2

[(
x− µ1

σ1

)2

+

(
y − µ2

σ2

)2
]}

(1.11)

于是 (1.10) 与 (1.11) 都是 (X,Y ) 的联合密度。由于这两个密度函数

都是连续的，它们应当处处相等，特别地应有

p(µ1, µ2) =pX(µ1)pY (µ2)

即

1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

=
1

2πσ1σ2

所以 ρ = 0。

二维随机变量的分布函数

• 定义 1.7 设 (X,Y ) 是二维随机变量，称函数

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)

为它的分布函数或联合分布函数。

• 若 ξ = (X,Y ) 的分布函数有二阶连续偏导数，则 ∂2F (x,y)
∂x∂y

就是 ξ 的分

布密度。
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4.2 两个随机变量的函数的分布

两个随机变量的函数的分布

• 一个随机变量 X 的函数 Y = f(X) 的分布可以用分布函数法。

• 设 (X,Y ) 是随机向量，联合密度为 p(x, y), 求 Z = f(X,Y ) 的密度。

4.2.1 和的分布

和的分布

• Z = X + Y。

• 用分布函数法。

FZ(z) =P (Z ≤ z) = P (X + Y ≤ z)

=P ((X,Y ) ∈ D)

其中 D 是平面区域

D = {(x, y) : y ≤ z − x}

• 积分：

P (Z ≤ z) =
∫∫
D

p(x, y)dxdy

=

∫∫
y≤z−x

p(x, y)dxdy (2.1)

=

∫ ∞

−∞
dx

∫ z−x

−∞
p(x, y)dy

（二重积分化为累次积分）

=

∫ ∞

−∞
dx

∫ z

−∞
p(x, u− x)du

（作变换 u = x+ y, 则 y = u− x）

=

∫ z

−∞
du

∫ ∞

−∞
p(x, u− x)dx （积分交换次序）
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• 即

FZ(z) =P (Z ≤ z)

=

∫ z

−∞

[∫ ∞

−∞
p(x, u− x)dx

]
du

• 这说明

pZ(z) =

∫ ∞

−∞
p(x, z − x)dx (2.2)

是 Z 的密度。

• 注 若 F (x) 是随机变量 X 的分布函数，非负可积函数 p(x) 满足

F (x) =

∫ x

−∞
p(u)du, ∀x ∈ (−∞,∞)

则 X 为连续型分布，p(x) 是它的分布密度。

• 例 2.1 设 X 与 Y 相互独立，服从相同的分布 N(µ, σ2)，求 X + Y

的分布密度。

• 解 (X,Y ) 的联合密度为

p(x, y) =
1

2πσ2
exp

{
− 1

2σ2

[
(x− µ)2 + (y − µ)2

]}
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• 由 (2.2)

pZ(z) =

∫ ∞

−∞
p(x, z − x)dx

=

∫ ∞

−∞

1

2πσ2
exp

{
− 1

2σ2

[
(x− µ)2 + (z − x− µ)2

]}
dx

=
1

2πσ2

∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2σ2

[
t2 + (z − t− 2µ)2

]}
dt

( 令 t = x− µ)

=
1

2πσ2

∫ ∞

−∞
exp

{
− 1

2σ2

[
2t2 − 2(z − 2µ)t+ (z − 2µ)2

]}
dt

=
1√

2π(
√
2σ)

exp
{
−1

2

(x− 2µ)2

2σ2

}
dt∫ ∞

−∞

1√
2π σ√

2

exp
{
− 1

2σ
2

2

(
t− x− 2µ

2

)2
}
dt

=
1√

2π(
√
2σ)

exp
{
−1

2

(x− 2µ)2

2σ2

}
∼ N(2µ, 2σ2)

4.2.2 两个例子

一般方法

• 设 (X,Y ) 联合密度为 p(x, y), Z = f(X,Y )，

• (1) 求 Z 的分布函数

P (f(X,Y ) ≤ z)

• (2) 对 p(x, y) 积分

P (f(X,Y ) ≤ z) =
∫∫

f(x,y)≤z

p(x, y)dxdy

并进行积分变换，最终化为

FZ(z) =

∫ z

−∞
pZ(u)du

的形式，或 FZ(z) 可导的形式。
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• 例 2.2 设 X,Y 独立同 N(0, 1) 分布。求 Z =
√
X2 + Y 2 的密度。

• 解

FZ(z) =P (
√
X2 + Y 2 ≤ z)

=

∫∫
√
x2+y2≤z

1

2π
exp

{
−1

2
(x2 + y2)

}
dxdy (z > 0)

• 作极坐标变换： x = r cos θ

y = r sin θ
(r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ 2π)

• 有

Fz(z) =

∫ 2π

0

dθ

∫ z

0

1

2π
e−

1
2 r

2

rdr

=

∫ z

0

re−
1
2 r

2

dr (z > 0)

• 对 z ≤ 0, FZ(z) = 0。

• 于是

pZ(z) =

ze−
z2

2 z > 0

0 z ≤ 0

• 称为瑞利 (Rayleigh) 分布。

• 例 2.3 设 X,Y 独立同分布，共同的密度函数为 p(·)，分布函数为
F (·)。求 Z = max(X,Y ) 的密度函数。

• 解

FZ(z) =P (Z ≤ z) = P (max(X,Y ) ≤ z)

=P (X ≤ z, Y ≤ z)

=P (X ≤ z) · P (Y ≤ z) (独立性)

=F (z) · F (z) = F 2(z)
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• 于是 Z 的密度为

pZ(z) =[F 2(z)]′ = 2F (z) · F ′(z) = 2F (z)p(z)

4.2.3 二维变换后的密度

二维变换后的密度

• 已知 (X,Y ) 的联合密度，作变换

U =f(X,Y )

V =g(X,Y )

则 (U, V ) 联合密度？

• 定理 2.1 设 (X,Y ) 有联合密度 p(x, y), 且区域 A(可以是全平面) 满
足 P ((X,Y ) ∈ A) = 1。

又函数 f(x, y), g(x, y) 满足：

• (1) 对任意实数 u, v，方程组f(x, y) = u

g(x, y) = v
(2.4)

在 A 中至多有一个解 x = x(u, v), y = y(u, v);

• (2) f, g 在 A 中有连续偏导数；

• (3) 雅可比行列式 ∂(f,g)
∂(x,y)

在 A 中处处不等于 0。

• 设 U = f(X,Y ), V = g(X,Y )，

G = {(u, v) :方程组 (2.4) 在 A 中有解}

则

q(u, v) =

p(x(u, v), y(u, v))
∣∣∣∂(x,y)∂(u,v)

∣∣∣ 当(u, v) ∈ G

0 当(u, v) /∈ G

是 (U, V ) 的联合密度。
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• 证 给定 a < b, c < d, 设 D = {(u, v) : a < u < b, c < v < d},
D∗ = {(x, y) : (f(x, y), g(x, y)) ∈ D}, 则 (f(x, y), g(x, y)) 是 D∗ ∩ A
到 D ∩G 上的一一映射，其逆映射为 (x(u, v), y(u, v))。由重积分的变

数替换公式知∫∫
D∗∩A

p(x, y)dxdy =

∫∫
D∩G

p(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv
• 于是

P ((U, V ) ∈ D) = P ((f(X,Y ), g(X,Y )) ∈ D)

=P ((X,Y ) ∈ D∗) = P ((X,Y ) ∈ D∗ ∩A) =
∫∫

D∗∩A
p(x, y)dxdy

=

∫∫
D∩G

p(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv =

∫∫
D

q(u, v)dudv

• 即 q(u, v) 是 (U, V ) 的联合密度。

• 例 2.4 设 X,Y 相互独立，都服从 [0, 1] 上的均匀分布。

U =
√
−2 lnX cos 2πY

V =
√
−2 lnX sin 2πY

求 (U, V ) 的联合密度。

• 解 用定理 2.1。

f(x, y) =
√
−2 lnx cos 2πy

g(x, y) =
√
−2 lnx sin 2πy

A ={(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1但y ̸= 1

4
,
2

4
,
3

4
}

• 则

G ={(u, v) : u ̸= 0, v ̸= 0}

(u, v) 是极径为
√
−2 lnx、极角为 2πy 的极坐标对应的直角坐标，所

以给定 (u, v) ̸= (0, 0) 后 (x, y) 唯一确定,

x =x(u, v) = e−
1
2 (u

2+v2)

y =y(u, v) =
1

2π
atan2(u, v)
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其中 atan2(u, v) 表示求直角坐标 (u, v) 对应的极角的函数，只要

(u, v) ̸= (0, 0) 它就是存在唯一取值于 [0, 2π) 的, 为了简单起见我们在
A 的定义中还去掉了两个直角坐标系坐标轴。

• 对 y(u, v)

y(u, v) =
1

2π
atan2(u, v)

=


1
2π

arctan v
u

u > 0, v > 0

1 + 1
2π

arctan v
u

u > 0, v < 0

1
2
+ 1

2π
arctan v

u
u < 0

• 所以

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ −ue−
1
2 (u

2+v2) −ve− 1
2 (u

2+v2)

− 1
2π

v
u2+v2

1
2π

u
u2+v2

∣∣∣∣∣
=− 1

2π
e−

1
2 (u

2+v2)

• 而 (X,Y ) 的联合密度为

p(x, y) =

1 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

0 其它

• 由定理 2.1 知 (U, V ) 的联合密度为

q(u, v) =

 1
2π
e−

1
2 (u

2+v2) u ̸= 0, v ̸= 0

0 u = 0或v = 0

• 随机向量的联合密度在若干条曲线上改变值后仍为该随机向量的联合
密度。

• 所以 (U, V ) 的联合密度也可写成

φ(u, v) =
1

2π
e−

1
2 (u

2+v2)
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• 这是参数为 (0, 0, 1, 1, 0) 的二元正态分布密度，所以 U, V 相互独立，

分别服从标准正态分布。

• 设 X,Y 相互独立，都服从 N(0, 1)，

X =R cosΘ

Y =R sinΘ

(R ≥ 0, 0 ≤ Θ < 2π)

求 (R,Θ) 的联合密度与边缘密度。

• 解 用定理 2.1。取

A = {(x, y) : x ̸= 0, y ̸= 0}

并改变密度函数 q(·, ·) 在个别点上的值，可以求得 (R,Θ) 的联合密度

为

φ(r, θ) =

 1
2π
re−

1
2 r

2

r > 0, 0 < θ < 2π

0 其它

• 取

G ={(r, θ) : r > 0, 0 < θ < 2π且θ ̸= π

2
, π,

3π

2
}

• (R,Θ) 是 (X,Y ) 的极坐标, 于是

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r

• 所以 (R,Θ) 的联合密度为

f(x(r, θ), y(r, θ))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣ = 1

2π
e−

1
2 r

2

· r
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• 令

f(r) =

re−
1
2 r

2

r > 0

0 r ≤ 0

g(θ) =

 1
2π

0 < θ < 2π

0 其它

• 则 φ(r, θ) = f(r) · g(θ)，R,Θ 相互独立，分别以 f(r) 和 g(θ) 为边缘

密度（瑞利分布和均匀分布）。

• 例 2.6 设 R 与 Θ 相互独立，都服从 (0, 1) 上的均匀分布，r1 和 r2

为常数 (0 ≤ r1 < r2)，

X =r2

√
r21
r22

+

(
1− r21

r22

)
R cos(2πΘ)

Y =r2

√
r21
r22

+

(
1− r21

r22

)
R sin(2πΘ)

则 (X,Y ) 服从环

D = {(x, y) : r21 ≤ x2 + y2 ≤ r22}

上的均匀分布。

• 证 令

x =f(r, θ) = r2

√
r21
r22

+

(
1− r21

r22

)
r cos(2πθ)

y =g(r, θ) = r2

√
r21
r22

+

(
1− r21

r22

)
r sin(2πθ)

• 则

r =r(x, y) =
x2 + y2 − r21
r22 − r21

θ =θ(x, y) =
1

2π
= atan2(x, y)
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• 雅可比行列式

J =
∂(r, θ)

∂(x, y)
=

1

π(r22 − r21)

• (R,Θ) 的取值区域为 A = {(r, θ) : 0 < r < 1, 0 < θ < 1}, 对应的
(X,Y ) 的取值区域为环 D。由定理 2.1, (X,Y ) 的联合密度为 1

π(r22−r21)
(x, y) ∈ D

0 其它

• 即 (X,Y ) 服从圆环 D 上的均匀分布。

4.3 随机向量的数字特征

随机向量的数字特征

• 对一个随机变量，我们讨论了其线性变换的期望和方差的性质。

• 对两个随机变量的函数，其期望如何计算？两个随机变量的线性组合
的期望和方差有什么性质？

4.3.1 两个随机变量的函数的均值公式

两个随机变量的函数的均值公式

• 设随机向量 (X,Y ) 有密度 p(x, y), 对两个随机变量的函数 Z =

f(X,Y )，也有

E(Z) = E[f(X,Y )] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)p(x, y)dxdy

• 例 3.1 设 X,Y 独立同分布，共同分布是 N(0, 1)，求

E
√
X2 + Y 2
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• 解法 1 用公式 (3.1)

E
√
X2 + Y 2

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

√
x2 + y2 · 1

2π
· e− 1

2 (x
2+y2)dxdy

=

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

r · 1

2π
· e− 1

2 r
2

rdr (作极坐标变换)

=

∫ ∞

0

r2e−
1
2 r

2

dr =

√
2π

2

∫ ∞

−∞
x2

1√
2π
e−

1
2x

2

dx

=

√
2π

2

• 解法 2 由 §2,
√
X2 + Y 2 服从瑞利分布，其密度为

p(z) =

ze−
1
2 z

2

z > 0

0 z ≤ 0

• 所以

E
√
X2 + Y 2

=

∫ ∞

−∞
zp(z)dz

=

∫ ∞

0

z2e−
1
2 z

2

dz

=

√
2π

2

• 解法 1 不需要求 Z 的分布密度。

4.3.2 均值与方差的性质

分量的均值与方差

• 设 (X,Y ) 的联合密度为 p(x, y)，分量的边缘密度为 pX(x) 和 pY (y)，
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则

E(X) =

∫ ∞

−∞
xpX(x)dx

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
ypY (y)dy

D(X) =

∫ ∞

−∞
[x− E(X)]2pX(x)dx

D(Y ) =

∫ ∞

−∞
[y − E(Y )]2pY (y)dy

• 由随机向量函数的期望公式 (3.1) 又有

E(X) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xp(x, y)dxdy

E(Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yp(x, y)dxdy

D(X) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[x− E(X)]2p(x, y)dxdy

D(Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[y − E(Y )]2p(x, y)dxdy

随机变量和的期望和方差

• 对随机变量 X,Y 有

E(X + Y ) =E(X) + E(Y ) (3.3)

D(X + Y ) =D(X) +D(Y )

+ 2E{[X − E(X)][Y − E(Y )]} (3.4)

• 当 X,Y 独立时有

E(X · Y ) =E(X) · E(Y ) (3.5)

D(X + Y ) =D(X) +D(Y ) (3.6)

E{[X − E(X)][Y − E(Y )]} =0
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• 证 对 (3.3), 由 (3.1) 式 (这需要 (X,Y ) 为连续型，但结论对一般随机

变量成立)

E(X + Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(x+ y)p(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xp(x, y)dxdy

+

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yp(x, y)dxdy

=E(X) + E(Y )

• 对 (3.4),

D(X + Y ) = E[(X + Y )− E(X + Y )]2

=E{[X − E(X)] + [Y − E(Y )]}2

=E{[X − E(X)]2 + [Y − E(Y )]2 + 2[X − E(X)][Y − E(Y )]}

=E[X − E(X)]2 + E[Y − E(Y )]2 + 2E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

(用 (3.3) 式)

=D(X) +D(Y ) + 2E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

• 对 (3.5), 因 X,Y 相互独立，有

p(x, y) = pX(x) · pY (y)

• 由 (3.1) 知

E(X · Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyp(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xypX(x)pY (y)dxdy

=

[∫ ∞

−∞
xpX(x)dx

]
·
[∫ ∞

−∞
ypY (y)dy

]
=E(X) · E(Y )
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• 对 (3.6), 当 X,Y 相互独立时用 (3.5)

E{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

=E {XY −XE(Y )− Y E(X) + E(X) · E(Y )}

=E(XY )− E(X) · E(Y )− E(Y ) · E(X) + E(X) · E(Y )

(用 (3.3) 及期望的线性性质)

=E(XY )− E(X) · E(Y )

=0 (用 (3.5) 式)

• 从而由 (3.4) 即得 (3.6) 式。

4.3.3 协方差

协方差

• 定义 3.1 称向量 (E(X), E(Y )) 为随机向量 (X,Y ) 的均值，称数

值 E{[X − E(X)][Y − E(Y )]} 为 X,Y 的协方差, 记为 Cov(X,Y ) 或

σXY。

• 由公式 (3.1)

Cov(X,Y ) = σXY

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[x− E(X)][y − E(Y )]p(x, y)dxdy

• D(X), D(Y ) 也可以记成 σXX , σY Y。

• 当 X,Y 相互独立时 Cov(X,Y ) = 0。

• 若 Cov(X,Y ) = 0，则称 X,Y 不相关 。

• 独立必不相关；不相关不一定独立。

• 例 3.2 设 (X,Y ) 的联合密度为

p(x, y) =

 1
π

x2 + y2 ≤ 1

0 其它

(单位圆内的二维均匀分布), 求 σXX , σY Y , σXY。
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• 解 先求 E(X), E(Y )。

E(X) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xp(x, y)dxdy =

∫∫
x2+y2≤1

x · 1
π
dxdy

=
1

π

∫ 1

−1

dy

∫ √1−y2

−
√

1−y2
xdx = 0

这是因为内层积分被积函数 x 是奇函数，在关于 0 对称的区间
[−
√
1− y2,

√
1− y2] 积分等于 0。

• 类似地，E(Y ) = 0。

• 对 σXX :

σXX =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[x− E(X)]2p(x, y)dxdy

=
1

π

∫∫
x2+y2≤1

x2dxdy

=
1

π

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

r2 cos2 θ · rdr (作极坐标变换)

=
1

π

(∫ 2π

0

cos2 θdθ
)
·
(∫ 1

0

r3dr

)
=
1

π
· π · 1

4
=

1

4

• 同理 σY Y = 1
4
。

• 对 σXY :

σXY =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[x− E(X)][y − E(Y )]p(x, y)dxdy

=
1

π

∫∫
x2+y2≤1

xydxdy

=
1

π

∫ 1

−1

ydy

∫ √1−y2

−
√

1−y2
xdx

=0

其中内层积分是在关于 0 对称的区间 [−
√
1− y2,

√
1− y2] 上的奇函

数 x 的积分。
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• 这个联合分布的协方差 σXY = 0(X 和 Y 不相关), 但是 X 和 Y 不独

立：

• X 和 Y 单独都可以取 [−1, 1] 内的任意值，但是给定 X = x 后，Y 只

能在 [−
√
1− x2,

√
1− x2] 内取值。

• 比如，考虑 A = [
√
2
2
, 1], B = [

√
2
2
, 1],则 P (X ∈ A) > 0, P (Y ∈ B) > 0，

但

P (X ∈ A, Y ∈ B) = 0 ̸= P (X ∈ A) · P (Y ∈ B)

• 可以作为不相关不一定独立的例子。

• 例 3.3 设 (X,Y ) 服从二维正态分布，密度函数为

p(x, y)

=
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
·[(

x− µ1

σ1

)2

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(
y − µ2

σ2

)2
]}

求 σXY。

• 前面已说明 E(X) = µ1, E(Y ) = µ2, D(X) = σ2
1, D(Y ) = σ2

2。
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• 解

σXY =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
[x− E(X)][y − E(Y )]p(x, y)dxdy

(作变量替换 u =
x− µ1

σ1
, v =

y − µ2

σ2
)

=
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
σ1u · σ2v·

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
(u2 − 2ρuv + v2)

}
σ1σ2dudv

=
σ1σ2

2π
√
1− ρ2

∫ ∞

−∞
vdv

∫ ∞

−∞
u·

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
[
(u− ρv)2 − ρ2v2 + v2

]}
du

=
σ1σ2√
2π

∫ ∞

−∞
ve−

v2

2 dv

∫ ∞

−∞
u

1
√
2π
√
1− ρ2

exp
{
−(u− ρv)2

2(1− ρ2)

}
du

=
σ1σ2√
2π

∫ ∞

−∞
ve−

v2

2 dv · ρv (N(ρv, 1− ρ2) 的期望)

=ρσ1σ2

∫ ∞

−∞
v2

1√
2π
e−

v2

2 dv

=ρσ1σ2 (N(0,1) 的方差)

• 二元正态分布中参数 ρ 的意义:

ρ =
σXY
σ1σ2

=
σXY√

σXX
√
σY Y

• §4.1 证明了，对二元正态分布，分量独立的充分必要条件是 ρ = 0。

• 所以二元正态分布分量独立的充分必要条件是 σXY = 0, 即对二元正
态分布，独立与不相关是等价的。

• 对于一般的二元分布，不相关不能推出独立。

4.3.4 相关系数

相关系数
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• 定义 3.2 称
σXY√

σXX
√
σY Y

为 X,Y 的相关系数 （要求分母不等于 0），记作 ρXY 或 ρ。即

ρXY =
σXY√

σXX
√
σY Y

(3.9)

• 对二元正态分布，参数 ρ 是两个分量的相关系数。

相关系数的性质

• 相关系数满足

|ρ| ≤ 1 (3.10)

• 证 对于任意实数 λ，有

D(Y − λX)

=E[(Y − λX)− E(Y − λX)]2

=E{[Y − E(Y )]− λ[X − E(X)]}2

=E[Y − E(Y )]2 + λ2E[X − E(X)]2

− 2λE{[X − E(X)][Y − E(Y )]}

=σY Y + λ2σXX − 2λσXY

=σXXλ
2 − 2σXY λ+ σY Y (3.11)

• 取 λ = b
△
= σXY

σXX
, 则

D(Y − bX) =σY Y

(
b2
σXX
σY Y

− 2b
σXY
σY Y

+ 1

)
=σY Y

(
σ2
XY

σXXσY Y
− 2

σ2
XY

σXXσY Y
+ 1

)
=σY Y

(
1− ρ2

)
• 因方差总是非负所以

1− ρ2 ≥ 0, |ρ| ≤ 1
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• 另外由证明可见 |ρ| = 1 当且仅当 D(Y − bX) = 0，而随机变量方差

等于 0，则此随机变量等于某个常数 a 的概率为 1。所以 |ρ| = 1 当且

仅当存在常数 a 使得

P (Y − bX = a) = 1, 即P (Y = a+ bX) = 1

相关系数的意义

• 相关系数 ρ = ρXY 刻画了 X,Y 间线性关系的近似程度。

• |ρ| 越接近于 1, X 与 Y 越近似地有线性关系。

• 但是，ρ 不一定能反映非线性的关系。

• 比如, X ∼ N(0, 1)，Y = X2，则 Y 与 X 有密切的非线性关系，但是

ρXY = 0。

4.3.5 线性预测与相关系数

线性预测

• 预测问题是统计学的重要研究课题。

• 用随机变量 X 的函数去预测随机变量 Y，最简单的函数就是 X 的线

性函数 a+ bX。

• 设 σXX > 0, σY Y > 0，如何选取 a, b 使得 a+ bX 与 Y 最接近？

• 什么是“最接近”？

• 用

Q = Q(a, b) = E[Y − (a+ bX)]2

作为 Y 与 a+ bX 的“距离”，衡量预测的接近程度，叫做预测的均方

误差。

• 求 a, b 使 Q(a, b) 最小。
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• Q(a, b) 关于 a, b 是二次多项式，可以用配方的办法或令偏导数等于零

的办法来求最小值点。

• 配方法：

Q(a, b) =E[Y − (a+ bX)]2

=E
{
[(Y − E(Y ))− b(X − E(X))]

+ [E(Y )− bE(X)− a]
}2 (*)

• 记

Z =(Y − E(Y ))− b(X − E(X))

易见

E(Z) =0

• 并注意 E(Y )− bE(X)− a 是非随机的，

• 这样 (*) 展开时交叉项为

2E
{
Z [E(Y )− bE(X)− a]

}
=2E(Z) · [E(Y )− bE(X)− a] = 0

• 于是 (*) 式展开为

Q(a, b)

=E [(Y − E(Y ))− b(X − E(X))]
2
+ [E(Y )− bE(X)− a]2

=E[Y − E(Y )]2 + b2E[X − E(X)]2

− 2bE[(X − E(X))(Y − E(Y ))] + [E(Y )− bE(X)− a]2

=σY Y + b2σXX − 2bσXY + [E(Y )− bE(X)− a]2

=σXX

(
b− σXY

σXX

)2

+ [E(Y )− bE(X)− a]2 +
(
σY Y −

σ2
XY

σXX

)
• 最小化 Q(a, b)，第一项最小应取

b =
σXY
σXX

• 第二项最小只要

a = E(Y )− bE(X)
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• Q(a, b) 的最小值点为

b∗ =
σXY
σXX

= ρ

√
σY Y
σXX

a∗ =E(Y )− b∗E(X)

• 最小值为

Q(a∗, b∗) =σY Y −
σ2
XY

σXX
= σY Y (1− ρ2)

• 只要 ρ ̸= 0，预测误差就小于 σY Y，σY Y 是用 a + BX ≡ E(Y ) 来预

报 Y 的均方误差。

• |ρ| 越接近于 1，预测误差越小。

4.4 关于 n 维随机向量

n 维随机向量

• n 维随机向量的有关结论都与二维时类似。

4.4.1 联合密度与边缘密度

联合密度与边缘密度

• 定义 4.1 对于 n 维随机向量 ξ = (X1, X2, . . . , Xn), 如果存在非负函
数 p(x1, x2, . . . , xn)，使对于任意 n 维长方体

D =
{
(x1, x2, . . . , xn) : a1 < x1 < b1, a2 < x2 < b2, . . . ,

an < xn < bn
}

均成立

P (ξ ∈ D) =

∫∫
D

· · ·
∫
p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (4.1)
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则称 ξ = (X1, X2, . . . , Xn)是连续型的，并称 p(x1, x2, . . . , xn) 为 ξ 的

分布密度，或称联合分布密度（简称联合密度）。

• 对于 n 维空间中相当一般的集合 D 仍成立

P (ξ ∈ D) =

∫∫
D

· · ·
∫
p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (4.2)

• 称 (X1, X2, . . . , Xn) 的一部分分量所构成的向量（如 (X1, X2)）的分

布密度为边缘密度。

• 每个分量 Xi 的分布密度 pi(xi)也是 (X1, X2, . . . , Xn)的边缘密度，称

为单个密度。

• 联合密度决定边缘密度。

• 求某几个分量的边缘密度，只要从联合密度中把其它分量的自变量积
分掉，如

p1(x1) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
p(x1, x2, . . . , xn)dx2dx3 . . . dxn (4.3)

p12(x1, x2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
p(x1, x2, . . . , xn)dx3dx4 . . . dxn

n 维正态分布

• 定义 4.2 称随机向量 ξ = (X1, X2, . . . , Xn) 服从 n 维正态分布 (也称
ξ 是 n 维正态随机向量), 如果它有分布密度

p(x1, x2, . . . , xn)

=
1

(2π)
n
2 |Σ| 12

exp
{
− 1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

}
(4.4)

其中 x = (x1, x2, . . . , xn)
T , µ = (µ1, µ2, . . . , µn) 是非随机的常数向量，

Σ = (σij)n×n 是 n 阶正定常数矩阵。

• 记 ξ ∼ N(µ,Σ)。
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4.4.2 独立性

独立性

• 定义 4.3 设 X1, X2, . . . , Xn 是 n个随机变量，如果对任意 ai < bi(i =
1, 2, . . . , n), 事件 {a1 < X1 < b1}, {a2 < X2 < b2}, . . ., {an < Xn <

bn} 相互独立，则称 X1, X2, . . . , Xn 是相互独立的。

• 定理 4.1 设 X1, X2, . . . , Xn 的分布密度分别是 p1(x1), p2(x2), . . .,
pn(xn), 则 X1, X2, . . . , Xn 相互独立的充分必要条件是

p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn)

是 (X1, X2, . . . , Xn) 的联合分布密度。

4.4.3 n 个随机变量的函数的分布

n 个随机变量的函数的分布

• 设 Y = f(X1, X2, . . . , Xn)，求 Y 的分布函数

FY (y) =P (f(X1, X2, . . . , Xn) ≤ y)

=

∫
· · ·
∫

f(x1,x2,...,xn)≤y

p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn (4.5)

4.4.4 数字特征

数字特征

• 随机向量函数的期望

E[f(X1, X2, . . . , Xn)]

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
f(x1, x2, . . . , xn)

· p(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn

(要求右端的积分绝对收敛)
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• 离散型随机向量积分变成求和。

• 称 (E(X1), E(X2), . . . , E(Xn)) 为随机向量 (X1, X2, . . . , Xn) 的期望

（均值）。

• 期望的性质

E(X1 +X2 + · · ·+Xn) =E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn)

• 当 X1, X2, . . . , Xn 相互独立时，

E(X1X2 . . . Xn) =E(X1)E(X2) . . . E(Xn) (4.8)

D(X1 +X2 + · · ·+Xn) =D(X1) +D(X2) + · · ·+D(Xn)

• 这三条都可以由两个随机变量的相应结论递推证明。

• 关于独立性：设X1, X2, . . . , Xm与 Y1, Y2, . . . , Yn相互独立，则 f(X1, X2, . . . , Xm)

与 g(Y1, Y2, . . . , Yn) 相互独立。

协方差阵

• 记

σij =E[(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))]

(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n) (4.9)

则 σii = D(Xi), i ̸= j 时 σij 是 Xi 与 Xj 的协方差。

• 称矩阵 
σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22 · · · σ2n
...

...
...

σn1 σn2 · · · σnn


为 (X1, X2, . . . , Xn) 的协差阵 (或协方差阵，方差阵)，记为 Σ。

• Σ 是实对称矩阵，是非负定阵。
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Σ 非负定的证明

• 对任意实数 a1, a2, . . . , an

D(

n∑
i=1

aiXi) =E

[
n∑
i=1

ai(Xi − E(Xi))

]2

=E

[
n∑
i=1

ai(Xi − E(Xi)) ·
n∑
j=1

aj(Xj − E(Xj))

]

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajE[(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))]

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajσij

• 由方差非负及非负定的定义即知 Σ 非负定。

相关系数与相关阵

• 记

ρij =
σij√
σii
√
σjj

(i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n)

则 i ̸= j 时 ρij 是 Xi 与 Xj 的相关系数。而

ρii ≡ 1 (i = 1, 2, . . . , n)

• 称矩阵 
1 ρ12 · · · ρ1n

ρ21 1 · · · ρ2n
...

...
...

ρn1 ρn2 · · · 1


为 (X1, X2, . . . , Xn) 的相关阵 (或相关系数阵), 记为 R。R 也是实对

称非负定阵。
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• 如果把X1, X2, . . . , Xn分别标准化得到 Y1, Y2, . . . , Yn，则R是 (Y1, Y2, . . . , Yn)

的协方差阵。

• 记

C =


1√
σ11

0 · · · 0

0 1√
σ22

· · · 0
...

... . . . 0

0 0 · · · 1√
σnn


• 则有

R = CΣC

n 维分布函数

• 定义 4.4 设 ξ = (X1, X2, . . . , Xn) 是 n 维随机向量，称 n 元函数

F (x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)

为 ξ 的分布函数（也称为 X1, X2, . . . , Xn 的联合分布函数)。

• 如果 ξ 有联合密度 p(x1, x2, . . . , xn) 则

F (x1, x2, . . . , xn)

=

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
p(u1, u2, . . . , un)du1du2 . . . dun

4.5 条件分布与条件期望

4.5.1 条件分布

条件概率与随机变量

• 随机变量可以用来表示事件的不同结果，如：
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– 成败型试验 n 次独立重复成功次数；

– 测量两地之间距离误差大小；

– 电子产品从启用到失效的时间，等等。

• 条件概率是在事件 A 发生的条件下，事件 B 发生的概率。

P (B|A) = P (AB)

P (A)

• 条件概率可以针对两个随机变量的相关事件。

例：条件概率与随机变量

• 例 5.1 一射手进行射击，单发击中目标的概率为 p(0 < p < 1)，射击
进行到击中目标两次为止。

• 设 X 表示第一次击中目标需要的次数；Y 表示到击中两次为止所用

的射击次数。

• 求条件概率：已知射手用了 10 次完成任务，问射手于第 5 次首次击
中的概率？

• 更一般地，已知射手用了 10 次完成任务，问射手于第 m 次首次击中

的概率？

P (X = m|Y = 10) =
P (X = m,Y = 10)

P (Y = 10)
, m = 1, 2, . . . , 9

• 作为 m 的函数，这是一个“条件分布”。

例：连续型随机变量的条件概率

• 设 (X,Y ) 服从单位圆内的二维均匀分布。

• 问：当 X = 3
5
时，Y ∈ [a, b] 的概率？

• 注意：P (X = 3
5
) = 0，但上述条件概率是有意义的。
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• 已知 X = 3
5
后，Y 取值于 (− 4

5
, 4
5
)，且均匀取值。对 − 4

5
≤ a < b ≤ 4

5
,

P (Y ∈ (a, b)|X =
4

5
) =

b− a
2 · 4

5

• 在 X = 4
5
条件下，Y 服从 (− 4

5
, 4
5
) 上的“条件分布”。

条件分布

• 设 X,Y 是两个随机变量，给定实数 y，如果 P (Y = y) > 0，则称 x

的函数

P (X ≤ x|Y = y)

为 Y = y 条件下 X 的条件分布函数，记为 FX|Y (x|y)。

FX|Y (x|y) =
P (X ≤ x, Y = y)

P (Y = y)

• 但是当 P (Y = y) = 0 时，上述的条件概率也是有意义的。

• 用极限来定义这样的条件概率。

• 定义 5.1 设对任意 ε > 0,

P (y − ε < Y ≤ y + ε) > 0.

若极限

lim
ε→0

P (X ≤ x|y − ε < Y ≤ y + ε)

存在，则称此极限为 Y = y 的条件下 X 的条件分布函数，记作

P (X ≤ x|Y = y) 或 FX|Y (x|y)，即

FX|Y (x|y) = lim
ε→0

P (X ≤ x|y − ε < Y ≤ y + ε) (5.2)

• 条件分布函数也是分布函数：单调上升右连续，−∞ 极限为 0，+∞
极限为 1。

• 条件分布与联合分布有关，被联合分布决定。
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离散型的条件分布

• 设 (X,Y ) 是二维离散型随机向量，

P (X = xi, Y = yj) = pij (i = 1, 2, . . . ; j = 1, 2, . . . )

其中 P (Y = yj) > 0, j = 1, 2, . . .。

• 则在 Y = yj 的条件下 X 的条件分布为

P (X = xi|Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)

=
pij∑
k pkj

(i = 1, 2, . . . )

• 例 5.1(续) 来求给定 Y = n 后 X 的条件分布。

• (X,Y ) 的联合分布为

P (X = m,Y = n)

=P (第 1∼ 第 m− 1 次未击中，第 m 次击中，

第 m+ 1 ∼ 第 n− 1 次未击中，第 n 次击中)

=qm−1pqn−m−1p

=p2qn−2, (n = 2, 3, . . . ,m = 1, 2, . . . , n− 1)

• 其中 q = 1− p。

• 注意 X,Y 不独立，因为其概率大于零的区域不是矩形的。
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• 于是 X 的边缘分布为

P (X = m) =
∞∑

n=m+1

P (X = m,Y = n)

=
∞∑

n=m+1

p2qn−2 = p2qm−1

∞∑
n=m+1

qn−m−1

=p2qm−1

∞∑
k=0

qk (k = n−m− 1)

=p2qm−1 1

1− q
= pqm−1 (m = 1, 2, . . . )

• Y 的边缘分布为

P (Y = n) =

n−1∑
m=1

P (X = m,Y = n)

=

n−1∑
m=1

p2qn−2

=(n− 1)p2qn−2 (n = 2, 3, . . . )

• 已知 Y = n 时 X 的条件分布为

P (X = m|Y = n) =

 1
n−1

n ≥ 2,m = 1, 2, . . . , n− 1

0 其它

这是取值于 {1, 2, . . . , n− 1} 的“离散均匀分布”。

• 类似地，已知 X = m 时 Y 的条件分布为

P (Y = n|X = m) =

pqn−m−1 n = m+ 1,m+ 2, . . .

0 其它
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连续型条件分布

• 设随机向量 (X,Y ) 有联合分布函数 F (x, y)，联合密度 p(x, y)。

• 对 p(x, y) 加一些条件（实际中通常可以满足）后给出连续型条件分布

的表达式。

• 联合分布函数 F (x, y) 可表示为

F (x, y) =

∫ y

−∞

∫ x

−∞
p(u, v)dudv

• Y 的边缘分布密度为

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx

分布函数为

FY (y) =

∫ y

−∞
pY (u)du

• 于是在 Y = y 的条件下，若 pY (y) > 0, X 条件分布函数为

FX|Y (x|y)

= lim
ε→0

P (X ≤ x|y − ε < Y ≤ y + ε)

= lim
ε→0

P (X ≤ x, y − ε < Y ≤ y + ε)

P (y − ε < Y ≤ y + ε)

= lim
ε→0

F (x, y + ε)− F (x, y − ε)
FY (y + ε)− FY (y − ε)

=
lim
ε→0

F (x,y+ε)−F (x,y−ε)
2ε

lim
ε→0

FY (y+ε)−FY (y−ε)
2ε

(*)

( 若分子和分母两个极限存在)
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• 若 pY (u) 在 u = y 处连续，则

dFY (y)

dy
= pY (y)

从而

lim
ε→0

FY (y + ε)− FY (y − ε)
2ε

= pY (y)

• 即这时 (*) 的分母为 pY (y)。

• 若
∫ x
−∞ p(u, v)du 在 v = y 处连续，则

∂F (x, y)

∂y
=

∂

∂y

∫ y

−∞

∫ x

−∞
p(u, v)dudv

=

∫ x

−∞
p(u, y)du

• 从而 (*) 的分子

lim
ε→0

F (x, y + ε)− F (x, y − ε)
2ε

=

∫ x

−∞
p(u, y)du

• 于是

FX|Y (x|y) =
∫ x
−∞ p(u, y)du

pY (y)

=

∫ x

−∞

p(u, y)

pY (y)
du (当 pY (y) > 0 时)

• 称
p(x, y)

pY (y)

为 Y = y 的条件下 X 的条件分布密度，记作 pX|Y (x|y)，即

pX|Y (x|y) =
p(x, y)

pY (y)
(5.4)
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• 条件分布密度公式与离散型的条件概率分布公式类似。

• 要求 pY (y) > 0。

• 例 5.2 设 (X,Y ) 服从二维正态分布，联合密度为

p(x, y)

=
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp
{
− 1

2(1− ρ2)
·[(

x− µ1

σ1

)2

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(
y − µ2

σ2

)2
]}

(1.10)

• X 的边缘分布为 N(µ1, σ
2
1)，所以

px(x) =
1√
2πσ1

exp
{
− 1

2σ2
1

(x− µ1)
2
}

• 于是给定 X = x 时 Y 的条件分布密度为

pY |X(y|x)

=
1

√
2π
√
1− ρ2σ2

exp
{
y 的一元二次多项式

}

• 推导：记 z = x−µ1

σ1
, 则

− 1

2(1− ρ2)
·

[
z2 − 2ρz

y − µ2

σ2
+

(
y − µ2

σ2

)2
]
+

1

2
z2

=− 1

2(1− ρ2)
·
[
1

σ2
2

y2 − 2
µ2

σ2
2

y − 2
ρz

σ2
y

]
+ Const.

=− 1

2σ2
2(1− ρ2)

·
[
y2 − 2(µ2 + ρzσ2)y

]
+ Const.

=− 1

2σ2
2(1− ρ2)

· [y − (µ2 + ρσ2z)]
2
+ Const.

• 其中 Const. 表示与 y 无关的项。
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• 所以

PY |X(y|x)

=
1

√
2π
√

1− ρ2σ2
·

exp
{
− 1

2σ2
2(1− ρ2)

· [y − (µ2 + ρσ2z)]
2

}

• 即

Y |X = x ∼ N
(
µ2 + ρσ2

x− µ1

σ1
, σ2

2(1− ρ2)
)

• 类似地，Y = y 时 X 的条件分布为

X|Y = y ∼ N
(
µ1 + ρσ1

y − µ2

σ2
, σ2

1(1− ρ2)
)

4.5.2 条件期望

条件期望

• 条件分布也是分布，期望由分布决定，条件分布决定的期望叫做条件
期望。

• 定义 5.2 设 X,Y 是两个随机变量，有联合密度 p(x, y), 设 Y = y 的

条件下 X 有条件分布密度 pX|Y (x|y)，则∫ ∞

−∞
xpX|Y (x|y)dx

叫做 Y = y 的条件下 X 的条件期望, 记作 E(X|Y = y)。

• 要求上面的积分绝对收敛。

• 对离散型条件分布类似定义条件期望。
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• 由连续型随机向量的条件密度公式 (5.4) 知

E(X|Y = y) =
1

pY (y)

∫ ∞

−∞
xp(x, y)dx (5.5)

• E(X|Y = y) 的意义：在 Y = y 的条件下，X 取值的平均大小。

• E(X|Y = y) 是 y 的函数，记为 g(y)。把 g(Y ) 记为 E(X|Y )，这是随

机变量 Y 的函数。

• 性质：

E[E(X|Y )] =E(g(Y ))

=

∫
{y:pY (y)>0}

g(y)pY (y)dy

=

∫
{y:pY (y)>0}

E(X|Y = y)pY (y)dy

=E(X) (5.6)

• 公式 (5.6) 的一个用处是：有时 E(X) 不易求，但是 E(X|Y = y) 容

易求，E[g(Y )] = E[E(X|Y )] 也容易求，就可以用 (5.6) 求 E(X)。

• 可以看成全概公式的推广。

• 证 当 pY (y) = 0 时 ∫ ∞

−∞
xp(x, y) = 0. (*)
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• 事实上，这时对任意 A > 0,∣∣∣∣∫ A

−A
xp(x, y)dx

∣∣∣∣ ≤ A ∫ A

−A
p(x, y)dx

≤A
∫ ∞

−∞
p(x, y)dx = ApY (y) = 0

令 A→∞ 即可知 pY (y) = 0 时 (*) 式成立。

• 于是由 (5.5) ∫
{y:pY (y)>0}

E(X|Y = y)pY (y)dy

=

∫
{y:pY (y)>0}

[∫ ∞

−∞
xp(x, y)dx

]
dy

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
xp(x, y)dx

]
dy

=

∫ ∞

−∞
x

[∫ ∞

−∞
p(x, y)dy

]
dx

=

∫ ∞

−∞
xpX(x)dx = E(X)

• 于是 (5.6) 成立。

• 例 5.3 设 U1, U2, . . . 是独立同分布的随机变量列，共同分布为 U(0, 1)。

N = min
{
n :

n∑
i=1

Ui > 1

}

求 E(N)。

• 对任意 x ∈ [0, 1]，令

N(x) =min
{
n :

n∑
i=1

Ui > x

}
m(x) =E[N(x)]
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• 由 (5.6) 有

m(x) =E{E[N(x)|U1]} =
∫ 1

0

E[N(x)|U1 = y]dy

• 这里 N(x) 为离散分布而 U1 为连续型分布，但

E[N(x)] = E{E[N(x)|U1]}

仍成立。

• 其中

E[N(x)|U1 = y] =

1 y > x

1 +m(x− y) y ≤ x

• 于是

m(x) =

∫ 1

x

dy +

∫ x

0

[1 +m(x− y)]dy

=1 +

∫ x

0

m(u)du

• 有微分方程

m′(x) = m(x)

• 于是

m(x) = kex

• 而 m(0) = 1, 所以 k = 1，m(x) = ex。

• E(N) = m(1) = e。
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• 例 5.4 设某工厂每月电力供应服从 U(10, 30)（单位：万度）。电力需

求服从 U(10, 20)。

• 如果电力足够，每 1 万度电可创造 30 万元利润。

• 如果电力不足，则不足部分另外解决，不足部分电力每 1 万度只能创
造 10 万元利润。

• 求此工厂每月平均利润。

• 解 设电力需求为 X(万度)，供应为 Y (万度)，工厂每月的利润为 R(万
元)。

• 可以认为 X,Y 相互独立。

• 利润为

R =

30X X ≤ Y

30Y + 10(X − Y ) X > Y

• 当 20 ≤ y ≤ 30 时，一定有 X ≤ y，

E(R|Y = y) =E(30X) = 30E(X)

=30 · 10 + 20

2
= 450(万度)
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• 当 10 ≤ y < 20 时，

E(R|Y = y)

=E[RI{X≤y}|Y = y] + E[RI{X>y}|Y = y]

=E[30XI{X≤y}|Y = y] + E[(30y + 10(X − y))I{X>y}|Y = y]

=E[30XI{X≤y}] + E[(30y + 10(X − y))I{X>y}]

=

∫ y

10

30x · 1
10
dx+

∫ 20

y

(30y + 10(x− y)) · 1
10
dx

=50 + 40y − y2

• 由 (5.6)

E(R) =E[E(R|Y )]

=

∫ 30

10

E(R|Y = y)pY (y)dy

=

∫ 20

10

(50 + 40y − y2) · 1
20
dy +

∫ 30

20

450 · 1
20
dy

≈433(万元)

• 即工厂每月的平均利润约为 433 万元。

随机向量的条件分布和条件期望

• 设 X = (X1, X2, . . . , Xm) 和 Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) 是两个随机向量。

• 设 ∀ε > 0,

P (y1 − ε < Y1 ≤ y1 + ε, y2 − ε < Y2 ≤ y2 + ε, . . . ,

yn − ε < Yn ≤ yn + ε) > 0
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• 称

FX|Y (x1, x2, . . . , xm|y1, y2, . . . , yn)

= lim
ε→0

P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xm ≤ xm|

y1 − ε < Y1 ≤ y1 + ε, y2 − ε < Y2 ≤ y2 + ε, . . . ,

yn − ε < Yn ≤ yn + ε)

(若极限存在) 为 Y = (y1, y2, . . . , yn) 条件下 X 的条件分布函数。

• 如果 (X,Y ) 有联合密度 p(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn), 在相当广泛
的条件下

FX|Y (x1, x2, . . . , xm|y1, y2, . . . , yn)

=

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
· · ·
∫ xm

−∞

p(u1, u2, . . . , um, y1, y2, . . . , yn)

pY (y1, y2, . . . , yn)

du1du2 . . . dum

• 称上式中的被积函数为 Y = (y1, y2, . . . , yn) 的条件下 X 的条件分布

密度。

• 在 Y = (y1, y2, . . . , yn) 条件下 Xi 的条件分布密度是上述条件分布密

度的一个边缘密度，为

pi(ui|y) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

p(u1, u2, . . . , um, y1, y2, . . . , yn)

pY (y1, y2, . . . , yn)

du1du2 . . . ui−1ui+1 . . . dun

(当 pY (y1, y2, . . . , yn) > 0 时)

• 在 Y = (y1, y2, . . . , yn) 条件下 Xi 的条件期望为

E(Xi|Y = (y1, y2, . . . , yn))

=

∫ ∞

−∞
upi(u|y)du (i = 1, 2, . . . ,m)
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• 定义

E(X|Y = (y1, y2, . . . , yn))

=(E(X1|Y = (y1, y2, . . . , yn)), E(X2|Y = (y1, y2, . . . , yn)),

. . . , E(Xm|Y = (y1, y2, . . . , yn)))

4.5.3 最佳预测与条件期望

最佳预测

• 考虑用 X 的观测值去预测 Y 的值的问题。

• 求函数 ψ(·) 使得 ψ(X) 与 Y 最接近。

• 什么是“最接近”？

• 一个准则是“均方误差最小准则”，求 ψ(·) 使

E[Y − ψ(X)]2

最小。

最佳预测与条件期望

• 定理 5.1 设 (X,Y ) 有联合密度 p(x, y), E(Y 2) 存在，令

ϕ(x) =

E(Y |X = x) 当pX(x) > 0

0 当pX(x) = 0

记 E(Y |X) = ϕ(X)。则

E[Y − E(Y |X)]2 = min
ψ
E[Y − ψ(X)]2 (5.12)

• (X,Y ) 为离散型随机向量时也有同样结果。

• 即用给定 X 后的 Y 的条件期望去预测 Y，在所有的 X 的函数作的

预测中均方误差最小。
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• 证 不妨设 E[ψ(X)]2 存在。易知

E[Y − ψ(X)]2

=E{[Y − ϕ(X)] + [ϕ(X)− ψ(X)]}2

=E[Y − ϕ(X)]2 + E[ϕ(X)− ψ(X)]2

+ 2E{[Y − ϕ(X)][ϕ(X)− ψ(X)]}

• 来证其中交叉项等于 0。只要证

E{Y [ϕ(X)− ψ(X)]} = E{ϕ(X)[ϕ(X)− ψ(X)]} (5.13)

• 对 x 使得 pX(x) = 0，有
∫∞
−∞ p(x, y)dy = 0, 从而∫ ∞

−∞
yp(x, y)dy = 0 = ϕ(x)pX(x)

• 对 x 使得 pX(x) > 0，有

ϕ(x) = E(Y |X = x)

=

∫ ∞

−∞
y
p(x, y)

pX(x)
dy

所以 ∫ ∞

−∞
yp(x, y)dy = ϕ(x)pX(x)

• 总之，对任意 x 都有∫ ∞

−∞
yp(x, y)dy = ϕ(x)pX(x)
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• 于是

E {Y [ϕ(X)− ψ(X)]}

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y[ϕ(x)− ψ(x)]p(x, y)dxdy

=

∫ ∞

−∞
[ϕ(x)− ψ(x)]

∫ ∞

−∞
yp(x, y)dydx

=

∫ ∞

−∞
[ϕ(x)− ψ(x)]ϕ(x)pX(x)dx

=E {ϕ(X) [ϕ(X)− ψ(X)]}

• 即交叉项等于 0，

E[Y − ψ(X)]2 ≥ E[Y − ϕ(X)]2

• 例 5.5 设 (X,Y ) 服从二元正态分布，参数为 (µ1, µ2, σ1, σ2, ρ)。

• 由例 5.2 知 Y |X = x 服从 N
(
µ2 + ρσ2

x−µ1

σ1
, σ2

2(1− ρ2)
)
。

• 于是

E(Y |X = x) =

∫ ∞

−∞
ypY |X(y|x)dy = µ2 + ρσ2

x− µ1

σ1

• 所以用

ϕ(X) = µ2 + ρσ2
X − µ1

σ1

预测 Y，在用 X 的函数作的预测中均方误差最小。

多元最佳预测

• 设 X1, X2, . . . , Xm, Y 是 m+1 个随机变量，求函数 ψ(x1, x2, . . . , xm)

使得用

ψ(X1, X2, . . . , Xm)

去预测 Y 的均方误差最小。
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• 解为

ϕ(x1, x2, . . . , xm) =E(Y |X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xm = xm)

• 即

E [Y − ϕ(X1, X2, . . . , Xm)]
2
=min

ψ
E [Y − ψ(X1, X2, . . . , Xm)]

2

• 记

ϕ(X1, X2, . . . , Xn) =E(Y |X1, X2, . . . , Xn)

4.6 大数定律和中心极限定理

4.6.1 大数定律

大数定律和中心极限定理

• 大数定律是概率的频率定义的理论基础。

• 中心极限定理是现代统计推断中一个重要基础理论。

• 定义 6.1 称随机变量列 X1, X2, . . . , Xn, . . . 是相互独立的，如果对任

何 n ≥ 1，X1, X2, . . . , Xn 是相互独立的，此时，如果所有的 Xi 又有

相同的分布函数，则称 X1, X2, . . . , Xn, . . . 是独立同分布的随机变量

序列，记为 iid。

大数定律

• 定理 6.1(大数定律) 设 X1, X2, . . . , Xn, . . . 是独立同分布的随机变量

列，且 E(X1), D(X1) 存在，则对任何 ε > 0，有

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣Snn − E(X1)

∣∣∣∣ ≥ ε) = 0 (6.1)

其中

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn
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• Sn

n
是 n 个观测的算术平均值，定理指出，重复观测个数 n 充分大时，

算术平均值无限逼近理论期望值。

• 证 利用切比雪夫不等式

P

(∣∣∣∣Snn − E(X1)

∣∣∣∣ ≥ ε) ≤ 1

ε2
D

(
Sn
n

)
• 而

D

(
Sn
n

)
=

1

n2
D(Sn)

=
1

n2
D(X1 +X2 + · · ·+Xn)

=
1

n2
D(X1) +D(X2) + · · ·+D(Xn)

=
D(X1)

n

• 所以

P

(∣∣∣∣Snn − E(X1)

∣∣∣∣ ≥ ε) ≤ D(X1)

nε2
→ 0 (n→∞)

强大数定律

• 更多数学讨论可以证明：只要 E(X1)存在，不管 D(X1)是否存在，则

（6.1）就成立，而且成立比 (6.1) 更强的结论

P

(
lim
n→∞

Sn
n

= E(X1)

)
= 1 (6.2)

• 符合 (6.1) 的同分布的随机变量列 X1, X2, . . . , Xn, . . . 叫做服从大数

定律（或弱大数定律）。

• 符合 (6.2) 的同分布的随机变量列 X1, X2, . . . , Xn, . . . 叫做服从强大

数定律。

• (6.1) 那样的概率极限叫做依概率收敛。



152 第四章 随机向量

• 设 ξn, n = 1, 2, . . . 为随机变量序列，ξ 为随机变量（可以为常数），若

∀ε > 0,

lim
n→∞

P (|ξn − ξ| > ε) = 0

则称 ξn 依概率收敛到 ξ，记作

ξn
Pr−→ ξ, (n→∞)

• (6.2) 那样的概率极限叫做以概率 1 收敛，或 a.s. 收敛。

• 若

P
(
lim
n→∞

ξn = ξ
)
= 1

则称 ξn 以概率 1 收敛到 ξ，记作

lim
n→∞

ξn = ξ, a.s.

概率的频率定义的理论依据

• 例 6.1 设条件 S 下事件 A 的概率是 p。将条件 S 独立地重复 n 次，

设 A 出现的次数是 µ。

• 令

Xi =

1 当第 i 次重复条件 S 时 A 出现

0 当第 i 次重复条件 S 时 A 不出现

• 则 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn = µ, E(X1) = P (X1 = 1) = p。

• 由 (6.1),

lim
n→∞

P
(∣∣∣µ
n
− p
∣∣∣ ≥ ε) = 0

• 即独立重复次数 n 增加时 A 发生的频率 µ
n
与概率 p 可以任意地接近。
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4.6.2 中心极限定理

中心极限定理

• 定理 6.2(中心极限定理) 设 X1, X2, . . . , Xn, . . . 是独立同分布随机变

量列，而且 E(X1), D(X1)存在，D(X1) > 0，则对一切实数 a < b，有

lim
n→∞

P

(
a <

Sn − nE(X1)√
nD(X1)

< b

)

=

∫ b

a

1√
2π
e−

u2

2 du =

∫ b

a

φ(u)du

• 其中 φ(·) 是标准正态分布密度。

• 记

X̄n =
Sn
n

=
1

n

n∑
i=1

Xi

(6.3) 也可以写成

lim
n→∞

P

(
a <

X̄n − E(X1)√
D(X1)/n

< b

)
=

∫ b

a

φ(u)du

• 中心极限定理说明当 n 很大时，Xn 的近似分布为

N
(
E(X1),

D(X1)

n

)
而不管 X1 原来是什么分布。

• 演示。

4.6.3 一般情形下的大数定律和中心极限定理

更一般随机变量列
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• 考虑不一定独立，不一定同分布的随机变量列。

• 设 X1, X2, . . . , Xn, . . . 为随机变量列，

Sn =

n∑
i=1

Xi (n ≥ 1)

• (6.1) 式改为

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣Sn − E(Sn)

n

∣∣∣∣ ≥ ε) = 0 (∀ε > 0) (6.4)

成立时称序列 {Xn, n ≥ 1} 服从大数定律。

• (6.2) 式改为

P

(
lim
n→∞

Sn − E(Sn)

n
= 0

)
= 1 (6.5)

成立时称序列 {Xn, n ≥ 1} 服从强大数定律。

更一般的大数定律

• (6.3) 式改为

lim
n→∞

P

(
a <

Sn − E(Sn)√
D(Sn)

< b

)
=

∫ b

a

φ(u)du (6.6)

（6.6）成立时，称中心极限定理对序列序列 {Xn, n ≥ 1} 成立。

• 若 X1, X2, . . . 是相互独立的随机变量列，方差 D(Xn), n ≥ 1 有界，

由切比雪夫不等式易知大数定律 (6.4) 成立。

• 比 D(Xn), n ≥ 1 有界稍弱的条件：

• 定理 6.3(Kolmogorov A N) 设 X1, X2, . . . 是相互独立的随机变量

列，若

∞∑
n=1

D(Xn)

n2
<∞

则该序列服从强大数定律。
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Liapunov 中心极限定理

• 定理 6.4(Liapunov, A M) 设 X1, X2, . . . 是相互独立的随机变量

列，σ2
i = D(Xi) 存在 (i ≥ 1)，

Bn =

(
n∑
i=1

σ2
i

) 1
2

(n ≥ 1)

满足条件

lim
n→∞

1

B2
n

n∑
i=1

E|Xi − E(Xi)|3 = 0 (6.7)

则对一切 a < b 有

lim
n→∞

P

(
a <

Sn − E(Sn)

Bn
< b

)
=

∫ b

a

φ(u)du

• 定理 6.4 表明在相当一般的条件下独立随机变量和近似服从正态分布。

4.6.4 中心极限定理的例子

二项分布的中心极限定理

• 对独立重复试验，设成功概率为 p，

Xi =

1 第 i 次试验成功

0 第 i 次试验失败
(i = 1, 2, . . . )

则 X1, X2, . . . 独立同两点分布 b(1, p)。

• Sn = X1 +X2 + · · · +Xn 为 n 次独立重复试验中总成功次数，服从

B(n, p) 分布。
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• 由中心极限定理，对整数 0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ n，

P (k1 ≤ Sn ≤ k2)

=P (k1 − 0.5 < Sn < k2 + 0.5)

=P

(
k1 − 0.5− np√

np(1− p)
<

Sn − np√
np(1− p)

<
k2 + 0.5− np√

np(1− p)

)

≈Φ

(
k2 + 0.5− np√

np(1− p)

)
− Φ

(
k1 − 0.5− np√

np(1− p)

)

• 例 6.2 某座桥，最大负荷重量服从 N(300, 40)(吨)。可能同时多辆车
在桥上。车的平均重量为 5 吨，方差为 2。

• 问：为了保证桥不被压塌的概率不小于 0.99997, 最多允许多少辆车在
桥上？

• 解 用 Y 表示桥的最大负荷重量，若有 M 辆车在桥上，第 i 辆车重

量为 Xi(i = 1, 2, . . . ,M)。

• M 辆车总重量为

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

• 可以认为 Y,X1, X2, . . . , XM 相互独立，

E(Xi) =5

D(Xi) =2 (i = 1, 2, . . . ,M)

• 求最大的使得

R = P (SM < Y ) ≥ 0.99997

的 M。

• M 相当大，所以 SM 近似服从

N(Mµ1,Mσ2
1)

(µ1 = 5, σ2
1 = 2)
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• SM 与 Y 独立，都服从（近似服从）正态分布，所以 Z = SM − Y 也
近似服从正态分布

N(Mµ1 − 300,Mσ2
1 + 40)

• 为使 P (Z < 0) ≥ 0.99997, 即

P (Z < 0) = Φ

(
0− (Mµ1 − 300)√

Mσ2
1 + 40

)
≥ 0.99997

• 只要
0− (Mµ1 − 300)√

Mσ2
1 + 40

≥ Φ−1(0.99997) = 4

• 即
−(5M − 300)√

2M + 40
≥ 4

• 即

300− 5M ≥ 4
√
2M + 40

• 等价于 300− 5M ≥ 0

25M2 − 3032M + 89360 ≥ 0

• 即 M ≤ 60

M ≤ 50.5 或M ≥ 70.78

• 即 M ≤ 50.5, 所以最多允许 50 辆车同时在桥上。
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第五章 统计估值

5.1 总体与样本

随机变量模型与数据

• 随机变量是刻画随机结果及随机结果的取值分布情况的数学模型。

• 在实际问题中，假定某个随机结果的模型为随机变量 X，需要求 X

的分布（分布函数、分布密度或概率函数），至少要求其数字特征（期

望、方差等）。

• 还可能需要回答 X 的有关问题。

• 这些需要数据的支持。

• 钢铁厂一天生产了 10000 根 16Mn 型钢筋。强度小于 52kg/mm2 的算

次品。

• 如何求这批产品的次品率 p？

• 检验所有 10000 根不可能：时间、费用、或破坏。

• 概率统计模型：设随机取一根，结果用随机变量 X 表示：

X =

1 是次品

0 不是次品

P (X = 1) =p

• 抽取少量样品来估计 p。

159
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• 灯泡厂生产灯泡，寿命是随机的。求一批灯泡的平均寿命和寿命的分
布情况。

• 不能全部检验：破坏性。

• 设随机抽取一只灯泡的寿命为随机变量 X。设 X ∼ Exp(λ)。求 λ 可

以回答平均寿命以及寿命分布问题。

随机抽样法

• 从要研究的对象的全体中抽取一小部分来进行观察和研究，从而对整
体进行推断。

• 重要意义：普查方法经常不可行，因为人力、物力、时间限制，或破
坏性试验。

• 例 1.1（续） 从 10000 根中抽取 50 根，对这 50 根进行检验。用 50
根的次品率作为所有全体的次品率的估计。

• 为什么这样是科学的？

• 随机抽样法包括：

– 如何抽样，抽多少，怎样抽取；

– 得到抽样结果（一批数据）后如何进行数据分析，进行统计推断。

总体

• 把所研究的对象的全体称为总体。

• 把总体中每一个基本单位称为个体。

• 主要关心每个个体的某一特性值（即数量指标，如钢筋的强度、灯
泡的寿命）机器在总体中的分布情况（如钢筋强度在 50kg/mm2 到

60kg/mm2 之间的在 10000根钢筋中所占的比例，灯泡寿命在 1000小
时到 2000 小时之间的占全天生产的灯泡的比例）。
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• 要考察总体中个体特性值的分布规律，可以将个体特性值看成一个随
机变量 X，代表从总体中随机抽取一个个体的特性值，其概率分布就

可以体现总体中个体特性值的分布规律。

• 因为只关心总体的某个特性值，所以把总体认作是其特性值的随机变
量 X。

样本

• 在一个总体（如 10000 根钢筋，或 10000 根钢筋的强度）X 中，抽取
n 个个体 X1, X2, . . . , Xn, 这 n 个个体 X1, X2, . . . , Xn 称为总体 X 的

一个容量为 n 的 样本 (或叫子样)，也称 n 为样本量。

• 由于 X1, X2, . . . , Xn 是从总体 X 随机抽取出来的可能结果，可以看

成是 n 个随机变量。

• 在一次抽取之后，又可以看成是 n 个具体的数值，称为样本值, 在使
用这个意义时记为小写的 x1, x2, . . . , xn。

• 有时大小写也会混用。

样本的代表性

• 样本值应该对总体具有代表性。

• 如果样本 X1, X2, . . . , Xn 是相互独立的而且与总体 X 具有相同的概

率分布，则称其为简单随机样本。

• 有放回逐次随机抽样法可以得到简单随机样本。当总体个数很大时，
无放回地逐次随机抽样也可以认为是得到简单随机样本。

• 对总体 X 进行多次独立的重复观测，可以认为是得到简单随机样本。

总体与样本的数学模型

• 总体就是一个随机变量 X，我们关心其分布。
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• 样本就是 n个相互独立且与X有相同概率分布的随机变量X1, X2, . . . , Xn。

• 每一次具体抽样，所得的样本的值就是这 n 个随机变量的值（样本

值），用 x1, x2, . . . , xn 表示。

• 定义 1.1 称随机变量 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的容量为 n 的

(简单随机) 样本，如果 X1, X2, . . . , Xn 相互独立，而且每个 Xi 与 X

有相同的概率分布。这时，若 X 有分布密度 p(x)，则称 X1, X2, . . . , Xn

是来自总体 p(x) 的样本。

• 定理 1.1 若X1, X2, . . . , Xn是来自总体 p(x)的样本，则 (X1, X2, . . . , Xn)

有联合密度

p(x1)p(x2) . . . p(xn).

5.2 分布函数与分布密度的估计

5.2.1 分布函数和分位数估计

经验分布函数

• 描述随机变量分布，可以用分布函数、密度函数或概率函数。

• 给定样本值 x1, x2, . . . , xn，如何估计分布函数 F (x)？

• 注意到

F (x) = P (X ≤ x)

联系概率的频率含义以及简单随机样本可以看成是独立重复试验结果，

用 x1, x2, . . . , xn 中小于等于 x 的比例估计概率 F (x)。

• 定义 2.1 设 x1, x2, . . . , xn 是 X 的样本，称 x 的函数

Fn(x) =
νn
n

为 X 的经验分布函数，其中 νn 表示 x1, x2, . . . , xn 中小于等于 x 的

个数。



5.2 分布函数与分布密度的估计 163

次序统计量

• 将样本值 x1, x2, . . . , xn 从小到大排列后记为

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n)

x(i) 叫做样本的第 i 个次序统计量 (i = 1, 2, . . . , n)。

经验分布函数的阶梯函数表示

• 经验分布函数是一个阶梯函数：

• 若 x(1), x(2), . . . , x(n) 两两不同，易见

Fn(x) =


0 x < x(1)

k
n

x(k) ≤ x < x(k+1) (k = 1, 2, . . . , n− 1)

1 x ≥ x(n)

这是仅在每个 x(i) 处向上跳跃
1
n
的阶梯函数，每一段在左端点连续，

右端点不连续。

• 如果某个 x(j) 有 m 个相同的样本值，则 Fn(x) 在 x(j) 处向上跳跃
m
n
。

经验分布函数的 (强) 相合性

• 根据大数定律和强大数定律，对固定的 x，只要 n 相当大，Fn(x) 与

F (x) 很接近。

• 给定 x 后可以定义新的随机变量

Yi =

1 Xi ≤ x

0 Xi > x
(i = 1, 2, . . . , n)

• 则

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

Yi
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• Y1, Y2, . . . , Yn 相互独立同 b(1, F (x)) 二点分布, E(Yi) = F (x) (i =
1, 2, . . . , n)。有

P

(
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Yi = F (x)

)
= 1

经验分布函数的一致强相合性

• 对所有 x，当 n→∞ 时，Fn(x) 一致地逼近 F (x):

• 定理 (Glivenko-Cantelli) 设

Dn = sup
x
|Fn(x)− F (x)|

则

P
(
lim
n→∞

Dn = 0
)
= 1

分位数估计

• 当 F (x) 严格单调上升且连续时，反函数 F−1(p) (p ∈ (0, 1)) 为分位数
函数。

• 一般地，F (x) 的 p 分位数为满足

P (X ≤ xp) ≥ p, P (X ≥ xp) ≥ 1− p

的数 xp。

• 对样本值 x1, x2, . . . , xn，从小到大排列为次序统计量 x(1), x(2), . . . , x(n),
令

r = [pn] + 1

用 x(r) 估计 xp。

• 当 F (x) = p 至多有一个根时，xp 存在唯一，

P
(
lim
n→∞

x(r) = xp

)
= 1
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• 例如，n = 5，则 x(1), x(2), . . . , x(5) 代表的 p 范围如下图：

• 例 2.1 自动装罐头的净重随机，额定 345 克。

• 从生产线随机抽取 10 个罐头：

344, 336, 345, 342, 340, 338, 344, 343, 344, 343

• 要求估计分布函数 F (x) 和中位数。

• 解 可以认为是简单随机样本。用经验分布函数 Fn(x) 估计 F (x)。

• 样本值从小到大排列得

336, 338, 340, 342, 343, 343, 344, 344, 344, 345
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• 经验分布函数为

Fn(x) =



0 x < 336

1
10

336 ≤ x < 338 (跳跃 1
10
)

2
10

338 ≤ x < 340 (跳跃 1
10
)

3
10

340 ≤ x < 342 (跳跃 1
10
)

4
10

342 ≤ x < 343 (跳跃 1
10
)

6
10

343 ≤ x < 344 (跳跃 2
10
)

9
10

344 ≤ x < 345 (跳跃 3
10
)

1 x ≥ 345 (跳跃 1
10
)

• 经验分布函数图：

• 中位数估计：用次序统计量中间一个（奇数个时）或中间两个的平均（偶
数个时），或者直接用 x[0.5n]+1。即 (x(5)+x(6))/2 = (343+343)/2 = 343,
或 x([0.5×10]+1) = x(6) = 343。
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5.2.2 直方图法

分布密度估计

• 对于连续型总体（随机变量），分布函数不如分布密度直观。高维时分
布函数更不实用。

• 分布密度估计有直方图法、核估计法、最近邻估计法等。

直方图法

• 直方图法用阶梯函数估计密度函数。

• 把样本 x1, x2, . . . , xn 从小到大排列为次序统计量 x(1), x(2), . . . , x(n)

后，把数轴分成 m 个小区间，在每个小区间中用

落入小区间的样本点个数

n
· 1

小区间长度

估计该小区间的密度值 p(x)。

直方图估计的理论依据

• 设 x1, x2, . . . , xn 为来自密度为 p(x) 的总体的样本。

• 用 Rn(a, b) 表示落入区间 (a, b] 的样本点个数。

• 若 (a, b] 很短，可认为 x ∈ (a, b] 时 p(x) 近似为常数，于是

P (a < X ≤ b) =
∫ b

a

p(x)dx ≈ p(x)(b− a)

• 用频率 Rn(a, b)/n 估计概率 P (a < X ≤ b)，有

Rn(a, b)

n
≈p(x)(b− a)

p(x) ≈Rn(a, b)
n

· 1

b− a
, x ∈ (a, b]
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直方图法

• 为了估计密度函数 p(x)，设

t0 < t1 < · · · < tm

是 m+ 1 个实数，通常假定 ti − ti−1 ≡ h > 0 (i = 1, 2, . . . ,m)。

• 令

pn(x) =


Rn(ti−1,ti)

n
1
h
当x ∈ (ti−1, ti], (i = 1, 2, . . . ,m)

0 当x ≤ t0 或x > tm

• 用 pn(x) 作为 p(x) 的估计，这就是直方图估计法。

• 在第 i 个小区间 (ti−1, ti] 用

pn(x) =
Rn(ti−1, ti)

n

1

h

估计 p(x)，其图像是以底边为 h、高为 pn(x) 的矩形，面积为

pn(x) · h =
Rn(ti−1, ti)

n

≈P (ti−1 < X ≤ ti) =
∫ ti

ti−1

p(x)dx

≈p(x) · h

作直方图步骤

• 步骤一、对样本值 x1, x2, . . . , xn 进行分组。找到最小值 x(1) 和最大值

x(n)。

• 取 a 比 x(1) 略小，b 比 x(n) 略大，取适当分组数 m 把区间 (a, b] m

等分，分点为

ti = a+ i
b− a
m

(i = 0, 1, . . . ,m)
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记每组的区间长度为

h =
b− a
m

• m的取法：n小的时候 m也较小，n很大时 m可以随之增大也可以不

再增大。应尽可能使得多数小区间中包含有样本的值。一般取 a, b,m

使得各分点的小数位数比观测值的小数位数多一位，这样不会有样本

值落在小区间端点上。

• m 的建议公式之一：

m ≈ 1 + 3.322 lgn

• m 的建议取法二：

n m

< 50 5 ∼ 6

50 ∼ 100 6 ∼ 10

100 ∼ 250 7 ∼ 12

> 250 10 ∼ 20

• 步骤二、决定了分点后，用唱票的方法数出样本值落入第 i 组 (ti−1, ti]

中的个数，记为 νi(i = 1, 2, . . . ,m)。

• 计算样本值落入各组的频率

fi =
νn
n

(i = 1, 2, . . . ,m)

• 步骤三、做直方图。画坐标系，x轴范围为 (a, b)，y轴范围为 [0,max
i
fi]。

• 对 i = 1, 2, . . . ,m，以 x 轴的区间 [ti−1, ti] 为底，以 fi/h 为高做矩形

框。这一系列矩形叫做直方图。

• 每个竖着的长方形的面积，近似代表 X 取值落入“底边”的概率。
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• 某区间上 p(x) 下的面积为 X 落入该区间的概率，直方图用频率估计

概率，从而估计 p(x)。（示意图）

• 例 2.2 n = 120。

• x(1) = 0.64, x(n) = 0.95, x(n) − x(1) = 0.31。

• 把距离 0.31 略增大为 0.32 就容易分解因数。可取 m = 16, h = 0.02，

a = x(1)− 0.005 = 0.635, b = x(n) +0.005 = 0.955，各分点千分位都有

0.005，没有样本点落在区间端点上。

• 算出各区间端点，用唱票法统计出 ni, i = 1, 2, . . . ,m。

• 作图。

直方图估计的相合性

• 若密度函数 p(x) 在 (−∞,∞) 上一致连续，对某个 δ > 0，∫ ∞

−∞
|x|δp(x)dx

收敛，又小区间长度 hn 满足

lim
n→∞

hn =0

hn ≥
(lnn)2
n

• 则有

P

(
lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|pn(x)− p(x)|
)

= 1.

(一致强相合)

5.2.3 核估计和最近邻估计介绍

Rosenblatt 估计
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• 为了估计 p(x)，若 p(x) 连续，可根据

p(x) ≈ F (x+ h)− F (x− h)
2h

• 其中 F (x) 可以用经验分布函数 Fn(x) 估计。有

p̂n(x) =
1

2h
[Fn(x+ h)− Fn(x− h)] , x ∈ (−∞,∞)

• 这叫做 Rosenblatt 密度估计。

• 注意到

Fn(x+ h)− Fn(x− h) =
Rn(x− h, x+ h)

n

p̂n(x) =
Rn(x− h, x+ h)

n

1

2h

• 所以 Rosenblatt 估计和直方图估计类似。

• 但是，直方图估计中小区间 (ti−1, ti] 是固定的，而这里的小区间

(x− h, x+ h] 随自变量 x 而变化。

• 记

K0(x) =
1

2
I[−1,1](x)

则

K0

(
x− xi
h

)
=
1

2
I[x−h,x+h](xi)

Rn(x− h, x+ h) =2

n∑
i=1

K0

(
x− xi
h

)

p̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K0

(
x− xi
h

)

• K0(·) 叫做一个“核函数”，p̂n(x) · 2h 是 x 邻域内的样本值百分比。
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核密度估计

• Rosenblatt 估计采用了 x 邻域 [x− h, x+ h] 内的样本点数，x 邻域内

样本点越多，密度估计越大。

• 推广：采纳样本点时，不一刀切，而是离 x 越近的样本点加权越大。

• 定义 2.2 设 K(x) 是非负函数且
∫∞
−∞K(x)dx = 1, 则称 K(x) 是核

函数。此时称

p̃n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− xi
h

)
为 p(x) 的核估计。

• 核函数一般选为偶函数，且在正半轴单调下降（类似于正态分布曲
线）。

常用核函数

•

K0(x) =
1

2
I[−1,1](x)

K1(x) =
(
1− |x|3

)3
I[−1,1](x)

K2(x) =ϕ(x) =
1√
2π

exp
{
−x

2

2

}
K3(x) =

1

π (1 + x2)

K4(x) =
1

2π

(sin x
2

x
2

)2

• 演示。

核估计的相合性

• 当 n 无限增大且 h = hn 无限减小时，核估计 p̃(x) 与密度 p(x) 无限

接近。
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• 若 p(x) 在 (−∞,∞) 上一致连续，且

lim
n→∞

hn =0

∞∑
n=1

exp
{
−rnh2n

}
<∞ (∀r > 0)

又核函数 K(x) 为有界变差函数，则

P

(
lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|p̃n(x)− p(x)| = 0

)
= 1.

(一致强相合)

• 在核函数和 h 选取合适时核估计比直方图估计精度更高。

最近邻估计

• 核估计是 x 附近的样本点越多则密度估计值越大。

• 最近邻估计是固定 x 附近需要有的样本点数，令邻域区间长度可变。

• 取自然数 K(n)（n 为样本量），令

an(x) =min {t : t > 0, Rn(x− t, x+ t) ≥ K(n)}

p∗n(x) =
K(n)

n

1

2an(x)

最近邻估计的相合性

• 适当条件下 n→∞ 时 p∗n(x) 与 p(x) 可以任意接近。

• 若 p(x) 在 (−∞,∞) 上一致连续，且

lim
n→∞

K(n)

n
=0 lim

n→∞

K(n)

lnn =∞

则

P

(
lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|p∗n(x)− p(x)| = 0

)
= 1.

(一致强相合)
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5.3 最大似然估计

参数方法与非参数方法

• 经验分布函数、直方图估计、核密度估计、最近邻密度估计都不需要
假定总体来自那一种分布，称为非参数统计方法。

• 但是，直接估计一个函数需要的信息量很大。

• 如果已知总体分布类型，只是分布参数未知，则可以只估计分布参数，
然后总体分布就知道了。这种方法叫做参数统计方法。

• 例如，设产品指标服从正态分布 N(µ, σ2)，但 µ, σ2 未知，就可以由样

本估计 µ, σ2，代入密度函数中作为分布密度估计。

• 又如，产品寿命常服从威布尔分布或对数正态分布，可以从样本中估
计分布参数后得到总体分布的估计。

参数估计问题

• 设总体X的密度函数或概率函数为 p(x; θ1, θ2, . . . , θm)，其中 θ1, θ2, . . . , θm

是未知参数。

• 若 X 的样本值为

x1, x2, . . . , xn

• 问：如何估计参数 θ1, θ2, . . . , θm?

• 估计方法有很多，常用的有最大似然估计法和矩估计法。

似然函数

• 给定样本值 x1, x2, . . . , xn 后，令

Ln(x1, x2, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm)

=

n∏
i=1

p(xi; θ1, θ2, . . . , θm)
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把样本值 x1, x2, . . . , xn看作常数，这样 Ln(x1, x2, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm)

是参数 θ1, θ2, . . . , θm 的函数，叫做样本 x1, x2, . . . , xn 的似然函数。

• 似然函数如果看成自变量 x1, x2, . . . , xn的函数，实际是样本 (X1, X2, . . . , Xn)

看成随机变量时的联合密度函数。

最大似然估计

• 定义 3.1 如果 Ln(x1, x2, . . . , xn; θ1, θ2, . . . , θm) 在 (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m) 达

到最大值，则称 (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂m) 为参数 (θ1, θ2, . . . , θm) 的最大似然估

计 (MLE)。

最大似然估计直观解释例子

• 例 假设两个人一同出去打猎，两人只允许开一枪。

• 甲击中概率为 0.9，乙击中概率为 0.2。

• 二人返回时，带回一头猎物。

• 众人会认为是谁的开枪？

• 两人射击结果用随机变量 X 表示：

X =

1 击中

0 未击中

• P (X = 1) 可能为 {0.9, 0.2} 两种取值（对应甲开枪和乙开枪）。

• 在甲开枪的情况下，得到已发生的“命中”结果可能性大于乙开枪的
情况下，得到已发生的“命中”结果可能性。

• 所以推测是甲开的枪。

• 在结果（样本值）给定时，似然函数代表参数取不同值时，观测到已
发生的结果的可能性大小。
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最大似然估计直观解释例子 II

• 假定一个盒子里有许多黑球和白球，比例 3:1，但不知道黑球多还是白
球多。

• 则随机抽取一个球，得到黑球的概率或者是 1
4
, 或者是 3

4
。

• 如果有放回地从盒子里抽 3 个球，则黑球数目服从二项分布：

P (X = x) =Cx3 p
x(1− p)3−x, x = 0, 1, 2, 3

(p =
1

4
,
3

4
为抽到黑球的概率)

• 根据抽取到的黑球数判断到底是黑球多还是白球多。

• 直观看，如果 x = 0, 1，则猜白球多；如果 x = 2, 3，则猜黑球多。

• 样本值固定后，取不同参数值的似然函数大小代表该种参数下观测到
已发生的情况的可能性大小。

• 我们取使得已发生的情况出现的可能性最大的参数作为估计值。

• 分别计算 p = 1
4
, 3
4
的似然函数值：

x 0 1 2 3
p = 1

4
时 P (X = x) 的值 27

64
27
64

9
64

1
64

p = 3
4
时 P (X = x) 的值 1

64
9
64

27
64

27
64

• 于是 x = 0, 1 时应取 p̂ = 1
4
（猜白球多）, x = 2, 3 时应取 p̂ = 3

4
（猜

黑球多）。

最大似然估计求法

• 把似然函数简记为 Ln。Ln 与 lnLn 同时达到最大值，可以求 lnLn 的
最大值点。
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• 当 lnLn 的一阶偏导数存在时，最大值点处一阶偏导数都等于零：

∂ lnLn

∂θ1
= 0

∂ lnLn

∂θ2
= 0

· · · · · ·
∂ lnLn

∂θm
= 0

(3.1)

这个关于参数 (θ1, θ2, . . . , θm) 的方程组叫做似然方程组。

• 注意一阶偏导存在条件下似然方程组成立，但似然方程组的解不能保
证为最大值点。

最大似然估计的优良性

• 在相当一般的条件下：

• 相合性：n 充分大时最大似然估计结果与参数真值之间可以无限接近。

• 有效性：一定意义下没有比最大似然估计更精确的估计。

• 渐近正态性：n 充分大时最大似然估计近似服从正态分布。

指数分布参数的最大似然估计

• 密度

p(x;λ) = λe−λx, x > 0, λ > 0

• 样本 x1, x2, . . . , xn 的似然函数和对数似然函数

Ln(x1, x2, . . . , xn;λ) =λ
n exp

{
−λ

n∑
1

xi

}

lnLn =n lnλ− λ
n∑
1

xi
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• 似然方程

d lnLn
dλ

=
n

λ
−

n∑
1

xi = 0

λ̂ =
n∑n
1 xi

=
1

x̄

此 λ̂ 确实是 lnLn 的最大值点，是 λ 的最大似然估计。

• 例 3.1 一直某种电子设备的使用寿命服从指数分布 Exp(λ)。今随机
抽取 18 台，测得寿命数据如下（单位：小时）：

16, 29, 50, 68, 100, 130, 140

270, 280, 240, 410, 450, 520, 620

190, 210, 800, 1100

• 求 λ 的估计。

• 解 用最大似然估计。x̄ = 318，

λ̂ =
1

318
≈ 0.03144

是 λ 的估计值。

正态分布参数的最大似然估计

• N(µ, σ2) 的密度函数为 (记 δ = σ2)

p(x;µ, δ) =
1√
2πδ

exp
{
− 1

2δ
(x− µ)2

}
• 样本 x1, x2, . . . , xn 的似然函数与对数似然函数为

Ln(x1, x2, . . . , xn; µ, δ)

=(2π)−
n
2 δ−

n
2 exp

{
− 1

2δ

n∑
i=1

(xi − µ)2
}

lnLn

=− n

2
ln(2π)− n

2
ln δ − 1

2δ

n∑
i=1

(xi − µ)2
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• 似然方程组为
∂ lnLn
∂µ

=
1

δ

n∑
i=1

(xi − µ) = 0

∂ lnLn
∂δ

=− n

2δ
+

1

2δ2

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

• 解得

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄

δ̂ =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

• (µ̂, δ̂) 确实是 lnLn 的最大值点，所以是 (µ, σ2) 的最大似然估计。

威布尔分布参数的最大似然估计

• Weibull(m, η) 分布密度为

p(x;m, η) =
m

ηm
xm−1 exp

{
−
(
x

η

)m}
,

x > 0; m > 0, η > 0

• 似然函数和对数似然函数分别为

Ln(x1, x2, . . . , xn;m, η)

=mnη−mn

(
n∏
i=1

xi

)m−1

exp
{
− 1

ηm

n∑
i=1

xmi

}
lnLn

=n lnm− nm ln η + (m− 1)

n∑
i=1

lnxi −
1

ηm

n∑
i=1

xmi
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• 似然方程组为

∂ lnLn
∂m

=
n

m
− n ln η +

n∑
i=1

lnxi

− 1

ηm

n∑
i=1

xmi lnxi +
ln η
ηm

n∑
i=1

xmi = 0 (3.2a)

∂ lnLn
∂η

=− nm

η
+

m

ηm+1

n∑
i=1

xmi = 0 (3.2b)

• 由 (3.2b) 得

η =

(
1

n

n∑
i=1

xmi

) 1
m

(3.3)

• 代入 (3.2a) 可得

1

m
+

1

n

n∑
i=1

lnxi −
∑n

i=1 x
m
i lnxi∑n

i=1 x
m
i

= 0 (3.4)

• 当 n ≥ 2, x1, x2, . . . , xn 不完全相等时，方程 (3.4) 恰有一个根 m̂，代

回 (3.3) 中得

η̂ =

(
1

n

n∑
i=1

xm̂i

) 1
m̂

• 可以证明 (m̂, η̂) 是似然方程组的解，也是对数似然函数的最大值点，

所以是参数 (m, η) 的最大似然估计。

• 方程 (3.4) 一定有唯一解且方程左边是 m 的严格单调减函数，可以用

二分法求解 (计算机数值算法求解)。
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• 例 3.2 轴承的寿命一般服从威布尔分布。n = 20 的样本数据如下 (单
位：小时)：

153, 223, 313, 373, 378, 385, 424,

232, 452, 452, 547, 561, 634, 699,

759, 859, 1000, 1132, 1152, 1466

估计形状参数 m 和刻度参数 η。

• 解 用最大似然估计法，解方程 (3.4) 得 m 的最大似然估计 m̂ = 1.9。

再利用 (3.5) 可得 η 的最大似然估计 η̂ = 685。

均匀分布参数的最大似然估计

• 参数似然函数不可导时，可以具体研究似然函数求最大值点。

• 均匀分布 U(a, b) 的密度函数为

p(x; a, b) =
1

b− a
I[a,b](x)

(a < b 是未知参数)

• 似然函数

Ln =
1

(b− a)n
n∏
i=1

I[a,b](xi)

=

 1
(b−a)n 当x(1) ≥ a且x(n) ≤ b

0 其它

• 似然函数最大，首先要求不为零，即 a ≤ x(1), b ≥ x(n)。在此条件下

b− a 最小，应取 a 最大, b 最小，所以

â =x(1) b̂ =x(n)



182 第五章 统计估值

5.4 期望与方差的点估计

数字特征的估计

• 直接估计分布函数、分布密度、概率函数要求数据很多，参数最大似
然估计有时比较复杂。

• 如果只是需要估计期望、方差等数字特征，则比较容易。

5.4.1 期望的点估计

期望的点估计

• 例 1.1 中钢筋次品率估计可以看成是二点分布总体 X 的期望 E(X)

的估计问题。

• 一般地，对总体 X 的样本 x1, x2, . . . , xn，估计 E(X) 可以用样本平

均值

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

• 这个估计是好的，而且样本量 n 越大，估计越精确。

统计量和抽样分布

• 把样本 X1, X2, . . . , Xn 看成随机变量，样本平均值

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

也是随机变量。

• 若函数 ψ(x1, x2, . . . , xn) 是不依赖于未知参数的函数，样本的函数

Y = ψ(X1, X2, . . . , Xn) 叫做样本统计量。

• 统计量是随机变量，其分布叫做抽样分布。

• 比如 X̄ 是统计量。
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样本平均值的无偏性

• 虽然用 X̄ 估计 E(X) 有时比 E(X) 大，有时比 E(X) 小，但平均来

说是等于 E(X) 的：

• 定理 4.1 设 E(X) 存在，则

E(X̄) = E(X)

• 证

E(X̄) =E

[
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

]
=
1

n
E (X1 +X2 + · · ·+Xn)

=
1

n
[E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn)]

=
1

n
· nE(X) = E(X)

• 称这样的估计为无偏估计。

有效性

• 记

X̄n =
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

• 按常理，X̄2 应该比 X̄1 更好。

• 在无偏的条件下，

D(X̄n) =E
[
X̄n − E(X̄n)

]2
= E

[
X̄n − E(X)

]2
代表了估计误差大小。D(X̄n) 越小则估计约精确。

• 抽样分布方差越小，称统计量越有效。
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• 定理 4.2 设 X 的期望、方差都存在，则

D(X̄n) =
D(X)

n

• 证

D(X̄n) =D

[
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

]
=

1

n2
D (X1 +X2 + · · ·+Xn)

=
1

n2
[D(X1) +D(X2) + · · ·+D(Xn)]

=
1

n2
[nD(X)] =

D(X)

n

• 定理说明样本量越大，估计越精确。

说明

• 为什么 n 越大，估计越精确？

• 利用切比雪夫不等式：

P
{∣∣X̄ − E(X̄)

∣∣ < ε
}
≥ 1− D(X̄)

ε2

• 其中 E(X̄) = E(X), D(X̄) = D(X)
n

, 有

P
{∣∣X̄ − E(X)

∣∣ < ε
}
≥ 1− D(X)

nε2
(4.1)

• 从而

lim
n→∞

P
{∣∣X̄ − E(X)

∣∣ < ε
}
= 1 (4.2)

即 n充分大时可以有充分大把握保证
∣∣X̄ − E(X)

∣∣ < ε，即 X̄ ≈ E(X)。
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关于估计的优良性

• 估计的优良性包括无偏性、有效性、相合性等。

• 设 X 的分布密度为 p(x; θ)，其中 θ = (θ1, θ2, . . . , θm) ∈ Θ, Θ 是 m 维

空间 Rm 中的某个集合。（当 X 为离散型时可做类似讨论）。

• 设 g(θ) 是参数 θ 的函数，X1, X2, . . . , Xn 是 X 的样本。

• 定义 4.1 称样本的函数 φ(X1, X2, . . . , Xn) 为 g(θ) 的估计量。

• 估计量是统计量，只要给定样本值就可以计算出数值，计算不能依赖
于参数 θ。

• 如何选择估计量？

无偏性

• 由于 X1, X2, . . . , Xn 的联合密度与 θ 有关，所以φ(X1, X2, . . . , Xn)的

期望与 θ 有关，为此显式地记为

Eθ [φ(X1, X2, . . . , Xn)]

• 定义 4.2 称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的无偏估计，若

Eθ [φ(X1, X2, . . . , Xn)] = g(θ) (∀θ ∈ Θ)

有效性

• 定义 4.3 若 φ1(X1, X2, . . . , Xn) 和 φ2(X1, X2, . . . , Xn) 都是 g(θ) 的

估计量，满足

Eθ [φ1(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)]2

≤Eθ [φ2(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)]2 (∀θ ∈ Θ)

且存在 θ0 使上式中小于号成立，则称 φ1 比 φ2 有效。

• 比如，X̄k 和 X̄k−1 都是 E(X) 的无偏估计，但 X̄k 比 X̄k−1 有效（设

D(X) > 0）。
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最小方差无偏估计

• 定义 4.4 如果 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的无偏估计量，而且对于

g(θ) 的任一无偏估计量 ψ(X1, X2, . . . , Xn) 都有

D (φ(X1, X2, . . . , Xn)) ≤ D (ψ(X1, X2, . . . , Xn)) (∀θ ∈ Θ)

则称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 为 g(θ) 的最小方差无偏估计量。

相合性

• 定义 称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的相合估计，若对任意 ε > 0，

lim
n→∞

P (|φ(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)| > ε) = 0.

• 定义 称 φ(X1, X2, . . . , Xn) 是 g(θ) 的强相合估计，若

P
(
lim
n→∞

|φ(X1, X2, . . . , Xn)− g(θ)| = 0
)
= 1.

5.4.2 方差的点估计

方差的点估计

• 设 X1, X2, . . . , Xn 为 X 的样本，为估计 D(X)，使用

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

称为样本方差。

• 显然，如果所有样本值都相等，样本值波动最小，S2 = 0。样本值之

间差异越大，S2 越大。

• 为什么除以 n− 1 而不是除以 n？
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样本方差的无偏性

• 定理 4.3 设 X 的方差存在，则

E(S2) = D(X)

• 证
n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =

n∑
i=1

(
X2
i − 2X̄ ·Xi + X̄2

)
=

n∑
i=1

X2
i − 2X̄ ·

n∑
i=1

Xi + nX̄2

=

n∑
i=1

X2
i − 2X̄ · nX̄ + nX̄2

=

n∑
i=1

X2
i − nX̄2 (4.3)

• 于是

E(S2) =E

[
1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2]

=
1

n− 1
E

[
n∑
i=1

X2
i − nX̄2

]

=
1

n− 1

n∑
i=1

E(X2
i )−

n

n− 1
E
(
X̄2
)

=
n

n− 1

[
E
(
X2
)
− E

(
X̄2
)]

• 其中

E
(
X2
)
=D(X) + [E(X)]2

E
(
X̄2
)
=D

(
X̄
)
+
[
E
(
X̄
)]2

=
D(X)

n
+ [E(X)]

2
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• 所以

E(S2) =
n

n− 1

[
D(X)− 1

n
D(X)

]
= D(X)

• S2 是 D(X) 的无偏估计。如果用

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
n− 1

n
S2

估计 D(X)，则

E

[
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

]
=
n− 1

n
E(S2) =

n− 1

n
D(X) < D(X)

• 但是，如果知道了所有总体的值 x1, x2, . . . , xN，则应该使用
1
N
来计

算总体方差。

• 注：知道所有总体时，可以认为分布为所有总体值上的离散均匀分布，
这时 E(X) = X̄, D(X) = 1

N

∑N
i=1(xi − x̄)2。

5.4.3 矩估计法

矩估计法

• 如果总体参数可以从各阶矩表示，则估计了各阶矩后可以估计参数。

• 设随机变量 X 的分布密度是 p(x; θ1, θ2, . . . , θm)，νk 是 X 的 k 阶矩

(k = 1, 2, . . . )，νk 是 θ1, θ2, . . . , θm 的函数：

νk = E
(
Xk
)
= gk(θ1, θ2, . . . , θm)



5.4 期望与方差的点估计 189

• 设 ν1, ν2, . . . , νm 已知，如果从方程组

g1(θ1, θ2, . . . , θm) =ν1

g2(θ1, θ2, . . . , θm) =ν2

· · · · · · · · · · · ·

gm(θ1, θ2, . . . , θm) =νm

可以求出 

θ1 = f1(ν1, ν2, . . . , νm)

θ2 = f2(ν1, ν2, . . . , νm)

· · · · · · · · · · · ·

θm = fm(ν1, ν2, . . . , νm)

• 设 x1, x2, . . . , xn 是 X 的样本值，用

ν̂k =
1

n

n∑
i=1

xki (k = 1, 2, . . . ,m)

来估计 νk；

• 用

θ̂k = fk(ν̂1, ν̂2, . . . , ν̂m)

估计 θk(k = 1, 2, . . . ,m)。

• 这种估计未知参数的方法叫做矩估计法。

• 例 4.2 设 X ∼ N(µ, σ2)，x1, x2, . . . , xn 是样本，求 µ, σ2 的矩估计。

•

ν1 =E(X) = µ

ν2 =E(X2) = σ2 + µ2
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• 反解得  µ =ν1

σ2 =ν2 − ν21

• 估计 ν1, ν2 为

ν̂1 =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄

ν̂2 =
1

n

n∑
i=1

x2i

• 估计 µ, σ2 为

µ̂ =ν̂1 = x̄

σ̂2 =ν̂2 − ν̂21 =
1

n

[
n∑
i=1

x2i − nx̄2
]

=
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

• 与最大似然估计相同。

• 其它分布不一定。样本量较大时，最大似然估计一般更精确。

• 例 4.3 X ∼ U(0, θ)，θ 为未知参数。

• 最大似然估计 θ̂ = x(n)。

• 因为 ν1 = E(X) = θ
2
，所以 θ 矩估计为

θ̃ =2ν̂1 = 2x̄ =
2

n

n∑
i=1

xi

• 例 4.4 台风可以引起内陆降雨。以下 n = 36 个观测值为 24 小时降
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雨量实际观测数据：

31.00, 2.82, 3.95, 4.02, 9.50, 4.50, 11.40,

10.71, 6.31, 4.95, 5.64, 5.51, 13.40, 9.72,

6.47, 10.16, 4.21, 11.60, 4.75, 6.85, 6.25,

3.42, 11.80, 0.80, 3.69, 3.10, 22.22, 7.43,

5.00, 4.58, 4.46, 8.00, 3.73, 3.50, 6.20, 0.67

• 降雨量一般服从伽玛分布。密度为

p(x;α, β) =


βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0

0, x ≤ 0

• 用矩法估计 α, β。

ν1 =
α

β

ν2 =
α(α+ 1)

β2

• ν̂1 = 7.29, ν̂2 = 85.59。

• 解方程组 
α

β
=7.29

α(α+ 1)

β2
=85.59

• 得 α̂ = 1.64, β̂ = 0.22。

5.5 期望的置信区间

置信区间
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• 前面找到了期望 E(X) 和方差 D(X) 的估计量，这种估计量又称为点

估计，因为它们是用一个数值来估计未知的参数或数字特征的。

• 我们有时还希望了解估计的准确程度，这时应该用一个可能取值的范
围（区间）来估计未知参数和数字特征。

• 将讨论正态总体的区间估计：

(1) 已知方差，对 E(X) 进行区间估计；

(2) 未知方差，对 E(X) 进行区间估计；

(3) 方差 D(X) 的区间估计在下一节讨论。

方差已知时期望的置信区间

• 设总体 X 服从 N(µ, σ2) 分布。

• 则 X̄ = 1
n

∑n
i=1Xi 也是正态分布随机变量，分布为

X̄ ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
. = N

(
E(X),

D(X)

n

)
• (参见 P144 习题十四第 9 题及 P422 附录二定理 5 的系)。

• 于是

η =
X̄ − E(X)√

D(X)
n

∼ N(0, 1)

• 根据正态分布的经验规则，

P (|η| ≤ 1.96) = 0.95

• 即

P

(
|X̄ − E(X)| ≤ 1.96

√
D(X)

n

)
= 0.95 (5.1)
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• 从 (5.1) 式看出，有 95% 的把握保证

|E(X)− X̄| ≤ 1.96

√
D(X)

n

即

X̄ − 1.96

√
D(X)

n
≤ E(X) ≤ X̄ + 1.96

√
D(X)

n

• 即随机区间 [
X̄ − 1.96

√
D(X)

n
, X̄ + 1.96

√
D(X)

n

]
(5.2)

以很大的概率包含 E(X)。

• 这样的区间叫做置信区间。

• 称这样的置信区间的置信水平或置信度为 0.95。

• 如果做 100 次抽样（每次抽 n 个样品），则从平均的意义讲，算出的

x̄ 值有 95 次，使得区间 (5.2) 包含真值 µ。(演示)

• 注意：在计算出置信区间后，我们不能说 E(X) 属于这个区间的概率

是 95%。因为一个计算出来的区间或者包含 E(X),或者不包含 E(X)。

• 样本量 n 越大，置信区间越短。

• 置信度越高，计算的置信区间越长。

• 例 5.1 滚珠直径 X 服从正态分布。随机抽取 n = 6 个，测量值（单

位: mm）：

14.70, 15.21, 14.90, 14.91, 15.32, 15.32

• 估计直径的平均值。

• 如果知道 X 的方差为 0.05, 求平均直径的置信区间。
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• 解

x̄ =
1

6
(14.70 + 15.21 + 14.90 + 14.91 + 15.32 + 15.32)

=15.06(mm)

为 E(X) 的估计。

• 为计算 E(X) = µ 的置信区间，计算半径

1.96

√
D(X)

n
= 1.96×

√
0.05

6
= 0.18

• E(X) 的置信区间为

[15.06− 0.18, 15.06 + 0.18] = [14.88, 15.24]

非正态分布的情形

• 如果 X 不是服从正态分布，根据中心极限定理，当 n 充分大时

η =
X̄ − E(X)√

D(X)
n

近似服从标准正态分布。

• 所以 E(X) 的置信度为 95% 的置信区间仍可用公式[
X̄ − 1.96

√
D(X)

n
, X̄ + 1.96

√
D(X)

n

]

计算。

方差未知时均值的置信区间

• 如果 D(X) 未知时求 E(X) 的置信区间，想到的是用样本方差 S2 代

替 (5.2) 中的 D(X)。
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• 但是，这时

T =
X̄ − E(X)√

S2

n

不再服从标准正态分布，不能利用正态分布经验规则。

• 需要推导 T 的分布。

t 分布

• 当总体 X ∼ N(µ, σ2)，X1, X2, . . . , Xn 是 X 的样本的时候，可以证明

T 的分布密度为

pn−1(t) =
Γ
(
n
2

)√
(n− 1)πΓ

(
n−1
2

) (1 + t2

n− 1

)−n
2

(5.4)

• T 的分布只依赖于样本量 n 而与总体参数 µ, σ2 无关。

• 定义 5.1 如果随机变量 Y 的分布密度为

pn(t) =
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
n
2

)
·
√
nπ

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

(5.6)

则称 Y 服从 n 个自由度的 t 分布，记为 Y ∼ t(n)。

• 统计量 T 服从 t(n− 1) 分布。

• t(n) 密度为偶函数，形状与标准正态分布类似，但两个尾部比正态分
布厚。

• 可以证明

lim
n→∞

pn(t) = ϕ(t), t ∈ (−∞,∞)
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• 可以找到 λ > 0 使得 ∫ λ

−λ
pn−1(t)dt = 0.95

• 即

P (|T | ≤ λ) =0.95

P

(
X̄ − λ

√
S2

n
≤ E(X) ≤ X̄ + λ

√
S2

n

)
=0.95

• 于是 E(X) 的置信度为 95% 的置信区间为[
X̄ − λ

√
S2

n
, X̄ + λ

√
S2

n

]

• λ 叫做 t 分布双侧 0.05 临界值，在 P432 附表 2 中列有不同自由度和
不同置信度的对应值。

• 例 5.2 用某仪器间接测量温度，重复测量 5 次，得到的结果如下（单
位：◦C）

1250, 1265, 1245, 1260, 1275

假设仪器没有系统偏差，求真值的范围。

• 解 用 µ 表示温度真值，X 表示测量值。X 通常服从正态分布。有

n = 5 的样本。

• µ 的置信区间为 [
x̄− λ

√
S2

n
, x̄+ λ

√
S2

n

]

• 计算得 x̄ = 1259, S2 = 570
4
，自由度为 n− 1 = 4，查 t 分布临界值表

(α = 0.05) 得 λ = 2.776，半径为

λ

√
S2

n
= 2.776×

√
570

4× 5
≈ 14.8



5.5 期望的置信区间 197

• 置信区间为

[1259− 14.8, 1259 + 14.8] = [1244.2, 1273.8]

• 例 5.3 对飞机的飞行速度进行 15 次独立试验，测得飞机的最大飞行
速度 (m · s−1) 如下：

422.2, 418.7, 425.6, 420.3, 425.8

423.1, 431.5, 428.2, 438.3, 434.0

412.3, 417.2, 413.5, 441.3, 423.7

根据长期经验，可以认为最大飞行速度服从正态分布。求最大飞行速

度期望的置信区间。

• 解 用 X 表示最大飞行速度。D(X) 未知，求 E(X) 的置信区间。

• 这里 x̄ = 425.047, S2 = 1006.34
14
。

• 自由度 n− 1 = 14，查表得 λ = 2.145。

• 半径

λ

√
S2

n
= 2.145

√
1006.34

14× 15
= 4.696

• 置信区间为

[425.047− 4.696, 425.047 + 4.696] = [420.35, 429.74]

方差未知时求期望置信区间的步骤

• 由样本值 x1, x2, . . . , xn 计算出 x̄, S2。

• 查 t 分布临界值表，自由度为 n− 1，α 为 1− 置信度，得临界值 λ。
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• 计算半径

d = λ

√
S2

n

• 得到 E(X) 的置信度为 1− α 的置信区间为

[x̄− d, x̄+ d]

5.6 方差的置信区间

方差的置信区间

• 希望对方差 D(X) 给出区间估计。方差本身也是一个重要指标。

• 例 6.1 某自动车床加工零件，抽查 16 个零件，测得长度如下（单位:
mm）：

12.15, 12.12, 12.01, 12.08, 12.09, 12.16

12.03, 12.01, 12.06, 12.13, 12.07, 12.11

12.08, 12.01, 12.03, 12.06

• 估计方差。x̄ = 12.075, S2 = 0.00244。

• 如何给出方差的区间估计？

正态分布总体方差的置信区间

• 设总体X ∼ N(µ, σ2)，X1, X2, . . . , Xn是X 的样本。由样本值 x1, x2, . . . , xn

给出 σ2 的置信区间。

• 已知 S2 是 σ2 的无偏估计，但不知道 S2 与 σ 的具体偏离情况。

• 来求 S2

σ2 的分布。

• 可以证明 η = (n−1)S2

σ2 的分布密度为

p(u) =


1

2
n−1
2 Γ(n−1

2 )
u

n−3
2 e−

u
2 u > 0

0 u ≤ 0

(6.1)
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• n ≥ 3 时图形手绘示意。

卡方分布

• η 的分布叫做卡方分布，是一种特殊的伽玛分布。

• 定义 6.1 如果随机变量 Y 的分布密度函数为

kn(u) =


1

2
n
2 Γ(n

2 )
u

n
2 −1e−

u
2 u > 0

0 u ≤ 0

则称 Y 服从 n 个自由度的卡方分布，记作 Y ∼ χ2(n)。

• 易见 χ2(n) 分布是 Gamma
(
n
2
, 1
2

)
分布。

• η = (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1)。

正态分布总体方差置信区间（续）

• η 分布已知，可以取 λ1, λ2 (0 < λ1 < λ2)，使得

P (λ1 ≤ η ≤ λ2) = 0.95 (6.2)

• 一般选 ∫ λ1

0

p(u)du =0.025 (6.3)∫ ∞

λ2

p(u)du =0.025 (6.4)

• λ1 和 λ2 可以从 P433 的附表 3 查到（附表三给出的是卡方分布的右
侧分位数）。

• 查出 λ1, λ2 后，以 95% 把握保证如下不等式：

λ1 ≤
(n− 1)S2

σ2
≤ λ2
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• 即

(n− 1)S2

λ2

≤ σ2 ≤ (n− 1)S2

λ1

• 即 ∑n
i=1(Xi − X̄)2

λ2

≤ σ2 ≤
∑n

i=1(Xi − X̄)2

λ1

这就是 σ2 的置信度为 0.95 的置信区间。

• 为了得到标准差 σ 的置信区间，只要把 σ2 的置信区间端点开平方根。

• 例 6.1（续） 这里

n∑
n=1

(xi − x̄)2 = 0.0366

n = 16, 查 15 个自由度的卡方分布临界值得 λ1 = 6.26, λ2 = 27.5，[∑n
i=1(xi − x̄)2

λ2

,

∑n
i=1(xi − x̄)2

λ1

]
=

[
0.0366

27.5
,
0.0366

6.26

]
=[0.0013, 0.0058]

• σ 的置信区间为 [0.036, 0.076]。

5.7 寻求置信区间和置信限的一般方法

寻求置信区间和置信限的一般方法

• 概念：置信区间；置信水平（置信度）；置信系数。单侧的置信限。

• 方法：枢轴量方法；统计量方法；假设检验接受域方法。
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6.1 问题的提法

假设检验的问题

• 估计是统计学的一个重要问题，本章讨论另一个重要问题：“假设检
验”。

• 本节用一些例子给出假设检验的典型问题。

• 例 1.1 某厂有一批产品，共 200 件，须经检验合格才能出厂。按国家
标准，次品率不得超过 1%，今在其中抽取 5 件，发现这 5 件中含有
次品。

• 问这批产品能否出厂？

• 直观看不能出厂，但理由何在？

• 设这批产品的次品率为 p。

• 问题化为：如何根据抽样的结果来判断不等式“p ≤ 0.01”是否成立？

• 例 1.2 用某仪器间接测量温度，重复 5 次，所得数据如下：

1250, 1265, 1245, 1260, 1275

而用别的精确办法测得温度为 1277(可以看作温度的真值)。

• 试问此仪器间接的温度有无系统偏差？

• 用 X 表示这个仪器测得的数值，X 是随机变量。

201



202 第六章 假设检验

• 得到的 5 个数据值是 X 的一个样本。

• 问题化为：如何判断等式“E(X) = 1277”成立与否？

• 例 1.3 某工厂近 5 年来发生了 63 次事故，这些事故在工作日的分布
如下：

星期 一 二 三 四 五 六

次数 9 10 11 8 13 12

• 问：事故发生是否与星期几有关？

• 用 X 表示这样的随机变量：若事故发生在星期 i，则 X = i。

• X 的可能取值集合为 {1, 2, . . . , 6}（星期日是该厂厂休日）。

• 问题化为：如何判断

P (X = i) ≡ 1

6
(i = 1, 2, . . . , 6)

是否成立？

• 例 1.4 在针织品的漂白工艺过程中，要考察温度对针织品的断裂强力
（主要质量指标）的影响。

• 为了比较 70◦C 与 80◦C 的影响有无差别，在这两个温度下，分别重复
做了 8 次试验，得数据如下（单位：千克力）

70◦C时的强力：20.5, 18.8, 19.8, 20.9,

21.5, 19.5, 21.0, 21.2

80◦C时的强力：17.7, 20.3, 20.0, 18.8,

19.0, 20.1, 20.2, 19.1

• 从试验数据看，两种温度下的强度有无区别？

• 用 X 表示 70◦C 下的强力，Y 表示 80◦C 下的强力，问题变成：
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• 如何判断等式

E(X) = E(Y )

成立与否？

• 还可以进一步问等式

D(X) = D(Y )

成立与否？

• 比较新型吹风机与原吹风机。原吹风机是成功，但面临竞争压力。

• 新型吹风机成本减少了 15%，如果产品可靠性也不比原产品差则可以
上市取代原产品。

• 否则不采纳新产品，因为产品有 1 年保质期，保质期内损坏需要免费
更换。

• 公司进行了可靠性试验，将新产品和原产品各取 250 件在模拟一年使
用的条件下进行试验。

• 发现新产品中有 11 个失效，而原产品中有 20 个失效。

• 问：新产品的可靠性是否不比原产品的差？

• 用 p1 表示新产品的失效率，p2 表示原产品的失效率。

• 问题化为：判断

p1 ≤ p2

是否成立？

• 怎样根据一个随机变量的样本值，判断该随机变量是否服从正态分布
N(µ, σ2)?

• 更一般地，如何根据样本的特性去判断随机变量是否以给定的函数
F (x) 为其分布函数？
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假设检验问题

• 例 1.1—例 1.6 代表了一类广泛的统计学问题。

• 共同点是要从样本值出发去判断一个“看法”是否成立。

• 例 1.1 的“看法”是“次品率 p ≤ 0.01”；

• 例 1.2 的看法是“E(X) = 1277”；

• 例 1.3 的看法是“P (X = i) ≡ 1
6
(i = 1, 2, . . . , 6)”；

• 例 1.4 的看法是“E(X) = E(Y )”；

• 例 1.5 的看法是“p1 ≤ p2”；

• 例 1.6 的看法是“X 的分布函数是 F (x)”。

•“看法”又叫“假设”。这些例子就是所谓假设检验问题。

• 本章介绍一些常用的检验方法，判断所关心的“假设”是否成立。

• 例 1.1、例 1.2 和例 1.3 中的“假设”都是关于一个随机变量的参数的
判断，这叫做一个总体的参数检验问题。

• 例 1.6 也是一个总体的检验问题，但不是参数检验，而是概率分布的
检验问题。

• 例 1.4 和例 1.5 的“假设”是关于两个随机变量的判断，叫做二总体
的检验问题。

假设检验的思想

• 假设检验的思想是“带概率的反证法”。

• 以例 1.1 为例说明。
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• 要检验假设“p ≤ 0.01”。

• 在假设成立的条件下进行分析。如果假设成立，则总体中至多有 2 件
次品。

• 任抽取 5 件产品，先来求这 5 件中“无次品”的概率。

• 用古典概型：

P (无次品) =


C5

198

C5
200

当 200 件中有 2 件次品时
C5

199

C5
200

当 200 件中有 1 件次品时
C5

200

C5
200

当 200 件中没有次品时

≥C
5
198

C5
200

=
198× 197× · · · × 194

200× 199× · · · × 196
≈ 0.9505

≥0.95

• 于是

P (任取的 5 件中有次品) ≤1− 0.95 = 0.05

• 计算说明：如果次品率真的 ≤ 0.01，那么抽取 5 件样品，出现次品的
机会是很少的，平均在 100 次抽样中，出现不到 5 次。

• 如果 p ≤ 0.01 成立，则在一次抽样中，人们实际上很少遇见出现次品

的情况。

• 现在的实际情况是遇到了次品，这是“不合理”的。

• 产生这种不合理现象的根源在于假设 p ≤ 0.01；

• 因此假设“p ≤ 0.01”是不能接受的。

• 所以按照国家标准，这批产品不能出厂。
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概率性质的反证法

•（1）反证法的思想。为了检验一个假设（如“p ≤ 0.01”），先假定这个

假设是成立的，如果实际从样本中观察到的情况在这个假设下是不合

理的，就认为原来的假设是不正确的，拒绝原来的假设。

• 如果样本没有不合理现象，就不能拒绝原来的假设。

•（2）这不是纯粹的反证法。这里的“不合理”，不是形式逻辑中绝对的
矛盾，而是认为小概率事件在一次观察中基本不可能发生。

• 但原假设成立的情况下小概率还是有可能发生的，一旦出现这种情况，
我们拒绝原假设就是错误的。

• 所以在观察到小概率事件后拒绝原假设是有可能犯错的，只不过这种
可能性比较小而且可以控制。

• 在原假设下概率小到什么程度算是“小概率事件”？通常取界限为
0.05，有时也取为 0.01 或 0.10。

本章内容

• §2 先讲一个正态总体的检验问题。

• §3 介绍假设检验的一般概念和数学描述，如功效、p 值等。

• §4 讲两个正态总体的检验问题。

• §5 介绍比率的假设检验（一个总体和两个总体）。

• §6 为概率分布的检验。

6.2 一个正态总体的假设检验

一个正态总体的假设检验

• 设总体 X ∼ N(µ, σ2), 关于一个正态总体有四种假设检验问题：
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• 已知方差 σ2, 检验假设 H0 : µ = µ0;

• 未知方差 σ2, 检验假设 H0 : µ = µ0;

• 未知期望 µ，检验假设 H0 : σ
2 = σ2

0;

• 未知期望 µ，检验假设 H0 : σ
2 ≤ σ2

0。

已知方差检验均值

• 例 2.1 某车间生产铜丝，主要质量指标是折断力大小。

• 用 X 表示该车间生产的铜丝的折断力。

• 由以往经验，可以认为 X 服从正态分布，期望为 570 千克力，标准差
是 8 千克力。

• 换了一批原料后，认为方差不会有什么变化，但需要检验折断力是否
和原来一样。

• 即：已知方差 σ2 = 82, 检验假设

H0 : µ = 570

• 抽取了 10 个样品，测得折断力值为（单位：千克力）：

578, 572, 570, 568, 572, 570, 570, 570, 572, 596, 584

• 如何检验 H0?

• 用概率性质的反证法。考虑在 H0 成立的假设下，观测到的样本是否

有不合理现象。

• 在 H0 下，X ∼ N(570, 82)。

• 设 X 的一个样本为 X1, X2, . . . , Xn（看成随机变量），则

X̄ =
1

10

10∑
i=1

Xi ∼ N(570,
82

10
)

U =
X̄ − 570√

82/10
∼ N(0, 1)

(正态分布的线性组合仍服从正态分布)
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• 由正态分布的经验规则，

P (|U | > 1.96) = 0.05

所以在 H0 成立时 {|U | > 1.96} 是一个小概率事件。

• 计算得 x̄ = 575.2, U = 2.05，说明小概率事件发生了，认为是不合理

的，故此拒绝 H0，习惯上说“折断力的大小和原来有显著差异”。

• 例 2.2 根据历史经验和资料分析，某砖瓦厂所生产的砖的“抗断强

度”X 服从正态分布，方差 σ2 = 1.21。

• 从一批产品中抽取 n = 6 的样本，测得抗断强度（单位：kg · cm−2）：

32.56, 29.66, 31.64, 30.00, 31.87, 31.03

• 问：这批砖的平均抗断强度可否认为是 32.80?

• 解 待检验的假设是 H0 : µ = 32.50。

• 计算统计量 U :

U =
x̄− µ0√

σ2

n

=
31.13− 32.50√

1.21
6

= −3.05

• 于是 |U | = 3.05 > 1.96，小概率事件发生。拒绝 H0，这批砖的平均抗

断强度不能认为是 32.50 (或称这批砖的平均抗断强度与 32.50 有显著
差异)。

检验水平

• 以 H0 下计算的概率小于 0.05 作为拒绝 H0 的标准，这样 α = 0.05 叫

做检验水平。

• 有些问题中需要把检验水平取得更小一些，如取 α = 0.01。这时查表

得 H0 下

P (|U | > 2.58) = 0.01
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• 在例 2.1 中，U = 2.05，不超过 2.58，在 0.01 水平下“小概率事件”
没有发生，假设 H0 与数据是相容的，简称 H0 是相容的。

• 这与 α = 0.05 时结论不同，可见检验的结果与水平 α 的选择有关。

• 检验水平 α 的直观意义：把 H0 成立时概率不超过 α 的事件当作一次

观察时不会发生的“小概率事件”。

第一类错误

• 对于一般的 α（无论如何可以假设 α < 0.5），取临界值 λ 使得

P (|U | > λ) = α

从样本中计算统计量 U 的值，当 |U | > λ 时就拒绝 H0。

• 这样下结论不能绝对不犯错误（但是从部分（样本）推断整体（总体）
本来就不能保证绝对正确，管中窥豹和盲人摸象是典型例子）。

• 即使 H0 成立，仍有 α 的概率我们会拒绝 H0，这种错误叫做第一类

错误，检验水平 α 是犯第一类错误的概率的上界。

第二类错误

• 那么，是不是第一类错误越小越好？

• 不是。比如，我们取临界值 λ 接近于无穷大，这时 α 几乎等于零。

• 但是，这样检验相当于不论 H0 成立与否都不拒绝 H0，于是当 H0 不

成立时一定会犯错误。

• 当 H0 不成立时，如果按照检验规则，数据与 H0 相容，不能拒绝 H0，

就犯了第二类错误。

• 用 β 表示第二类错误的概率。

• 两类错误概率越小越好，但两者互相矛盾。

• 经典的统计假设检验做法是固定第一类错误概率的水平 α，然后尽可

能设法减小第二类错误概率，如设计更好的检验方案，增大样本量。
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未知方差时期望的检验

• 设总体为 N(µ, σ2), µ 和 σ2 都未知，检验 H0 : µ = µ0(µ0 已知)。

• 例如，例 1.2，测量值 X 服从正态分布，µ 和 σ2 都未知，µ0 = 1277，

检验 H0 : µ = 1277。

• 如果 σ2 已知，检验使用的统计量为

U =
X̄ − µ0√

σ2

n

• 在 σ2 未知时，在 U 的公式中用 σ2 的估计量 S2 (样本方差) 代替 σ2

得到

T =
X̄ − µ0√

S2

n

• 由 §5.5(P151) 知 H0 成立时 T ∼ t(n− 1) 分布。

• 对例 1.2，n = 5，查自由度为 4 的 t 分布表得

P (|T | > 2.776) = 0.05

• 计算得 x̄ = 1259, S2 = 142.5，T = −3.37, |T | > 2.776，小概率事件发

生，所以拒绝 H0，认为间接测温的平均值不等于精确测量值，即间接

测温有系统误差。

正态总体方差未知时关于期望的检验步骤

(1) 提出带检验的假设 H0 : µ = µ0(µ0 已知)。
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(2) 根据样本值 x1, x2, . . . , xn 计算统计量

T =
X̄ − µ0√

S2

n

的值。

(3) 对于检验水平 α，自由度 n − 1，查 t 分布临界值表（附表 2），得临
界值 λ。

(4) 若 |T | > λ，拒绝 H0；否则 H0 相容（此时常接受 H0）。

两类错误的比较

• 在经典的统计假设检验中，第一类错误由检验水平 α 控制，第二类错

误只能尽量设法减小但不可控制。

• 所以，设计检验 H0 时，尽可能取 H0 使得 H0 代表原来的、标准的情

况或做法，从而接受 H0 即使犯错（发生第二类错误）也没有严重后

果，而拒绝 H0 则需要更为谨慎（可能发生第一类错误）。

• 这样，一旦拒绝 H0，我们是比较有把握结论是可信的。

• 实践中，人们一般希望得到拒绝 H0 的结论。

• 这样也会发生报告偏差：不同的研究人员对同一问题做了试验，接受
H0 的时候就不报告了，拒绝 H0 就报告出来。

• 例 2.3 根据长期资料分析，知道某种钢生产出的钢筋的强度服从

正态分布。今随机抽取 6 根钢筋进行强度试验，测得强度为（单位：
kg ·mm−2）：

48.5, 49.0, 53.5, 49.5, 56.0, 52.5

• 问：能否认为该种钢生产的钢筋的平均强度为 52.0?
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• 解 用 X 表示钢筋强度，X ∼ N(µ, σ2).

•（1）要检验的假设是 H0 : µ = 52.0。

•（2）计算统计量 T 的值。x̄ = 51.5, S2 = 8.9,

T =
51.5− 52.0√

8.9/6
= −0.411

•（3）查附表 2，α = 0.05，自由度 n− 1 = 5，得 λ = 2.571。

•（4）下判断。现在 |T | = 0.411 < 2.571，故 H0 是相容的，不能否定钢

筋的平均强度为 52.0kg ·mm−2。

假设检验与置信区间

• H0 : µ = µ0 的检验与 µ 的置信区间有密切联系。

• µ = E(X) 的置信水平为 1− α 的置信区间是满足∣∣∣∣∣ x̄− µ√
S2/n

∣∣∣∣∣ ≤ λ
的 µ 的集合。

• 检验 H0 : µ = µ0 的规则是：当且仅当∣∣∣∣∣ x̄− µ0√
S2/n

∣∣∣∣∣ ≤ λ
时不拒绝 H0。

• 所以检验法也可以说是：当且仅当 µ0 属于 µ 的置信水平为 1 − α 的
置信区间时不拒绝 H0。

• 反过来以可以由检验法构造置信区间。
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方差的双边检验

• 对正态总体，设期望和方差未知，检验：

H0 : σ
2 = σ2

0

(σ2
0 已知)

• 例 2.4 某车间生产铜丝，生产一直比较稳定。

• 今从产品中随机抽出 10 根检查折断力，得数据如下（单位：千克力）：

578, 572, 570, 568, 572, 570, 570, 570, 572, 596, 584

• 问：是否可相信该车间的铜丝的折断力的方差为 64?

• 用 X 表示铜丝的折断力，已知 X ∼ N(µ, σ2)，要根据样本检验

H0 : σ
2 = σ2

0 (σ2
0 = 64)

• 自然想到用 S2 与 σ2
0 比较。如果 S2/σ2

0 很大或很小，则应拒绝 H0。

如果 S2/σ2
0 的值接近于 1，应该接受 H0。

• 取统计量

W =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
0

=
(n− 1)S2

σ2
0

在 W 很大或很小时拒绝 H0。

• 由 §5.6, 当 H0 成立时 W ∼ χ2(n − 1)。查 χ2 分布临界值表找到 λ1,
λ2 使得

P (W < λ1) =0.025

P (W > λ2) =0.025

• 则 H0 成立时 {W < λ1或W > λ2} 是小概率事件。
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• 对例 2.4，从样本中计算得 x̄ = 575.2, S2 = 75.73, 故

W =
9× 75.73

64
= 10.65

• 查 χ2 分布表，自由度 n− 1 = 9，得 λ1 = 2.70, λ2 = 19.0。现在

λ1 < W < λ2

• 所以 H0 是相容的，可以相信铜丝折断力方差为 64。

方差的单侧检验

• 设正态总体的期望和方差都未知，检验

H0 : σ
2 ≤ σ2

0 (σ2
0已知)

• 这种检验也是常用的。H0 代表生产的加工精度没有变差，如果拒绝了

H0，就说明加工精度变差了，要检查原因。

• 设总体 X ∼ N(µ, σ2)，X1, X2, . . . , Xn 为样本。

• 自然想到如果 S2/σ2
0 远大于 1 则应该拒绝 H0。

• 仍采用统计量

W =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
0

=
(n− 1)S2

σ2
0

当 W 很大时拒绝 H0。

• 在 H0 : σ
2 ≤ σ2

0 的情况下，W 的分布依赖于未知的 σ2。

• 用不等式推导中的放大法。
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• 令

Y =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

σ2
=
σ2
0

σ2
W

• 则 H0 成立时 Y ≥W。

• Y ∼ χ2(n− 1)，设 λ 是 χ2(n− 1) 分布右侧 α 临界值，即

P (Y > λ) = α

• 则 Y > λ 是小概率事件。

• 但是 Y 不是统计量，其计算公式涉及未知参数 σ2。

• 然而，在 H0 下

P (W > λ) ≤ P (σ
2
0

σ2
W > λ) = P (Y > λ) = α

• 也就是说，H0 下 {W > λ} 也是小概率事件，而 W 是统计量。

• 从样本值 x1, x2, . . . , xn 中计算得到 W，如果 W > λ，就应该拒绝 H0。

方差检验步骤

• 检验步骤：

• (1) 提出待检验的假设 H0 : σ
2 = σ2

0(或 H0 : σ
2 ≤ σ2

0)。

• (2) 计算统计量

W =

∑n
i=1(xi − x̄)2

σ2
0

=
(n− 1)S2

σ2
0

• (3) 查 χ2 分布临界值表（附表 3），自由度为 n − 1，得 λ1,λ2 (或 λ)
满足

P (χ2 < λ1) = (χ2 > λ2) =
α

2

(或P (χ2 > λ) = α)

• (4) 比较 W 与 λ1, λ2（或 λ），作出判断。
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单边检验假设选取

• 对于单边的问题，假设可以是问题本身或者问题的反面。

• 一般取假设为原来的、标准的情况或做法，这样接受假设即使犯错后
果也不严重。

• 如果希望回答可信，应该把希望得到的回答的反面作为假设（拒绝了
H0 时的结论是比较可靠的）。

• 例 2.5 已知罐头番茄汁中，维生素 C 含量服从正态分布。

• 按照规定，维生素 C 含量不得少于 21 毫克。

• 现从一批罐头中抽了 17 罐，算得维生素 C 含量统计量为 x̄ = 23,
S2 = 3.982。

• 为这批罐头的维生素 C 的含量是否合格？

• 解 设这批罐头中维生素 C 含量 X ∼ N(µ, σ2)。

• 我们希望作出合格的判断时比较有把握，所以设 H0 为合格的反面：

H0 : µ < 21

• 参考 H0 : µ = µ0 时的做法，考虑统计量

T =
X̄ − µ0√

S2

n

当 T 很大时拒绝 H0。

• 在 H0 成立时 T 的分布依赖于未知参数 µ，取

Y =
X̄ − µ√

S2

n

∼ t(n− 1)

• 则 H0 成立时 Y > T。
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• 取 λ 使

P (Y > λ) = α

• 则 H0 成立时

P (T > λ) ≤ P (Y > λ) = α

所以 {T > λ} 是小概率事件。

• 为了从附表 2 中查 λ，注意自由度为 n− 1，另外

P (Y > λ) = α⇐⇒ P (|Y | > λ) = 2α

所以取 α = 0.05 时只要从附表 2 中查 0.10 对应的 λ。

• 对例 2.5，查附表 2，自由度 n−1 = 16，0.10对应的临界值为 λ = 1.746。

• 计算得

T =
X̄ − 21√

S2

n

= 2.07 > 1.746

• 所以小概率事件发生了，拒绝 H0，认为该批罐头合格。

非正态总体的均值假设检验

• 对于非正态的总体，当 n → ∞ 时根据中心极限定理以及相关的概率
极限理论可以证明在 H0 : µ = µ0 下 T 统计量近似标准正态分布。

• 所以 α = 0.05 时可以用 {|T | > 1.96} 作为拒绝 H0 : µ = µ0 的标准。

• 为了使得这种近似有意义，样本量 n 一般不小于 30，最好是 50 以上，
或 100 以上。
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6.3 假设检验的某些概念和数学描述

假设检验的某些概念和数学描述

• 检验法；

• 两类错误；

• 功效函数；

• 临界值与 p 值；

• 假设检验与置信区间的联系。

6.3.1 检验法与功效函数

零假设和对立假设

• 要检验的“假设”记作 H0，叫做零假设或原假设。

• H0 是关于随机变量 X(总体) 的一个“看法”。数学描述：

• 设 X 的分布函数为 F (x, θ)，其中 θ ∈ Θ，这里 Θ 是实数（或向量、

或其它符号）组成的已知集合。

•“看法”H0 表示成：θ ∈ Θ0，这里 Θ0 是 Θ 的非空真子集。

• 把 θ ∈ Θ−Θ0 叫做对立假设或 备择假设，记作 Ha。

• 例如，在例 2.1中，考虑铜丝折断力的总体，要检验的假设是 µ = 570。
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• 这里

X ∼N(µ, 82)

θ =µ

Θ =(−∞,∞)

Θ0 ={570}

Θ−Θ0 =(−∞, 570) ∪ (570,∞)

H0 :θ ∈ Θ0

Ha :θ ∈ Θ−Θ0

检验法

• 检验法就是给出一个规则，对给定的样本值 x1, x2, . . . , xn，进行明确

表态：接受假设 H0 还是拒绝假设 H0。

• 设 S 是所有可能的样本值 (x1, x2, . . . , xn)(n 固定) 组成的集合（样本
空间）。很多情况下 S = Rn。

• 检验法就是指空间 S 的一个划分：S = S1 ∪ S2，S1 ∩ S2 = ∅。当
(x1, x2, . . . , xn) ∈ S1 时，接受假设 H0；当 (x1, x2, . . . , xn) ∈ S2 时，拒

绝 H0。

• S1 叫做接受域, S2 叫做否定域或拒绝域。

• 否定域与检验法互相唯一确定。

假设检验的两类错误

• 在解决假设检验的问题时, 无论作出否定还是接受原假设 H0 的决定,
都有可能犯错误.

• 我们称否定 H0 时犯的错误为第一类错误, 接受 H0 时犯的错误为第二

类错误.
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•

检验结果

H0 H1

真实 H0 X X(第 I 类)

情况 H1 X(第 II 类) X

• 假设检验一般控制第一类错误在检验水平 α 以下，所以否定 H0 时结

论比较可靠。

• 如果承认 H0，可能犯第二类错误，错误概率可能会比较大。

• 要同时减小两类错误是不可能的，一种错误减小另一种错误必然增大。

功效函数

• 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的样本，W 是否定域，当事件

{(X1, X2, . . . , Xn) ∈W} 发生时拒绝零假设 H0。

• 设 X ∼ F (x, θ)，此事件的概率记作

MW (θ) = Pθ((X1, X2, . . . , Xn) ∈W ), θ ∈ Θ

称作否定域 W (或对应的检验法) 的功效函数。

• 功效函数在两种情况下的意义:
意义 记号

真实 H0(θ ∈ Θ0) 第 I 类错误概率 αW (θ)

情况 H1(θ ∈ Θ1) 1−第二类错误概率 1− βW (θ)

检验水平

• 在 H0 成立的时候，功效函数越小越好；

• 当 H1 成立的时候，功效函数越大越好。

• 功效函数图示。
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• 定义 3.1 给定 α(0 < α < 1)，如果

αW (θ) ≤ α, ∀θ ∈ Θ0

则称 W 是检验水平 (或显著性水平) 为 α 的否定域（检验法）。

• 如果

sup
θ∈Θ0

αW (θ) = α

则称 α 为 W 的精确检验水平。

检验法讨论

• 统计学中假设检验一般都是固定一个检验水平 α，找到 H1 下第二类

错误尽可能小（功效尽可能大）的检验法进行检验。

• 这样，如果最后结论是拒绝 H0，可能犯的是第 I 类错误，此错误概率
收到检验水平的控制，所以结论是比较可信的。

• 如果最后结论是接受 H0，可能犯的是第 II 类错误，此错误概率虽然
已经尽可能控制但不像第 I 类错误那样有明确界限。

• 所以接受 H0 的结论是一种“维持原状、不改变原来结论”之类的做

法，一般不能把接受 H0 作为一个新的发现使用。

• 这和“带概率的反证法”是一致的，反证法不能推出矛盾，并不意味
着假设一定成立。

6.3.2 临界值和 p 值

临界值

• 否定域 W 一般用一个直观上有明确意义的统计量（称为检验统计量）

φ(X1, X2, . . . , Xn) 来确定。

• 单边情形的否定域：

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ} (3.1)
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• 双边情形的否定域：

W =
{
(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1或

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2} (3.2)

• (3.1) 中 λ 叫做单边情形的临界值，(3.2) 中 λ1 和 λ2 叫做双边情形的

临界值。

• 临界值根据检验水平确定。

单侧临界值确定

• 为了使得 H0 成立时第一类错误概率不超过检验水平 α，应找 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α (3.3)

• 如果检验统计量服从连续型分布，这样的 λ 存在。

• 如果检验统计量服从离散型分布，这样的 λ 不一定存在，这时找 λ 使

得

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) ≤ α

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ) (3.4)

(这是水平为 α 的最小的 λ)

• 注意：第一类错误概率不是越小越好！所以 λ 不是越大越好。

双边情形的临界值

• 对于双边情形，应找 λ1 和 λ2 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) =
α

2
(3.5)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) =
α

2
(3.6)

• 如果检验统计量服从连续型分布，这样的 λ1 和 λ2 存在。



6.3 假设检验的某些概念和数学描述 223

• 如果检验统计量服从离散型分布，这样的 λ1 和 λ2 不一定存在，这时

找 λ1 和 λ2 使得

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ λ1) (3.7)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ2) (3.8)

• 根据检验水平确定临界值从而获得否定域的方法，称为临界值方法。

• 例 3.1 设 X ∼ N(µ, σ2)，未知 σ，检验假设

H0 : µ ≤ µ0 ←→ Ha : µ > µ0

• 令 θ = (µ, σ2)，及

Θ ={(µ, σ2) : µ ∈ (−∞,∞), σ2 > 0}

Θ0 ={(µ, σ2) : µ ≤ µ0, σ
2 > 0}

Θ1 =Θ−Θ0 = {(µ, σ2) : µ > µ0, σ
2 > 0}

• 检验可表示为

H0 : θ ∈ Θ0 ←→ Ha : θ ∈ Θ1

• 设样本为 X1, X2, . . . , Xn，取检验统计量

φ(X1, X2, . . . , Xn) =
X̄ − µ0√
S2/n
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• φ 值越大，数据越倾向于否定 H0 而接受 H1。取单边否定域

W ={(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ}

=

{
(x1, x2, . . . , xn) :

x̄− µ0√
S2/n

> λ

}

• 对给定检验水平 α，临界值 λ 应满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α

• 当 µ ≤ µ0 时，

X̄ − µ0√
S2/n

≤ X̄ − µ√
S2/n

• 于是

sup
θ∈Θ0

Pθ

(
X̄ − µ0√
S2/n

> λ

)
= sup
θ∈Θ0

Pθ

(
X̄ − µ√
S2/n

> λ

)

• 其中 X̄−µ√
S2/n

对任意 (µ, σ2)都服从 t(n−1)分布，所以可取 λ为 t(n−1)
分布的 1− α 分位数，则上式右边为 α。

• 否定域求得。

p 值方法

• p 值方法是确定否定域的另一方法，p 值可以直观表示数据中否定 H0

的倾向的强烈程度。

• 以单边否定域 (3.1) 为例:

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ} (3.1)

• 设 x1, x2, . . . , xn 是样本值，X1, X2, . . . , Xn 是总体分布参数为 θ 时的

样本。
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• 定义

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

• p(x1, x2, . . . , xn) 是 H0 成立的条件下统计量 φ(X1, X2, . . . , Xn) 取到

和观测到的统计量值 φ(x1, x2, . . . , xn) 一样大或更大的概率的最大值。

• 这个概率是数据取值倾向于否定 H0 的情况的概率。

• 如果 H0 成立，这个概率应该很小。

• 注意：

(1) p(x1, x2, . . . , xn) 取值于 [0, 1];

(2) p(X1, X2, . . . , Xn) 是统计量。

p 值与否定域

• 用 p 值可以表示否定域：

• 引理 3.1 设对给定的 α ∈ (0, 1)，恰有一个 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α (3.10)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ⇐⇒ p(x1, x2, . . . , xn) < α

• 即：当且仅当 p 值小于检验水平 α 时否定零假设 H0:

W = {(x1, x2, . . . , xn) : p(x1, x2, . . . , xn) < α}

• 这种确定否定域的方法叫做 p 值方法。

• 这个否定域的精确检验水平为 α。
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p 值特点

• p 值越小，从数据看否定 H0 的倾向越强烈。

• p 值大小代表了数据与 H0 的相容程度，当 p 值小于 α 时就不相容了。

• p 值总是在 [0, 1] 取值的。

• p 值是能够否定 H0 可取的最小的检验水平 α0，取比 p 值更小的检验
水平 α < α0 就不能否定 H0 了。

引理 3.1 的证明

• 设 p(x1, x2, . . . , xn) < α, 即

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)) < α (*)

• 而 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α

• 所以一定有

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ

• 这是因为如果

φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ

则

φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ

=⇒φ(X1, X2, . . . , Xn) > φ(x1, x2, . . . , xn)

=⇒φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)

从而

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)) ≥ α
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• 反过来，设 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ, 则有 ε > 0 使得

φ(x1, x2, . . . , xn)− ε > λ

• 于是

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤ sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) > φ(x1, x2, . . . , xn)− ε)

≤ sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α (**)

• 且 (**) 式的小于等于号必为严格小于号，否则令

λ′ = φ(x1, x2, . . . , xn)− ε

则 λ′ > λ 也是

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) = α

的解，与引理 3.1 题设矛盾。

• 即：φ(x1, x2, . . . , xn) > λ 时有

p(x1, x2, . . . , xn) < α

• 引理 3.1 证毕。

精确水平不等于 α 的情况

• 给定 α ∈ (0, 1) 不一定有临界值 λ 使得检验的精确水平为 α。
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• 这时求满足 (3.4) 的 λ。

• p 值定义不变。

• 引理 3.2 设对给定的 α ∈ (0, 1)，有 λ 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) ≤ α

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ) (3.11)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ⇐⇒ p(x1, x2, . . . , xn) ≤ α

• 引理 3.2 的证明 设 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ，则

Pθ
(
φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)

)
≤Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ)

• 两边取 supθ∈Θ0
，有

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤ sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ) ≤ α (由 (3.11))

• 反过来，如果 φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ, 则

Pθ
(
φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)

)
≥Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ)

• 两边取 supθ∈Θ0
，有

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≥ sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ) > α (由 (3.11))
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• 因此 p(x1, x2, . . . , xn) ≤ α 时一定有 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ。

• 引理 3.2 证毕。

• 在引理 3.2 条件下，若 λ 满足 (3.11)(不一定唯一)，则否定域

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ}

的精确检验水平不超过 α，是一个检验水平为 α 的否定域。

• 样本值落入否定域 W 的充分必要条件是 p 值小于等于 α，与引理 3.1
的做法只有微小的的差别（引理 3.1 要求 p 值严格小于 α）。

• 这也叫做 p 值方法。

• 例 3.2 设 X ∼ N(µ, σ2)。未知 σ，检验 H0 : µ ≤ µ0。

• 否定域为

W ={(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0}

φ(x1, x2, . . . , xn) =
x̄− µ0√
S2/n

λ0 为 t(n− 1) 的 1− α 分位数。

• 计算 p 值（是统计量）

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

• 这里 θ = (µ, σ2), Θ0 = {(µ, σ2) : µ ≤ µ0, σ
2 > 0}。

• 当 µ ≤ µ0 时

x̄− µ√
S2/n

≥ x̄− µ0√
S2/n
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• 所以

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
θ∈Θ0

Pθ

(
X̄ − µ√
S2/n

≥ x̄− µ0√
S2/n

)

=P(µ0,σ2)

(
X̄ − µ√
S2/n

≥ x̄− µ0√
S2/n

)

=P

(
T ≥ x̄− µ0√

S2/n

)
(*)

(其中 T 表示 t(n− 1) 分布随机变量)

• 由 (*) 可见（或由引理 3.1 可知）

p(x1, x2, . . . , xn) < α⇐⇒ x̄− µ0√
S2/n

> λ

• 例如，为了检验 H0 : µ ≤ 25，设某样本 n = 64，x̄ = 25.9, S2 = 17.3，

则

φ(x1, x2, . . . , xn) =
x̄− µ0√
S2/n

= 1.731

p(x1, x2, . . . , xn) =P (T ≥ 1.731) = 0.044 < 0.05

(这个 p 值可以在 R 软件中用 1 - pt(1.731, 63) 计算)

• 在 α = 0.05 检验水平下应拒绝 H0。

双边否定域的 p 值

• 考虑否定域 (3.2):

W =
{
(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1或

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2} (3.2)
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• 不去考虑由 α 确定 λ1 和 λ2 的问题，直接定义 p 值。

• 根据“p 值是能够拒绝 H0 的最小的可取检验水平”，可以找到特定的

λ0，λ1 ≤ λ0 < λ2。

• 当 φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ0 时，令

p(x1, x2, . . . , xn)

=min
{
sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn)) , 1
}

(3.12)

• 当 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0 时，令

p(x1, x2, . . . , xn)

=min
{
sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn)) , 1
}

(3.13)

• 定义 3.3 由 (3.12) 和 (3.13) 定义的 p(x1, x2, . . . , xn) 叫做双边情形

下样本值 (x1, x2, . . . , xn) 的 p 值。

• 引理 3.3 设对给定的 α ∈ (0, 1)，有唯一的 λ1 和 λ2 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) =
α

2
(3.14)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) =
α

2
(3.15)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1 或φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

⇐⇒p(x1, x2, . . . , xn) < α.

• 否定域为 p 值小于 α。
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• 引理 3.4 设对给定的 α ∈ (0, 1)，有 λ1 和 λ2 满足

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ λ1) (3.16)

sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2) ≤
α

2

< sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ λ2) (3.17)

则

φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1 或φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

⇐⇒p(x1, x2, . . . , xn) ≤ α.

• 与引理 3.3 的差别是否定域为 p 值小于等于 α。

• 引理 3.3 的证明 设 φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1, 则 φ(x1, x2, . . . , xn) < λ0

（只要 λ0 ∈ [λ1, λ2)）。

• 而且存在 ε > 0 使得 φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1 − ε。

• 由 (3.12)

p(x1, x2, . . . , xn)

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) < λ1 − ε) < α

(由 (3.17) 对 λ1 的要求及唯一性)

• 若 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2, 则 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0 （只要 λ0 ∈
[λ1, λ2)）。

• 而且存在 ε > 0 使得 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2 + ε。
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• 由 (3.13) 得

p(x1, x2, . . . , xn)

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

≤2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) > λ2 + ε) < α

(由 (3.17) 对 λ2 的要求及唯一性)

• 于是我们证明了引理 3.3 的 “=⇒”。

• 反过来，设 p(x1, x2, . . . , xn) < α。

• 若 φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ λ0, 则

p(x1, x2, . . . , xn)

=2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn))

(这是因为 p(x1, x2, . . . , xn) < α 时 (3.12) 不能取 1)

<α

• 由 (3.14) 中 λ1 的唯一性用反证法可知这时

φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1

• 若 φ(x1, x2, . . . , xn) > λ0, 则

p(x1, x2, . . . , xn)

=2 sup
θ∈Θ0

Pθ(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))

(这是因为 p(x1, x2, . . . , xn) < α 时 (3.13) 不能取 1)

<α
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• 由 (3.15) 中 λ2 的唯一性用反证法可知这时

φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

• 这样，引理 3.3 的必要性和充分性都证明了。

• 从引理 3.3 证明看出，在取定了检验水平 α 以后，λ0 可以取区间

[λ1, λ2) 中的任何值。

• 这样当可以拒绝 H0 时，p 值定义不受 λ0 选取的影响。当 H0 相容时，

(3.12) 和 (3.13) 两个 p 值定义受到 λ0 选取影响但都会做出相容的判

断。

• 如果在引理 3.3 条件下定义

p(x1, x2, . . . , xn)

=2min
{
sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ(x1, x2, . . . , xn)) ,

sup
θ∈Θ0

Pθ (φ(X1, X2, . . . , Xn) ≥ φ(x1, x2, . . . , xn))
}

则引理 3.3 仍成立，证明类似，但不再需要 λ0。

• 引理 3.4 证明类似。

• 引理 3.3 和引理 3.4 给出了双边检验问题的 p 只方法。

• 在引理 3.3 条件下，否定域为 p 值小于 α。

• 在引理 3.4 条件下，否定域为 p 值小于等于 α。

• 两种情况的检验水平都不超过 α。

• 优点：适用于任何检验水平；p 值大小给出了拒绝零假设的强烈程度。
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• 现代的统计软件中假设检验的结果一般都给出 p 值。

• 例 3.3 设 X ∼ N(µ, σ2)，µ, σ2 均未知。

• 检验

H0 : σ
2 = σ2

0 ←→ Ha : σ
2 ̸= σ2

0

• 用检验统计量

φ(X1, X2, . . . , Xn) =
1

σ2
0

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

• 当 φ 太大或太小时拒绝 H0。

• 使用双边否定域

W = {(x1, x2, . . . , xn) : φ(x1, x2, . . . , xn) < λ1

或φ(x1, x2, . . . , xn) > λ2

}

• 从直观看 S2 = 1
n−1

∑n
i=1(xi − x̄)2 可以作为 σ2 的估计。

• H0 成立时
1

n−1
φ(x1, x2, . . . , xn) 应该与 1 相差不大，φ(x1, x2, . . . , xn)

应该与 n− 1 相差不大。

• λ1应该小于 n−1，λ2应该大于 n−1。取 λ0 = n−1，则 λ1 < n−1 < λ2。

• φ(x1, x2, . . . , xn) ≤ n− 1⇔ S2 ≤ σ2
0.

• 当 S2 ≤ σ2
0 时定义

p(x1, x2, . . . , xn)

=min

2 sup
µ∈(−∞,∞)

σ2=σ2
0

P(µ,σ2)(φ(X1, X2, . . . , Xn) ≤ φ0), 1


=min {2P (ξ ≤ φ0), 1}
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• 其中 φ0 = φ(x1, x2, . . . , xn), ξ 为 χ2(n− 1) 随机变量。

• 当 S2 > σ2
0 时类似有

p(x1, x2, . . . , xn) =min {2P (ξ ≥ φ0), 1}

• 回到例 2.4 的 10 个铜丝折断力数据，要检验 σ2 = 64。

• S2 = 75.7 > 64。

• φ0 =
1
σ2
0

∑10
i=1(x1 − x̄)2 = 10.65.

• P (ξ ≥ φ0) = 0.30(ξ ∼ χ2(9))。

• p 值为 0.60。

• 只要检验水平 α 不大于 0.60，H0 都是相容的。

• 但是注意：假设检验应该预先确定检验水平，而不能看到 p 值后再选
检验水平。

6.3.3 假设检验与置信区间的联系

假设检验与置信区间的联系

• 在 §6.2.2 讲关于 µ = µ0 的检验时，我们讨论了检验的接受域与 µ 的

置信区间的联系。

• 这种联系是一般性的。

• 设 X 的分布函数为 F (x, θ)，θ 是未知参数, θ ∈ Θ, X1, X2, . . . , Xn 是

X 的样本。

• 对任何 θ0 ∈ Θ, 考虑假设问题

H0 : θ = θ0 ←→ Ha : θ ̸= θ0

• 设 A(θ0) 是 H0 的检验水平为 α 的接受域（其补集是 H0 的检验水平

为 α 的否定域）。
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• 即当且仅当 (x1, X2, . . . , xn) ∈ A(θ0) 时接受 H0 : θ = θ0，且

Pθ0((X1, X2, . . . , Xn) /∈ A(θ0)) ≤α

Pθ0((X1, X2, . . . , Xn) ∈ A(θ0)) ≥1− α (*)

• 令

S(x1, x2, . . . , xn) = {θ : (x1, x2, . . . , xn) ∈ A(θ)} (3.18)

• 则

(x1, x2, . . . , xn) ∈ A(θ0)⇐⇒ θ0 ∈ S(x1, x2, . . . , xn) (**)

• 由 (*) 和 (**)，得

Pθ0(θ0 ∈ S(X1, X2, . . . , Xn)) ≥ 1− α

• 其中的 θ0 是任意的，所以

Pθ(θ ∈ S(x1, x2, . . . , xn)) ≥ 1− α ∀θ ∈ Θ

• 可见，θ 的集合 S(x1, x2, . . . , xn) 如果是个区间，则它是 θ 的置信水

平为 1− α 的置信区间。

• 我们可以用 θ = θ0 的检验接受域来构造 θ 的置信区间。

• 反过来，如果统计量 θ(X1, X2, . . . , Xn) 和 θ(X1, X2, . . . , Xn) 使得

Pθ
(
θ ∈ (θ, θ)

)
≥ 1− α, ∀θ ∈ Θ

则 θ0 ∈ (θ, θ) 可以作为 H0 : θ = θ0 的检验水平为 α 的接受域。

• 例 3.4 设 X ∼ N(θ, 1)，θ ∈ (−∞,∞)。
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• (X1, X2, . . . , Xn) 是 X 的样本。

• 对任何 θ0，考虑检验问题

H0 : θ = θ0 ←→ Ha : θ ̸= θ0

• 从 §1 知可用接受域

A(θ0) = {(x1, x2, . . . , xn) : |x̄− θ0| ≤ c}

• 其中

c =

√
1

n
z1−α

2

• zp 表示标准正态分布的 p 分位数：

zp =Φ−1(p)

Φ(p) =p

• 这时检验的精确水平为 α。

• 有

Pθ0(|X̄ − θ0| ≤ c) = 1− α

• 因 θ0 任意，所以

Pθ(|X̄ − θ| ≤ c) = 1− α, ∀θ ∈ (−∞,∞)

• 于是

Pθ(X̄ − c ≤ θ ≤ X̄ + c) = 1− α, ∀θ ∈ (−∞,∞)

• 从接受域得到了 θ 的置信水平为 1− α 的置信区间。

• 反过来，当且仅当 θ0 属于这个置信区间时接受 H0 : θ = θ0，检验水

平为 α。
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6.4 两个正态总体的假设检验

两个正态总体的假设检验

• 设 X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2), 且 X,Y 相互独立。

• (1) 未知 σ2
1 , σ

2
2，但知道 σ2

1 = σ2
2，检验假设

H0 : µ1 = µ2

• (2) 未知 µ1, µ2，检验假设

H0 : σ
2
1 = σ2

2

• (3) 未知 µ1, µ2，检验假设

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2

• (4) 未知 σ2
1 , σ

2
2，但知道 σ2

1 ̸= σ2
2，检验假设

H0 : µ1 = µ2

6.4.1 独立两样本 t 检验

独立两样本 t 检验

• 在已知两个独立正态总体方差相等时检验两个总体的期望是否相等，
使用“独立两样本 t 检验”。

• 在实际问题中，用来比较独立的两组的同一属性平均来说有无显著差
异。

• 例 4.1(即例 1.4) 在针织品的漂白工艺过程中，要考察温度对针织品
的断裂强力（主要质量指标）的影响。
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• 为了比较 70◦C 与 80◦C 的影响有无差别，在这两个温度下，分别重复
做了 8 次试验，得数据如下（单位：千克力）

70◦C时的强力：20.5, 18.8, 19.8, 20.9,

21.5, 19.5, 21.0, 21.2

80◦C时的强力：17.7, 20.3, 20.0, 18.8,

19.0, 20.1, 20.2, 19.1

• 从试验数据看，两种温度下的强度有无区别？

• 用 X,Y 分别表示 70◦C 与 80◦C 下的断裂强力，试验结果按常识判断
是独立的。

• 根据过去的经验，可以认为 X,Y 分别服从正态分布且方差相等。

• 即 X ∼ N(µ1, σ
2)，Y ∼ N(µ2, σ

2)，要检验 H0 : E(X) = E(Y )，即

H0 : µ1 = µ2。

• 自然想到比较两个样本的平均值。70◦C 的样本的平均强力为 20.4 千
克力，80◦C 的样本的平均强力为 19.4 千克力，70◦C 的平均值高出 1
千克力。

• 能否就此断言 70◦C 下的总体期望值 E(X) 与 80◦C 的总体期望值
E(Y ) 不同？

• 要注意的是，我们只是在一组样本中观测到了样本平均值有 1 千克力
的差距。换一组样本，差距可能就变了。

• 样本得到的两个样本均值的差即使在 µ1 = µ2 时也一般不会等于零。

• 如果这个差距很大，我们可以比较有把握地说两个总体期望不同。

• 如果差距很小，我们可以认为两个总体期望相同。
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• 问题是，如何找这个临界值？

• 思路是找到问题中的随机性的分布，然后在 µ1 = µ2 情况下产生较大

差距为小概率事件时否定 H0。

两样本 t 检验的推导

• 设 x1, x2, . . . , xn 是来自 X 的样本值，y1, y2, . . . , yn 是来自 Y 的样本

值。

• 设法研究样本平均值的差

x̄− ȳ

的分布，当此差超出了 µ1 = µ2 时随机变化的正常范围时否定

H0 : µ1 = µ2。

• 还是“带概率的反证法”的思想。先假设 µ1 = µ2，看是否有小概率事

件发生。

• 在假设 µ1 = µ2 的条件下，X̄ − Ȳ 的分布仍与未知的 σ2 有关。其方

差等于

σ2

n
+
σ2

n
=

2σ2

n

• 于是

X̄ − Ȳ√
2σ2

n

∼ N(0, 1)

• 这不是统计量。估计 σ2 为

σ̂2 =
1

2n− 2

[
n∑
i=1

(Xi − X̄)2 +
n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

]

称为合并方差估计。
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• 在 H0 : µ1 = µ2 成立时统计量

T =
X̄ − Ȳ√

2σ̂2

n

∼ t(2n− 2) (4.2)

• 查 t(2n− 2) 分布临界值表可得 λ 满足

P (|T | > λ) = α

• 从样本中计算统计量 T 的值，当 |T | > λ 时拒绝 H0 : µ1 = µ2，当

|T | ≤ λ 时 H0 相容。

• 称为两样本 t 检验。

例 4.1（续）

• 把两样本 t 检验一般步骤应用于例 4.1。

• (1) 提出待检验的假设:

H0 : E(X) = E(Y )←→ Ha : E(X) ̸= E(Y )

• (2) 计算 t 统计量的值。

n = 8 x̄ = 20.4 ȳ = 19.4
n∑
i=1

(xi − x̄)2 = 6.20
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 5.80

σ̂2 =
1

2× 8− 2
(6.20 + 5.80) = 0.8571

T =
20.4− 19.4√

2∗0.8571
8

= 2.16
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• (3) 查 t 分布表，自由度是 2n− 2 = 14，取 α = 0.05，得 λ = 2.145。

• (4) 下结论：|T | = 2.16 > λ 所以否定零假设，认为 70◦C 下的总体期
望值 E(X) 与 80◦C 的总体期望值 E(Y ) 不等，而且是 70◦C 下的强
力更大。

• 第 (3)、(4) 步也可以计算 p 值:

p(x1, x2, . . . , xn) =P (|ξ| ≥ |2.16|) = 0.0486 < α

其中 ξ 为服从 t(2n− 2) 分布的随机变量。

两样本的样本量不等情况

• 设 X1, X2, . . . , Xn1
是来自 N(µ1, σ

2) 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2
是来自

N(µ2, σ
2) 的样本。

• 这时定义 σ2 的估计为 (合并方差估计)

σ̂2 =
1

n1 + n2 − 2

[
n1∑
i=1

(Xi − X̄)2 +

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

]

• 检验统计量为

T =
X̄ − Ȳ√(
1
n1

+ 1
n2

)
σ̂2

• 在 H0 : µ1 = µ2 下 T ∼ t(n1 + n2 − 2), 使用、t(n1 + n2 − 2) 分布临界

值，当且仅当 |T | > λ 时拒绝 H0。

• 这个检验叫做两样本 t 检验，也叫平均数的显著性鉴定。
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• 如果拒绝了 H0 : µ1 = µ2，一般称（在 α 水平下）两个总体的平均数

有显著 (性) 差异。

• 例 4.2 研究口服避孕药对妇女血压影响。

• 对某公司工作的 35 岁至 39 岁的非怀孕妇女，用抽查方法收集到如下
数据。

• 有 8 人使用口服避孕药，其收缩压平均值为 132.86（mmHg），标准差
为 15.35。

• 有 21 人未使用，收缩压平均值为 127.44(mmHg)，标准差为 18.23。

• 问：这两种血压的平均值的差异是否显著？

• 解 假设使用口服避孕药的妇女的收缩压总体为 X ∼ N(µ1, σ
2
1)，假设

不使用的妇女的收缩压总体为 Y ∼ N(µ2, σ
2
2)，并假定 σ2

1 = σ2
2 = σ2。

• 计算得

σ̂2 =
1

8 + 21− 2
((8− 1)× 15.352 + (21− 1)× 18.232)

=294.95

• T 统计量为

T =
132.86− 127.44√(

1
8
+ 1

21

)
294.95

= 0.760

• 查 27 个自由度的 t 分布的 α = 0.05 临界值得 λ = 2.052，|T | < λ 所

以 H0 相容，两个平均值无显著差异。

成对数据的比较

• 有些实际问题中的数据是成对的，比如同一个人两次测量同一指标。



6.4 两个正态总体的假设检验 245

• 这时，两个变量 X 和 Y 一般是不独立的，不能使用上述的两样本 t
检验。

• 设 (X,Y ) 的样本为 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)。

• 考虑新的总体 Z = X − Y，样本为 Zi = Xi − Yi, i = 1, 2, . . . , n。

• 如果 (X,Y ) 服从联合正态分布则 Z 也服从正态分布。

• 要检验 H0 : E(X) = E(Y )，只要检验等价的假设 E(Z) = 0。

• 问题化为单样本 t 检验问题。

• 例 4.3 为了鉴定两种工艺方法生产的产品某性能指标有无显著差异，

对于 9 批材料分别用两种工艺进行生产，得到该指标的 9 对数据如下：

0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
0.10 0.21 0.52 0.32 0.78 0.59 0.68 0.77 0.89

• 问：根据以上数据，能否说两种工艺生产的产品性能指标有显著差异？
（检验水平 α = 0.05）

• 计算 9 对数据的差：

0.10 0.09 -0.12 0.18 -0.18 0.11 0.12 0.13 0.11

• 设差的总体为 Z ∼ N(µ, σ2)，检验 H0 : µ = 0。

• 用 §2 中的 t 检验，计算得

T =
x̄√
S2/9

= 1.467

• 查 t(8) 分布临界值表得 α = 0.05 对应临界值 λ = 2.306。

• 或计算 p 值:

p =P (|ξ| > 1.467) = 0.19

• 现在 |T | < λ（p 值小于 α），所以 H0 相容，两种工艺方法生产的产

品性能指标无显著差异。

• 也称这两种工艺方法对产品该性能指标无显著影响。
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方差的双边检验

• 设 X1, X2, . . . , Xn1
是来自总体 N(µ1, σ

2
1)的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2

是来

自总体 N(µ2, σ
2
2) 的样本，两个总体独立。

• 要求检验

H0 : σ
2
1 = σ2

2

• 用“带概率的反证法”。先假设 H0 成立。

• 要比较 σ2
1 和 σ2

2，想到比较其估计量：

S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi − X̄)2

S2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

• 取检验统计量

F =
S2
1

S2
2

当 F 远大于 1 或远小于 1 时拒绝 H0。

• 如果 F 的分布不依赖于未知参数，则可以取 λ1 和 λ2 使得

P (F < λ1) =
α

2
, P (F > λ2) =

α

2

当 F < λ1 或 F > λ2 时拒绝 H0 （这样第 I 类错误概率等于 α，是水

平 α 的检验法）
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F 分布

• 如果随机变量 Z 有如下分布密度

fn1,n2
(u)

=


Γ(n1+n2

2 )
Γ(n1

2 )Γ(
n2
2 )

(
n1

n2

)n1
2

u
n1
2 −1

(
1 + n1

n2
u
)−n1+n2

2

, u > 0

0 u ≤ 0

则称 Z 服从自由度为 n1, n2 的 F 分布，这里 n1, n2 是两个正整数，

分别称为第一自由度和第二自由度（或分子自由度和分母自由度），记

Z ∼ F(n1, n2)。

• 上面的统计量 F 在 H0 : σ
2
1 = σ2

2 成立时服从 F(n1 − 1, n2 − 1) 分布。

F 分布的临界值

• F 分布的临界值在第 434–439 页附表 4–附表 6 中，只给出了右侧临界
值：

P (F > λ) = α

• F 分布有性质：

F ∼ F(n1 − 1, n2 − 1) =⇒ 1

F
∼ F(n2 − 1, n1 − 1)

• 所以对于 H0 : σ2
1 = σ2

2 的检验，为求临界值 λ1 和 λ2，先查自由度为

(n1 − 1, n2 − 1) 的水平 α/2 的临界值 λ2。

• 再查自由度为 (n2−1, n1−1)的水平 α/2的临界值 λ′
1，并令 λ1 = 1/λ′

1。

• 例 4.1(续) 考虑 70◦C 和 80◦C 下强力的方差的比较。
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• 这里 n1 = n2 = 8，s21 = 6.20/7, s22 = 5.80/7，

F =
s21
s22

=
6.20

5.80
= 1.07

• 查 F 分布表，取 α = 0.05，查自由度 (7, 7) 的 0.025 临界值得

λ2 =4.99

对于 λ1，这里自由度交换后仍为 (7, 7)，得

λ1 =
1

4.99
= 0.200

• 现在 λ1 < F < λ2 所以 H0 相容，在 0.05 水平下不能否认 70◦C 下和
80◦C 下有相同的方差（或称：70◦C 下和 80◦C 下的方差无显著差异）。

• 例 4.4（例 4.2 续） 检验使用口服避孕药和不使用的妇女的血压的

方差是否相等：

H0 : σ
2
1 = σ2

2 ←→ Ha : σ
2
1 ̸= σ2

2

• 这里 n1 = 8, n2 = 21, S2
1 = (15.35)2, S2

2 = (18.23)2，

F =
S2
1

S2
2

= 0.709

• 查自由度 (7, 20) 的 0.025 水平 F 分布临界值得 λ2 = 3.01, 查自由度
(20, 7) 的 0.025 水平 F 分布临界值得 λ1 = 1/4.42 = 0.226。

• 现在 λ1 < F < λ2，所以 H0 相容，在 0.05 水平下不能否认两组人的
血压有相同的方差（或称：两组人的方差无显著差异）。

关于查表

• 上例中 λ2 在附表 5 中直接查到。而 1/λ1 需要找自由度 (20, 7) 情况

下的临界值，表中 n2 = 7 的行存在，但 n1 = 20 的列不存在。

• 怎么处理？
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• 简化的做法是找最近的表格值：最近的自由度是 (24, 7)，表格值为

4.42。

• 更精细一点的做法是用线性插值近似：要求解的临界值和 (12, 7) 自由

度下的 4.67 以及 (24, 7) 自由度下的 4.42 最接近，按照自由度接近程
度进行插值：

1/λ1 = 4.67 +
4.42− 4.67

24− 12
(20− 12) = 4.50

• 如果两个自由度都不在表格中，这种方法要两次插值，而且精度也只
是略有提高。

• 用统计软件计算更容易。如在 R 中

qf(0.975, 20, 7)

返回 4.46674。

6.4.2 两总体方差单边检验

两总体方差单边检验

• 考虑未知 µ1, µ2，H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 检验问题。

• 例 4.5 有两台车床生产同一种型号的滚珠。可认为直径分别服从正态
分布。

• 从这两台车床生产的产品中分别抽取 8 个和 9 个，测得滚珠直径如下
（毫米）：

甲车床:15.0, 14.5, 15.2, 15.5, 14.8, 15.1, 15.2, 14.8

乙车床:15.2, 15.0, 14.8, 15.2, 15.0, 15.0, 14.8, 15.1, 14.8

• 问：乙车床产品直径的方差是否比甲车床的小？
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• 解 用 X,Y 分别表示甲、乙两车床的产品的直径。

• 设 X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，X,Y 独立。

• 问题是想判断 σ2
1 > σ2

2 是否成立，把它作为对立假设：

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 ←→ Ha : σ
2
1 > σ2

2

• 这样在拒绝 H0 后就可使断言乙车床的方差较小。

方差单边检验的推导

• 设 X1, X2, . . . , Xn1
是来自总体 X 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2

是来自总体

Y 的样本，X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，X,Y 独立。

• 要检验

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 ←→ Ha : σ
2
1 > σ2

2

• H0 相当于
σ2
1

σ2
2
≤ 1，用统计量

F =
S2
1

S2
2

当 F 超过 1 且很大时拒绝 H0。

• F 在 H0 下的分布依赖于 σ2
1 , σ

2
2 的值。

• 令

F̃ =
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

则 F̃ ∼ F(n1 − 1, n2 − 1), 且在 H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 下

F̃ =
σ2
2

σ2
1

F ≥ F
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• 取 λ 使

P (F̃ > λ) = α

则

F > λ =⇒F̃ > λ

P (F > λ) ≤P (F̃ > λ) = α

• 于是

W = {F > λ}

是 H0 的水平 α 的否定域。

• 回到例 4.5。

• 第一步：提出待检验的假设 H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2。

• 第二步：计算统计量 F = S2
1/S

2
2 的值。

n1 = 8, n2 = 9

S2
1 = 0.09554, S2

2 = 0.02611

F = S2
1/S

2
2 = 3.66

• 查 α = 0.05 的 F(7, 8) 分布右侧临界值得 λ = 3.50。

• 现在 F = 3.66 > 3.50，在 0.05 水平下否定零假设，认为乙车床产品
直径的方差显著小于甲车床产品直径的方差。

• 例 4.6 赈灾捐赠的男女差异。随机抽查了 25 个男士，平均捐赠 12.40
美元，标准差 2.50 美元；随机抽查了 25 个女士，平均捐赠 8.90 美元，
标准差 1.34 美元。

• 问：男士捐赠额的方差是否大于女士捐赠额的方差？
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• 解 设一个男士的捐赠额 X 服从 N(µ1, σ
2
1)，一个女士的捐赠额 Y 服

从 N(µ2, σ
2
2)，问题 σ2

1 > σ2
2 作为对立假设：

H0 : σ
2
1 ≤ σ2

2 ←→ Ha : σ
2
1 > σ2

2

• 计算 F 统计量得 F = (2.50)2/(1.34)2 = 3.48，查自由度 (24, 24) 的 F
分布水平 0.01 的临界值得 λ = 2.66。F = 3.48 > 2.66 所以拒绝 H0，

在 0.01 水平下男士捐赠额的方差显著大于女士捐赠额的方差。

6.4.3 方差不等时均值的比较

方差不等时均值的比较

• 如果未知 σ2
1 , σ

2
2 但知道 σ2

1 ̸= σ2
2，检验 H0 : µ1 = µ2，这个问题称为

Behrens–Fisher 问题。

• 可以建立一个统计量分布在 H0 下近似服从 t 分布的检验法。

• 设 X1, X2, . . . , Xn1
是来自总体 X 的样本，Y1, Y2, . . . , Yn2

是来自总体

Y 的样本，X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，σ

2
1 ̸= σ2

2, X,Y 独立。

• 令

X̄ =
1

n1

n1∑
i=1

Xi Ȳ =
1

n2

n2∑
i=1

Yi

S2
1 =

1

n1 − 1

n1∑
i=1

(Xi − X̄)2 S2
2 =

1

n2 − 1

n2∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

• 易知

X̄ − Ȳ ∼N
(
µ1 − µ2,

σ2
1

n1

+
σ2
2

n2

)
X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼N(0, 1)
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• 在 H0 : µ1 = µ2 下

ξ =
X̄ − Ȳ√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼N(0, 1)

• 在 |ξ| 太大时应该拒绝 H0。但是 ξ 不是统计量。

• 用估计量代替 σ2
1, σ

2
2，得统计量

T =
X̄ − Ȳ√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

• 在 H0 下 T 的精确分布复杂且依赖于 σ2
1/σ

2
2 的值，但 T 近似服从

t(m∗):

m∗ =

(
S2
1

n1
+ S2

2

n2

)2
1

n1−1

(
S2
1

n1

)2
+ 1

n2−1

(
S2
2

n2

)2 (4.8)

• 查表时可取 m∗ 为最近的整数。查 t 分布临界值表找到 λ 使 P (|T | >
λ) = α，当且仅当 |T | > λ 时拒绝 H0 : µ1 = µ2。

• 类似可解决当 σ2
1 ̸= σ2

2 时 H0 : µ1 ≤ µ2 的检验问题。

• 例 4.7 研究父亲患心脏病的家庭中子女的胆固醇水平是否偏高的问

题。

• 随机调查了 100 个 2 到 14 岁的孩子（父亲死于心脏病），其胆固醇水
平平均值为 207.3，标准差为 35.6;

• 另外随机调查了父亲无心脏病史的 74 个 2 至 14 岁的孩子，其胆固醇
水平平均值为 193.4，标准差为 17.3。

• 问：前者的胆固醇水平的平均值与后者的胆固醇水平的平均值是否有
显著差异？
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• 解 设父亲死于心脏病的孩子的胆固醇水平 X ∼ N(µ1, σ
2
1), 父亲无心

脏病史的孩子的胆固醇水平 Y ∼ N(µ2, σ
2
2)，其中 µ1, µ2, σ

2
1 , σ

2
2 都未

知，要检验

H0 : µ1 = µ2 ←→ Ha : µ1 ̸= µ2

• 首先判断 σ2
1 = σ2

2 是否相等。设 α = 0.05，计算得 F = 4.23，查表得

λ1 = 0.6548, λ2 = 1.5491，F = 4.23 > λ2，所以方差有显著差异。

• 计算 T 统计量

T =
X̄ − Ȳ√
S2
1

n1
+

S2
2

n2

= 3.40

• 计算得 m∗ = 151.4，m = 151，查 t(151) 的双侧 0.05 水平临界值得
λ = 1.980(使用 t(120) 的临界值)。现在 |T | = 3.40 > λ 所以拒绝 H0，

认为在 0.05 水平下胆固醇水平的平均值有显著差异，父亲死于心脏病
的孩子的胆固醇水平更高。

t 分布与 F 分布的关系

• 设 X ∼ t(n)，则 Y = X2 ∼ F(1, n)。

• 证 设 X ∼ f(x)，则

FY (y) =P (Y ≤ y) = P (−√y ≤ X ≤ √y)

=FX(
√
y)− FX(−

√
y)

pY (y) =F
′
Y (y) = pX(

√
y)

1

2
√
y
+ pX(

√
y)

1

2
√
y

=
1

2
√
y
[pX(
√
y) + pX(−

√
y)], y > 0
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• t(n) 分布的分布密度为

pX(x) =
Γ
(
n+1
n

)
√
nπ · Γ

(
n
2

) (1 + x2

n

)−n+1
2

• 所以

pX(
√
y) =pX(−

√
y) =

Γ
(
n+1
n

)
√
nπ · Γ

(
n
2

) (1 + y

n

)−n+1
2

pY (y) =
1
√
y

Γ
(
n+1
n

)
√
nπ · Γ

(
n
2

) (1 + y

n

)−n+1
2

=
Γ
(
1+n
n

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
n
2

) ( 1

n

) 1
2

y
1
2−1

(
1 +

y

n

)−n+1
2

∼ F(1, n)

• 于是

P (|X| > λ) = P (Y > λ2)

6.5 比率的假设检验

比率的假设检验

• 设 X ∼ b(1, p), 0 < p < 1 是未知参数，p 就是“比率”，如成功率、失

败率、有效率等。

• 本节包括：

• 单总体比率的小样本单边、双边假设检验；

• 单总体比率的大样本单边、双边假设检验；

• 两总体比率的大样本单边、双边假设检验。
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6.5.1 单总体比率检验的大样本方法

大样本情况下单个比例的假设检验

• 对单个比例 p，设 S 是 n 个独立抽样中成功的个数，则 S ∼ B(n, p),
当 n 很大时（一般要求成功和失败个数都超过 5 个），根据中心极限
定理，S 近似服从正态分布 N(np, np(1− p))。

• 令 p̂ = S/n 为样本中成功比例。则

η =
p̂− p√

p(1− p)/n

近似服从标准正态分布。

• 当 n 很大时另一近似为

Z =
p̂− p√

p̂(1− p̂)/n

近似服从标准正态分布。

双侧检验

• 对双侧问题

H0 : p = p0 ←→ H1 : p ̸= p0

在 H0 下

p̂− p0√
p0(1− p0)/n

近似服从标准正态分布。

• 给定检验水平 α，取否定域为

W =

{
|p̂− p0|√
p0(1− p0)/n

≥ z1−α
2

}
(6.7)

• 其中 z1−α
2
是标准正态分布双侧 α 分位数。
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右侧检验

• 对右侧检验问题

H0 : p ≤ p0 ←→ H1 : p > p0

• 取否定域为

W =

{
p̂− p0√
p̂(1− p̂)/n

≥ z1−α

}
(6.8)

• 其中 z1−α 是标准正态分布右侧 α 分位数。

左侧检验

• 对左侧检验问题

H0 : p ≥ p0 ←→ H1 : p < p0

• 取否定域为

W =

{
p̂− p0√
p̂(1− p̂)/n

≤ zα

}
(6.9)

• 其中 zα 是标准正态分布左侧 α 分位数。

• 这样的比例检验方法称为正态逼近法。

例

• 收藏家一年中购入了 98 幅名画，经鉴定其中 26 幅是赝品。能否认为
该收藏家的鉴定准确率大于等于 75%?

• 解答： 准确率 p 的估计为 p̂ = (98− 26)/98 = 0.7347，低于 75%。

• 取单侧检验的方向为

H0 : p ≥ 0.75←→ H1 : p < 0.75
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• 用正态近似法，取检验水平 α = 0.05, n = 98, 否定域为{
p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

< −1.645

}

• 计算得
p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

= −0.3432

未落入否定域，在 0.05 水平下没有充分证据拒绝鉴定准确率大于等于
75% 的假设，但是也不能认为有证据表明准确率大于等于 75%。

• 注意，如果我们取假设的方向为右侧问题

H0 : p ≤ 0.75←→ H1 : p > 0.75

• 0.05 水平否定域为 {
p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

> 1.645

}

• 现在统计量
p̂− 0.75√
p̂(1− p̂)/n

= −0.3432

也没有落入否定域，在 0.05 水平下不能拒绝鉴定准确率小于等于 75%
的假设。

• 这是通常的假设检验方法的局限性：当不能拒绝 H0 时，最后的结论

往往是不确定的。

6.5.2 单总体比率检验的小样本方法

单总体比率右侧假设检验小样本方法

• 设总体 X ∼ b(1, p)，X1, X2, . . . , Xn 为样本。

• 检验单边假设问题

H0 : p ≤ p0 ←→ Ha : p > p0
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• 用统计量

p̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi

当 p̂ 超过 p0 很多时拒绝 H0。

• 改用统计量

S =
n∑
i=1

Xi

当 S 很大时拒绝 H0。

• 否定域是

W = {S ≥ c}

• 临界值 c 取为满足

sup
p≤p0

Pp(S ≥ c) ≤ α (5.1)

的最小整数。

• S ∼ B(n, p)。有恒等式

Pp(S ≥ k) =
n∑
i=k

Cinp
i(1− p)n−i

=
n!

(k − 1)!(n− k)!

∫ p

0

uk−1(1− u)n−kdu

• Pp(S ≥ c) 作为 p 的函数是增函数，所以 (5.1) 化为

Pp0(S ≥ c) ≤ α (5.2)
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• 求临界值 c 比较麻烦，我们用 p 值来表示否定域。

• 设样本值为 x1, x2, . . . , xn，记 S0 =
∑n

i=1 xi，则 p 值为

p(x1, x2, . . . , xn)

= sup
p≤p0

Pp(S ≥ S0) = Pp0(S ≥ S0)

=
n∑

i=S0

Cinp
i
0(1− p0)n−i

• 当且仅当 p 值小于等于 α：

n∑
i=S0

Cinp
i
0(1− p0)n−i ≤ α (5.3)

时拒绝 H0。

• 统计软件中可以计算这样的 p 值。

• (5.3) 左边是 p 的严格单调递增函数，为了判断 (5.3) 是否成立，还可
以解方程

n∑
i=S0

Cinp
i
0(1− p0)n−i = α

得唯一解 pα(S0)(S0 ≥ 1 时)。

• S0 = 0 时规定 pα(0) = 0。

• 这样 S0 ≥ c 当且仅当 p0 ≤ pα(S0)。

• 设 Fb(n1, n2) 表示 F(n1, n2) 分布的 b 分位数，则

pα(S0)

=

{
1 +

n− S0 + 1

S0

F1−α(2(n− S0 + 1), 2S0)

}−1

(5.5)
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• 原药物有效率为 0.80，制药公司声称新药有效率高于 0.80，且药价更
低。

• 收集了临床数据，使用新药的病人中随机抽查了 30 人，其中 27 人有
效。

• 问：能否认为新药的有效率高于 0.80？

• 解 用 X 表示新药的效果，X = 1 表示有效，X = 0 表示无效，

p = P (X = 1)。

• n = 30, S0 =
∑n

i=1 xi = 27。

• 取检验水平 α = 0.05，从 (5.5) 得

pα(S0) =p0.05(27) =

{
1 +

4

27
F0.95(8, 54)

}−1

=

(
1 +

4

27
× 2.13

)−1

= 0.76 < p0 = 0.80

• 所以不能拒绝 H0 : p ≤ p0，没有理由说新药比原来药物有更高的有效

率。

• 用 R 软件可以计算上面公式中的 p 值:

> 1 - pbinom(26, 30, 0.8)
[1] 0.1227108

结果为 0.1227，超过 α，结果不显著。

• R 软件还可以直接做小样本的比例假设检验，如：

> binom.test(27, 30, p=0.8, alternative="greater")
Exact binomial test

data: 27 and 30
number of successes = 27, number of trials = 30,

p-value =0.1227
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alternative hypothesis: true probability of success
is greater than 0.8

95 percent confidence interval:
0.7614021 1.0000000

sample estimates:
probability of success

0.9

• 如果 30 人中有 28 人有效，则 p 值为 0.0442，在 0.05 水平下显著。

• 这个问题结果不显著，但是不能断言新药不如老药，有可能增大样本
量后可以得到显著结果。

单总体比率左侧假设检验

• 再来考虑单总体假设检验

H0 : p ≥ p0 ←→ Ha : p < p0

• 否定域为

W = {S ≤ c}

• c 是满足

sup
p≥p0

Pp(S ≤ c) ≤ α (5.6)

的最大整数。

• Pp(S ≤ c) 是 p 的严格单调递减函数。(5.6) 化为

Pp0(S ≤ c) ≤ α (5.7)



6.5 比率的假设检验 263

• 用 p 值方法。p 值为

p(x1, x2, . . . , xn) =Pp0(S ≤ S0)

=

S0∑
i=0

Cinp
i
0(1− p0)n−i

• 当且仅当 p 值小于等于 α 时拒绝 H0。

• 也可以解方程
S0∑
i=0

Cinp
i
0(1− p0)n−i = α (5.9)

得 p̃α(S0)，当且仅当 p̃α(S0) ≤ p0 时拒绝 H0。

单总体比率的双侧检验

• 设 X1, X2, . . . , Xn 是 X ∼ B(n, p) 的样本，S =
∑n

i=1Xi。

• 检验

H0 : p = p0 ←→ Ha : p ̸= p0

• 当 S 太大或太小时拒绝 H0。否定域为

W = {S ≤ c1或S ≥ c2}

• 其中 c1, c2 取为最大的整数 c1 和最小的整数 c2 满足

Pp0(S ≤ c1) ≤
α

2
, Pp0(S ≥ c2) ≤

α

2

• 用 p 值方法。设样本值为 x1, x2, . . . , xn，S0 =
∑n

i=1 xi。
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• p 值为

p(x1, x2, . . . , xn)

=2min {Pp0(S ≤ S0), Pp0(S ≥ S0)}

• 当且仅当 p 值小于等于 α 时拒绝 H0。

6.5.3 两总体比率比较

两总体比率比较

• 设两个总体 X 与 Y 相互独立，X ∼ b(1, p1), Y ∼ b(1, p2), 样本分别
为 X1, X2, . . . , Xn1

, Y1, Y2, . . . , Yn2
。

• 考虑如下三个假设检验问题：

H0 : p1 ≤ p2 ←→ Ha : p1 > p2

H0 : p1 ≥ p2 ←→ Ha : p1 < p2

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

• 令

S1 =

n1∑
i=1

Xi S2 =

n2∑
i=1

Yi

• 则

p̂1 =
S1

n1

p̂2 =
S2

n2

分别是 p1 和 p2 的估计。

• 当 p̂1 远大于 p̂2 时拒绝 H0 : p1 ≤ p2;

• 当 p̂1 远小于 p̂2 时拒绝 H0 : p1 ≥ p2;

• 当 p̂1 和 p̂2 相差很多时拒绝 H0 : p1 = p2。

• 使用两种方法：大样本情形的正态近似方法和 Fisher 精确检验方法。
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正态近似法

• 由注意到 p̂1 和 p̂2 分别是两个样本的样本平均值，所以

D(p̂1) =
D(X)

n1

=
p1(1− p1)

n1

D(p̂2) =
D(Y )

n2

=
p2(1− p2)

n2

• 令

ξ =
p̂1 − p̂2 − (p1 − p2)√
p̂1(1−p̂1)

n1
+ p̂2(1−p̂2)

n2

(5.11)

η =
p̂1 − p̂2√

p̂1(1−p̂1)
n1

+ p̂2(1−p̂2)
n2

(5.12)

ζ =
p̂1 − p̂2√(

1
n1

+ 1
n2

)
p̂(1− p̂)

(5.13)

• 其中

p̂ =
1

n1 + n2

(n1p̂1 + n2p̂2) =
S1 + S2

n1 + n2

• 当 n1 和 n2 相当大（一般要求 n1p̂1(1− p̂1) ≥ 5, n2p̂2(1− p̂2) ≥ 5）时，

ξ 近似服从标准正态分布。

• 有

P (ξ > z1−α) ≈ α

两总体比率右侧检验的正态近似

• 在 H0 : p1 ≤ p2 成立时，ξ ≥ η，

P (η > z1−α) ≤ P (ξ > z1−α) ≈ α
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• 所以

H0 : p1 ≤ p2 ←→ Ha : p1 > p2

的否定域可取为

W = {η > z1−α}

两总体比率左侧检验的正态近似

• 类似地，对

H0 : p1 ≥ p2 ←→ Ha : p1 < p2

• 在 H0 下 ξ ≤ η。

• 从而

P (η < zα) ≤ P (ξ < zα) ≈ α

• 否定域可取为

W = {η < zα}

两总体比率双侧检验的正态近似

• 考虑检验问题

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

• 当H0 : p1 = p2成立时，只要 n1, n2相当大（一般要求 n1p̂1(1−p̂1) ≥ 5,
n2p̂2(1− p̂2) ≥ 5）, 统计量 ζ 近似服从标准正态分布，

P (|ζ| > z1−α
2
) ≈ α

• 否定域可取为

W = {|ζ| > z1−α
2
}
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• 例 5.2 研究口服避孕药对年龄在 40 至 44 岁的妇女的心脏的影响。

• 5000 个使用口服避孕药的妇女中三年内出现心肌梗死的有 13 人；

• 在 10000 个不服用口服避孕药的妇女中出现心肌梗死的有 7 人。

• 问：两组人的心肌梗死比率是否有显著差异？

• 解 用 p1 表示使用口服避孕药的妇女中三年内出现心肌梗死的比率，

p2 表示不使用口服避孕药的妇女中三年内出现心肌梗死的比率。

• 要检验

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

• 统计量

p̂1 =
13

5000
= 0.0026

p̂2 =
7

10000
= 0.0007

p̂ =
13 + 7

5000 + 10000
= 0.00133

• 近似条件：n1p̂1(1− p̂1) = 6.66 ≥ 5, n2p̂2(1− p̂2) = 6.70 ≥ 5，可以用

统计量 ζ。

• ζ = 3.01，水平取为 α = 0.01，否定域为 W = {|ζ| > z1− 0.01
2
} = {|ζ| >

2.58}。

• |ζ| > 2.58，拒绝 H0，在 0.01 水平下两组的心肌梗死比率有显著差异。

• 或称口服避孕药对心肌梗死比率有显著影响。
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两样本比率比较的 Fisher 精确检验

• Fisher 精确检验计算精确 p 值，不要求大样本。

• 令 S1 =
∑n1

i=1Xi, S2 =
∑n2

i=1 Yi。

• 令

S0
1 =

n1∑
i=1

xi, S
0
2 =

n2∑
i=1

yi, t = S0
1 + S0

2 (5.14)

• 考虑检验问题

H0 : p1 ≤ p2 ←→ Ha : p1 > p2

• p 值为

p1(S
0
1) =

∑
i≥S0

1

p(i) (5.15)

• 其中

p(i) =

(
n1

i

)(
n2

t− i

)
(
n1 + n2

t

) (i = 0, 1, . . . )

• 当且仅当 p 值小于等于 α 时拒绝 H0 : p1 ≤ p2。

• 对于假设

H0 : p1 ≥ p2 ←→ Ha : p1 < p2
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• p 值为

p1(S
0
1) =

∑
i≤S0

1

p(i) (5.17)

• 对于双边假设

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

• p 值的一种算法为

p3(S
0
1) = 2min

∑
i≤S0

1

p(i),
∑
i≥S0

1

p(i)

 (5.18)

• 计算 p(i) 的递推公式

p(i+ 1) = p(i)
(n1 − i)(t− i)

(i+ 1)(n2 − t+ i+ 1)
(5.19)

• 对于双边假设

H0 : p1 = p2 ←→ Ha : p1 ̸= p2

• 双侧 p 值的另一种算法为 (R 函数 fisher.test() 中使用此公式）

p4(S
0
1) =

∑
i:p(i)≤p(S0

1)

p(i)

即给定 n1, n2, t 情况下的所有四个表中 p(i) 值等于当前表的概率以及

比当前表概率更小的概率之和。

• 例 5.3 某公安局有两个专案组，在过去一年内一组接手 25 件人命案，
侦破了 23 件；二组接手 35 件人命案，侦破了 30 件。

• 问：两个组的侦破能力有无差别？

• 解 比较两个组的侦破率。

• 设两个组的侦破率分别为 p1, p2。要检验 H0 : p1 = p2。
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• 用 Fisher 精确检验。

• n1 = 25, n2 = 35, S0
1 = 23, S0

2 = 30, t = 53。

• p 值为

p3(S
0
1) = 2min

{
23∑
i=0

p(i),

25∑
i=23

p(i)

}

• 其中

p(23) =0.252

p(24) =p(23)
2× 30

24× 6
= 0.105

p(25) =p(24)
1× 29

25× 7
= 0.017

• 于是
25∑
i=23

p(i) =0.374

23∑
i=0

p(i) =1−
25∑
i=23

p(i) + p(23) = 0.878

p3(S
0
1) =2× 0.374 = 0.748 > 0.05

• 在 0.05 水平下不应拒绝 H0 : p1 = p2。

• 两个专案组在破案能力上没有显著差异。

6.6 总体的分布函数的假设检验

总体分布函数的假设检验
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• 假设检验的参数方法先假定总体服从某种带有未知参数的分布（常用
正态分布），然后回答针对总体参数的问题。

• 还可以不假定总体分布类型，直接回答分布有关的问题，如总体是否
来自正态分布。

• 如何判断一个总体 X 是否分布函数为 F (x)?

• 有时候从学科知识可以建模得到，如前面放射性粒子数服从泊松分布
的模型推导。

• 很多情况下只能从观测数据判断。

• 一般先作直方图（对连续型总体），推测可能的分布类型，再进行检验。

拟合优度卡方检验

• 检验

H0 : X的分布函数为F (x)

• 设 X1, X2, . . . , Xn 是来自总体 X 的样本。

• 类似于画直方图，在数轴上取 m 个点：t1, t2, . . . , tm（t1 < t2 < · · · <
tm），把数轴 (−∞,+∞) 分成 m+ 1 段：

(−∞, t1], (t1, t2], . . . , (tm−1, tm], (tm,+∞)

• 用 νi 表示 X1, X2, . . . , Xn 中落入第 i 段的个数（i = 1, 2, . . . ,m+ 1）。

这里 νi 是频数，
νi
n
是频率。

• 在 H0 下 X 落入第 i 段的概率 pi 可计算：

p1 =P (X ≤ t1) = F (t1)

pi =P (ti−1 < X ≤ ti) = F (ti)− F (ti−1),

i = 2, 3, . . . ,m

pm+1 =P (X > tm) = 1− F (tm)
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• 根据概率与频率的关系（大数定律），如果 H0 成立，频率
νi
n
应该接

近于概率 pi。

• 定义

V =

m+1∑
i=1

(νi
n
− pi

)2
· n
pi

=

m+1∑
i=1

(νi − npi)2

npi

• 当 V 很大时拒绝 H0。

• 其中多乘的因子 n
pi
的作用是放大 pi 很小的项的作用，分布密度曲线

的形状恰好是更多由两侧 (对应 pi 很小) 的形状决定，如果不乘这个
因子则 pi 很小的项作用被严重低估。

• 另一解释：记

ξi =
νi
n
− pi

• 则 H0 成立时 νi ∼ B(n, pi)，

E(ξi) =0, D(ξi) =
pi(1− pi)

n

• 为标准化
(
νi
n
− pi

)2, 应该用 (
νi
n
− pi

)2
pi(1−pi)

n

• 但其中的 pi 一般都比较小 (尤其是样本量很大时)，1 − pi ≈ 1，就变

成了 (
νi
n
− pi

)2
pi
n

=
(νi
n
− pi

)2 n
pi

• 拟合优度卡方检验的否定域为

W = {V > λ}
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• 要找临界值 λ 使 W 的检验水平为 α。

• 需要 V 在 H0 下的分布。在 H0 成立的条件下，样本量较大时 V 近似

服从 χ2(m)。

• 查 χ2(m) 的右侧 α 水平临界值就可以得到 λ。

• 这种检验叫做拟合优度（卡方）检验，或分布的卡方检验。

• 当零假设下的分布函数包含从样本中估计的未知参数时，V 的自由度
改为 m 减去估计的未知参数的个数。

• 例 6.1 某车间生产滚珠，随机抽取了 50 个产品，直径数据（mm）：
15.0 15.8 15.2 15.1 15.9 14.7 14.8 15.5 15.6
15.3 15.1 15.3 15.0 15.6 15.7 14.8 14.5 14.2
14.9 14.9 15.2 15.0 15.3 15.6 15.1 14.9 14.2
14.6 15.8 15.2 15.9 15.2 15.0 14.9 14.8 14.5
15.1 15.5 15.5 15.1 15.1 15.0 15.3 14.7 14.5
15.5 15.0 14.7 14.6 14.2

• 直方图：演示。

• 计算得 x̄ = 15.1, S2 = (0.4325)2。

• 问：滚珠直径是否服从 N(15.1, (0.4325)2)?

• 解 分组与直方图法类似。找到样本值中最小与最大值，取比最小数

略小的 a，比最大数略大的 b，将区间 [a, b] 做 m+ 1 等分，得分点

a < t1 < t2 < · · · < tm < b

• m 的个数选取参考直方图方法。

• 这 50 个数据最小 14.2，最大 15.9，取 a = 14.05, b = 16.15, b − a =

2.1 = 0.3 ∗ 7, m = 6，分成 7 段。

• 在 F (x) 为 N(15.1, (0.4325)2) 分布函数时求得各个 pi。
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• 为求 F (x)，用

F (x) =Φ

(
x− µ
σ

)
Φ(−x) =1− Φ(x) (x > 0)

(µ, σ2 是正态分布的期望和方差)

• 计算得
i pi npi νi (npi − νi)2 (npi−νi)2

npi

1 0.0414 2.070 3 0.8649 0.4178
2 0.1077 5.385 5 0.1482 0.0275
3 0.2154 10.770 10 0.5925 0.0551
4 0.2710 13.550 16 6.0025 0.4430
5 0.2154 10.770 8 7.6729 0.7124
6 0.1077 5.385 6 0.3782 0.0702
7 0.0414 2.070 2 0.0049 0.0024

• 检验统计量

V =
7∑
i=1

(νi − npi)2

npi
= 1.7284

• 自由度用 7 − 1 − 2（额外扣除两个估计的未知参数的自由度）。取

α = 0.05，λ = 9.49。

• V < λ，H0 相容，在 0.05 水平下不拒绝总体服从正态分布的假设。

• 注意：如果最后的结论是不拒绝 H0，可能会有较大的第二类错误概

率。

• 有可能会以威布尔分布作为零假设，检验不拒绝；再以对数正态作为
零假设，检验还是不拒绝。

• 但是，只要不拒绝零假设，就可以说明数据与该分布差距不大。
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离散分布的卡方检验

• 连续型分布用卡方检验需要分组，离散型分布不需要分组。

• 概率特别小的组可以合并。

• 设 X 的分布是

P (X = ai) = pi, (i = 1, 2, . . . ,m+ 1)

x1, x2, . . . , xn 是样本值。

• 取统计量

V =
m+1∑
i=1

(νi − npi)2

npi
(6.1)

• 其中 νi 表示 n 个样品中 ai 出现的频数。

• 在 H0 下 V 近似服从 χ2(m); 如果分布中含有从样本值估计的未知参
数，则自由度要扣除未知参数个数。

• 例 6.2（例 1.3 续） 某工厂近 5 年来发生了 63 次事故，这些事故在
工作日的分布如下：

星期 一 二 三 四 五 六

次数 9 10 11 8 13 12

• 问：事故发生是否与星期几有关？

• 解 用 X 表示这样的随机变量：若事故发生在星期 i，则 X = i。

• X 的可能取值集合为 {1, 2, . . . , 6}（星期日是该厂厂休日）。

• 检验

H0 : P (X = i) ≡ 1

6
(i = 1, 2, . . . , 6)
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• 使用统计量 (6.1)。m = 5, H0 成立时 pi = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6。

• 计算得 V = 1.67。

• 查 5 个自由度卡方分布右侧 α = 0.05 临界值得 λ = 11.07。

• V < λ，H0 相容，不能认为出事故与星期几有关。



第七章 回归分析方法

7.1 一元线性回归

回归分析方法

• 回归分析方法是数理统计的重要工具，是处理多个变量之间相关关系
的一种数学方法。

• 函数关系: 确定性关系。如自由落体运动

s =
1

2
gt2 (0 ≤ t ≤ T )

• 相关关系是给定了 x 的值后并不能确定 y 的值，但 y 的值与 x 的值
有关。

• 即使是确定性关系的变量，其测量值因为含有误差所以也有不确定性。

• 回归分析可以建立变量间的关系的数学表达式（经验公式），并可判
断这样的公式的有效性，以及如何利用所得到的经验公式去达到预测、

控制等目的。

7.1.1 经验公式与最小二乘法

一元线性回归

• 在一元线性回归分析中，考察随机变量 Y 与一个普通变量 x(非随机)
之间的联系。

277
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• 数据成对观测：

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

• 例 1.1 某种合成纤维的强度与其拉伸倍数有关。

• 有 24 个纤维样品的强度与相应的拉伸倍数的实测记录。

• 设拉伸倍数为 x，强度为 Y，希望根据观测数据找出 x 和 Y 的关系

式。

• 数据（部分）如

(1.9, 1.4), (2.0, 1.3), (2.1, 1.8), . . . , (9.5, 8.1), (10.0, 8.1)

• 一种直观的考察方式是散点图（演示）。

纤维强度对拉伸倍数的散点图
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• 散点图中每个点以 x 为横坐标，以 y 为纵坐标。

• 从散点图看散点围绕在一条直线周围，有

ŷ = a+ bx (1.1)

其中 ŷ 表示建立 Y 与 x 的关系后用 x 对 Y 做的预测。

• 于是借助于散点图确定了经验公式的形式。只需要确定 (1.1) 中的 a

和 b。

• b 叫做回归系数，关系式 ŷ = a+ bx 叫做回归方程。

• 线性: x 每增加 1，y 的变化量是恒定的。

• 非线性: x 每增加 1，y 的变化量不是恒定的。

求解回归直线

• 要找一条直线与散点图中所有点尽可能最接近。

• 直接作图过于粗略，且无法推广到多个自变量的情形。

• 定义距离：用

[yi − (a+ bxi)]
2

衡量点 (xi, yi) 到直线 ŷ = a+ bx 的距离。

• 这是两个纵坐标的距离平方，不是点到直线的垂直距离。

• 理由: 需要衡量的是对 Y 的预测精度。
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最小二乘原则

• 平方和

Q(a, b) =

n∑
i=1

[yi − (a+ bxi)]
2 (1.2)

衡量直线 ŷ = a+ bx 与所有散点的距离远近。

• 求回归直线问题化为：找两个数 â, b̂，使得二元函数 Q(a, b) 在 a =

â, b = b̂ 处达到最小。

• 这种方法叫做最小二乘法。

最小二乘求解的微分法

• 为了求 Q(a, b) 的最小值点，求解其一阶偏导数都等于零的方程：

∂Q

∂a
=− 2

n∑
i=1

[yi − (a+ bxi)] = 0 (1.3)

∂Q

∂b
=− 2

n∑
i=1

[yi − (a+ bxi)] · xi = 0 (1.4)

• 由 (1.3) 解得

na =

n∑
i=1

yi − b
n∑
i=1

xi

a =ȳ − bx̄ (1.5)

• 由 (1.4) 得
n∑
i=1

xi[yi − a− bxi] = 0
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• 把 (1.5) 代入上式可得
n∑
i=1

xi[yi − ȳ − b(xi − x̄)] = 0

b
n∑
i=1

xi(xi − x̄) =
n∑
i=1

xi(yi − ȳ)

b

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

b̂ =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
(1.6)

• 代入 (1.5) 可得 â = ȳ − b̂x̄。

• 当 x1, x2, . . . , xn 不全相等时有解。

• 可以证明这样用微分法求得的 (â, b̂) 是 Q(a, b) 的最小值点。

• 事实上，二阶导数矩阵，即海色阵为

H =

(
2n 2nx̄

2nx̄ 2 (
∑n

i=1(xi − x̄)2 + nx̄2)

)

易见其主子式都大于零，H 正定，Q(a, b) 的唯一的一阶偏导数等于零

的点一定是全局最小值点。

最小二乘解的配方法

• 拆分平方与交叉项：

Q(a, b) =

n∑
i=1

{(yi − ȳ) + [ȳ − (a+ bx̄)]− b(xi − x̄)}2

=
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 + n[ȳ − (a+ bx̄)]2

+ b2
n∑
i=1

(xi − x̄)2 − 2b

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)
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• 其中 [ȳ − (a+ bx̄)] 是常数，所以它与 xi − x̄ 和 yi − x̄ 的交叉项为零。

• 记

lxx =

n∑
i=1

(xi − x̄)2 lyy =

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

lxy =
n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

• 则

Q(a, b) =lyy + n[ȳ − (a+ bx̄)]2 + lxxb
2 − 2lxyb

=lyy + n[ȳ − (a+ bx̄)]2 + lxx

(
b− lxy

lxx

)2

−
l2xy
lxx

≥lyy −
l2xy
lxx

• 等于号成立当且仅当

b =
lxy
lxx

=

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2

a =ȳ − bx̄

• Q(a, b) 的最小值为

Q(â, b̂) =lyy −
l2xy
lxx

=lyy − b̂lxy

=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − b̂
n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

• 得到了 â, b̂ 就确定了回归的经验公式，确定了回归直线。

• 演示（Flash）。

• 易见点 (x̄, ȳ) 落在回归直线上：

ȳ = â+ b̂x̄
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• 回归一般使用统计软件计算。比如在 R 中

lm1 <- lm(y ~ x)
summary(lm1)
plot(lm1)

可以计算并显示回归结果、画回归诊断图形。

• 对于例 1.1 的 24 个点，计算得 b̂ = 0.859, â = 0.15，纤维强度 (Y ) 与
拉伸倍数 (x) 的经验公式为

ŷ = 0.15 + 0.859x

• 经验公式也叫回归方程, 相应的直线叫做回归直线。

• 回归系数 b 的含义：拉伸倍数 (x) 每增加一个单位，强度 (Y ) 平均增

加 0.859 个单位。

非线性关系线性化

• 某些非线性关系可以通过变换转化为线性关系。

• 例 1.2 彩色显影中，染料光学密度 Y 与析出银的光学密度 x 有如下

类型的关系

Y ≈ Ae−B/x, B > 0

• 这不是线性关系。两边取对数得

lnY ≈ lnA−B 1

x

• 令

Y ∗ = lnY x∗ =
1

x
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• 则

Y ∗ ≈ lnA−Bx∗

为线性关系。

• 从 n组数据 (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)得到变换的数据 (x∗1, y
∗
1), (x

∗
2, y

∗
2), . . . , (x

∗
n, y

∗
n)。

• 对变换后的数据建立线性回归方程

ŷ∗ = â+ b̂x∗

• 反变换得

Â =eâ B̂ = −b

• 则有

Ŷ = Âe−B̂/x

• 例 1.3 炼钢钢包随使用次数增加而容积增大。

• 测量了 13 组这样的数据（部分）：

(2, 106.42), (3, 108.20), (4, 109.58), . . . , (19, 111.20)

• 画出了散点图（演示）。用双曲线
1

y
≈ a+ b

1

x

• 令 x∗ = 1/x, y∗ = 1/y，化为线性模型

y∗ ≈ a+ bx∗

• 解得 =̂0.008967, b̂ = 0.0008292, 经验公式为
1

ŷ
= 0.008967 + 0.0008292

1

x
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7.1.2 平方和分解公式与线性相关关系

线性相关性

• 只要数据中 x1, x2, . . . , xn 不全相等，最小二乘法存在唯一解，总可以

得到经验公式

ŷ = â+ b̂x

• 所以，经验公式并不都能反映实际情况。

• 需要判别 x 与 Y 之间是否真的具有线性相关关系：Y 是否随着 x 增

大而线性地增大（或者线性地减小）。

平方和分解公式

• 对于任意 n 组数据 (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)，只要 x1, x2, . . . , xn

不全相等，就有
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑
i=1

(yi − ŷi)2 +
n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2 (1.7)

• 其中 ȳ 是 y1, y2, . . . , yn 的平均值，

ŷi = â+ b̂xi (i = 1, 2, . . . , n)

• 证
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑
i=1

[(yi − ŷi) + (ŷi − ȳ)]2

=

n∑
i=1

(yi − ŷi)2 + 2

n∑
i=1

(yi − ŷi)(ŷi − ȳ) +
n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

• 注意

ŷi =â+ b̂xi = ȳ − b̂x̄+ b̂xi

=ȳ + b̂(xi − x̄)
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• 所以交叉项
n∑
i=1

(yi − ŷi)(ŷi − ȳ)

=

n∑
i=1

[yi − ȳ − b̂(xi − x̄)]b̂(xi − x̄)

=b̂

{
n∑
i=1

(yi − ȳ)(xi − x̄)− b̂
n∑
i=1

(xi − x̄)2
}

=0

• 于是
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

=

n∑
i=1

(yi − ŷi)2 +
n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

• 即平方和分解公式 (1.7) 成立。

平方和分解公式的解释

• (1.7) 式坐标的
∑n

i=1(yi − ȳ)2 是因变量的离差（偏差）平方和（Cor-
rected Sum of Squares），描述了因变量的分散程度，是我们要用模型
解释的目标。记为 lyy。

• 考虑分解的第一项
∑n

i=1(yi − ŷi)2。这是用模型得到的因变量拟合值
ŷi 与实际因变量值 yi 之间的差距的一个度量，是最小二乘法最后得

到的最小化的目标函数值。这个平方和越小，说明模型与实际数据越

相符。

• 记

ε̂i =yi − ŷi (i = 1, 2, . . . , n)
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称为残差 (residual)。记

Q =
n∑
i=1

(yi − ŷi)2 =
n∑
i=1

ε̂2i ,

称 Q 为残差平方和 (Error Sum of Squares)。

• 分解的第二项：

U =

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

• 易见

1

n

n∑
i=1

ŷi =
1

n

n∑
i=1

(â+ b̂xi)

=â+ b̂x̄ = ȳ

• 所以 U 是拟合值 ŷ1, ŷ2, . . . , ŷn 的离差平方和。

• U 受什么因素影响呢？

•

U =

n∑
i=1

(â+ b̂xi − ȳ)2

=

n∑
i=1

(ȳ − b̂x̄+ b̂xi − ȳ)2

=b̂2
n∑
i=1

(xi − x̄)2

=b̂2lxx

• lxx 是自变量的离差平方和。所以 U 代表了自变量对因变量的变化的

解释，在分解中 U 越大，残差平方和 Q 越小，模型对数据拟合越好。

• U 叫做回归平方和。
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• 所以，平方和分解公式把因变量的变差（离差平方和）分解为两部分：

lyy = Q+ U

• U 来源于自变量 x 的分散程度，通过线性关系影响了因变量 Y 造成

Y 的变差，是模型可以解释的部分；

• Q 是模型拟合的误差的度量，是自变量和模型不能解释的部分。

• 分解中，U 越大，Q 越小，模型越准确描述自变量和因变量之间的线
性相关关系。

• 反之，如果 Q 很大，则自变量和因变量之间没有线性相关关系。

• 取统计量

F =
U

Q/(n− 2)
(1.9)

则当 F 相当大时，表明 x 对 Y 的线性影响越强，两者有线性相关性。

否则没有线性相关性。

7.1.3 数学模型与相关性检验

• F 值多大才认为线性相关性成立？这是一个假设检验问题。

• 需要对模型进行进一步细化。

• 设数据满足如下结构
Y1 =a+ bx1 + ε1

Y2 =a+ bx2 + ε2

· · · · · · · · ·

Yn =a+ bxn + εn

(1.10)
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• 其中 ε1, ε2, . . . , εn 是独立同分布随机变量列，共同分布为 N(0, σ2)(σ2

未知)。

• 这样的模型是单总体模型、两总体模型的进一步推广。它等价于

Yi ∼ N(a+ bxi, σ
2), i = 1, 2, . . . , n

且相互独立。这给出了 n 维随机向量 (Y1, Y2, . . . , Yn) 的联合分布。

• 在承认了 (1.10) 模型基础上，x 与 Y 之间有无线性相关关系的问题变

成假设

H0 : b = 0

• 当 H0 成立时，模型 (1.10) 退化为

Yi =a+ εi, i = 1, 2, . . . , n

模型中不含自变量 x，所以这时 x 与 Y 没有线性相关关系。

• 当 H0 不成立时，Y 与 x 有线性相关关系。

相关性检验

• 当 H0 成立时，统计量 F 服从 F(1, n− 2) 分布。

• 对检验水平 α，取 F(1, n−2)分布的右侧 α 临界值 λ，H0 的否定域为

W ={F > λ}

• 从样本中计算统计量 F 的值，当 F > λ 时拒绝 H0，认为 x 与 Y 之

间存在线性相关性（有显著的线性相关性）；

• 当 F ≤ λ 时 H0 相容，认为 x 与 Y 之间没有显著的线性相关性。
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随机误差方差估计

• 可以证明

1

σ2
Q ∼ χ2(n− 2)

• 从而

E

(
1

σ2
Q

)
=n− 2

E

(
1

n− 2
Q

)
=σ2

• 所以

ŝ2
△
=

1

n− 2
Q =

1

n− 2

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

是 σ2 的无偏估计。

（样本）相关系数

• 设 U, V 是两个随机变量，其相关系数定义为

ρ =
Cov(U, V )√
D(U)D(V )

• 若 (U, V ) 有样本 (u1, v1), (u2, v2), . . . , (un, vn)，则可计算样本相关系

数

R =

∑n
i=1(ui − ū)(vi − v̄)√∑n

i=1(ui − ū)2
∑n

i=1(vi − v̄)2

• 在线性回归中虽然 x 是非随机的变量，但也可以定义样本相关系数为

R =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
∑n

i=1(yi − ȳ)2

• 当 |R| 相当大时拒绝 H0 : b = 0。
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复相关系数平方

• 易见

R2 =
l2xy
lxxlyy

=
l2xy
l2xx
· lxx
lyy

=
b̂2lxx
lyy

=
U

lyy
= 1− Q

lyy

• 一般地，定义

R2 =
U

lyy
= 1− Q

lyy
,

称 R2 为复相关系数平方，这个定义在多元回归时照样适用。

• R2 取值于 [0, 1]，代表了回归平方和在总平方和中的比例，R2 越接近

于 1，回归模型对数据拟合得越好。

• 当 R2 = 1 时，Q = 0，所有的 n 个数据点

(xi, yi), i = 1, 2, . . . , n

都落在直线

ŷ = â+ b̂x

上。

• R2 = 1 的情况一般只出现在确定性关系中。

F 统计量与 R2

• 检验 H0 : b = 0 用的 F 统计量与 R2 一一对应：

F =
U

Q/(n− 2)
= (n− 2)

U

lyy − U

=(n− 2)
R2

1−R2
=

n− 2
1
R2 − 1

• 两者为一一对应的严格单调递增关系。
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两个平方和的计算公式

• 按定义，

U =
n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

Q =

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

• 但是，在有了 lyy, lxx，lxy, b̂ 后可简单计算为

U =b̂2lxx = b̂lxy (1.11)

Q =lyy − U (1.12)

• 例 1.4 炼钢基本是氧化脱碳的过程，原来碳含量越高，需要的冶炼时
间越长。

• 有某平炉 34 炉的熔毕碳 (x) 与精炼时间 (y) 的记录如下（部分）：

(180, 200), (104, 100), . . . , (143, 160)

• 散点图见演示。

• 计算过程：见 R 程序演示。

• 主要结果

â =− 23.20, b̂ =1.270

F =145.0 R2 =0.8192

• F(1,32) 右侧 0.01 分位数为 λ = 4.15，F > λ，可以认为 x, Y 之间存

在线性相关关系，或：直线回归是显著的。
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7.1.4 预报与控制

回归模型的作用

• 揭示变量之间的数量关系；

• 预报；

• 控制。

预报

• 设

Y = a+ bx+ ε, ε ∼ N(0, σ2)

• 由数据 (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n 得到参数最小二乘估计 â, b̂ 和误差方差

估计 s2。

• 对新的自变量值 x0，设

Y0 = a+ bx0 + ε0

• 用

ŷ0 = â+ b̂x0

预报 Y0 的值。

• 还需要衡量预报精度。

• 若 ε0, ε1, ε2, . . . , εniid ∼ N(0, σ2)，则

t
△
=

Y0 − ŷ0
s
√
1 + 1

n
+ (x0−x̄)2

lxx

∼ t(n− 2)
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• 为了求 Y0 的预报区间, 设 λ 为 t(n− 2) 分布的双侧 α 临界值，由

P

∣∣∣∣∣∣ Y0 − ŷ0
s
√
1 + 1

n
+ (x0−x̄)2

lxx

∣∣∣∣∣∣ ≤ λ
 = 1− α (1.13)

• 得 Y0 的置信度 1− α 的预报区间为

ŷ0 ± λs

√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2
lxx

(1.14)

• 演示：熔毕碳与精炼时间的预报区间，连线为曲线，但只有单点意义。

• x0 离 x̄ 越远，预报区间长度越长。

• 注意：回归模型的应用范围不能超出原数据的范围。

• 作为 (1.14) 的近似，当 n 较大且 x0 离 x̄ 不远的时候，√
1 +

1

n
+

(x0 − x̄)2
lxx

≈ 1

所以预测区间近似为

[ŷ0 − λs, ŷ0 + λs]

• 当 n 较大时 λ 可以用标准正态分布的双侧 α 临界值，如 α = 0.05 时

用 λ = 1.96。

• 误差标准差估计 s 越小，预报区间越短，预报越精确。

控制问题

• 控制问题是：要求控制 Y 在区间 [A,B] 内，如何选取 x 的值？

• 办法是要求 (1.14) 得到的上下限都在 [A,B] 内，反解符合要求 x0 的

区间。
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回归诊断和残差分析

• 即使线性相关性检验否定了 H0 : b = 0，也并不说明模型就是合适的。

• 常见问题包括：

• 缺少重要自变量；

• 有非线性相关；

• 误差项方差非恒定；

• 误差项存在序列相关；

• 自变量严重共线（多元回归中）；

• 数据有异常值或强影响点。

• 可以用残差散点图等进行回归诊断。

残差分析

• 残差

ε̂i = yi − ŷi

• 令

hi =
1

n
+

(xi − x̄)2

lxx

s =

√
Q

n− 2

ri =
ε̂i

s
√
1− hi

• 则在 (1.10) 模型成立时 r1, r2, . . . , rn 近似相互独立，且近似服从标准

正态分布。
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• 有

P (|ri| > 2) ≈ 0.05

• 当 n 比较大时，ri, i = 1, 2, . . . , n 应该只有约 [0.05n] 个绝对值大于 2。

• 这可以用来检验模型关于误差项的假设是否成立，以及发现异常值点。

7.2 多元线性回归

多元线性回归

• 考虑多个自变量与因变量的关系。

• 要解决的问题与一元回归相同。

• 解决方法类似。

7.2.1 模型

模型

• 设因变量 Y 与自变量 x1, x2, . . . , xk 有关系式

Y = b0 + b1x1 + · · ·+ bkxk + ε

• 其中自变量 x1, x2, . . . , xk 是非随机的变量，ε 是随机项。

• 有 n 组数据

(y1;x11, x12, . . . , x1k)

(y2;x21, x22, . . . , x2k)

· · · · · · · · ·

(yn;xn1, xn2, . . . , xnk)

(2.1)
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• 假定数据满足
Y1 =b0 + b1x11 + b2x12 + · · ·+ bkx1k + ε1

Y2 =b0 + b1x21 + b2x22 + · · ·+ bkx2k + ε2

· · · · · · · · ·
Yn =b0 + b1xn1 + b2xn2 + · · ·+ bkxnk + εn

(2.2)

这里 Yt 写成大写是为了强调在模型中它是随机变量。

• 其中 b0, b1, . . . , bk 是待估参数，ε1, ε2, . . . , εn 相互独立且服从相同的

N(0, σ2) 分布。

说明

•“多元”是指自变量有多个，但因变量还是只有一个。另外，自变量是
非随机的普通变量，因变量是随机变量。

• (2.1) 中的各个 yt 是数据值，(2.2) 中大写的 Yt 看作随机变量。把 yt

看作 Yt 的观测值。

• (2.2) 表示 Y 与 x1, x2, . . . , xk 有线性相关关系。对于某些非线性关系，

可以通过变换转化为线性。比如一元多项式回归

ŷ = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bkx

k

只要记 x1 = x, x2 = x2, . . . , xk = xk 就变成自变量为 x1, x2, . . . , xk 的

多元线性回归

ŷ = b0 + b1x1 + b2x2 + · · ·+ bkxk

7.2.2 最小二乘估计与正规方程
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• 为估计未知参数，最小化误差平方和

Q(b0, b1, . . . , bk)

=

n∑
t=1

[yt − (b0 + b1xt1 + b2xt2 + · · ·+ bkxtk)]
2

• 使Q(b0, b1, . . . , bk)达到最小值的点 b̂0, b̂1, . . . , b̂k称为参数 b0, b1, . . . , bk

的最小二乘估计。

• 记

ȳ =
1

n

n∑
t=1

yt,

x̄i =
1

n

n∑
t=1

xti, i = 1, 2, . . . , k

lij =lji =
n∑
t=1

(xti − x̄i)(xtj − x̄j), i, j = 1, 2, . . . , k

liy =

n∑
t=1

(xti − x̄i)(yt − ȳ), i = 1, 2, . . . , k

• 则 b̂1, b̂2, . . . , b̂k 为如下 n 阶线性方程组的解：
l11 l12 · · · l1k

l21 l22 · · · l2k

· · · · · · · · ·
lk1 lk2 · · · lkk




b1

b2
...
bk

 =


l1y

l2y
...
lky


• 而

b0 = ȳ − b1x̄1 − b2x̄2 − · · · − bkx̄k

• 这 k + 1 个方程组成的方程组叫做正规方程。
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• 可以证明，最小二乘估计一定存在，而且 b0, b1, . . . , bk 是最小二乘估

计的充分必要条件为满足正规方程。

• 当如下矩阵 
1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k

· · · · · · · · ·
1 xn1 xn2 · · · xnk


为满秩矩阵（要求 n > k + 1，满秩指列满秩）时正规方程的解唯一，

所以最小二乘估计唯一。

7.2.3 平方和分解公式与 σ2 的无偏估计

平方和分解公式

• 平方和分解公式：

lyy =Q+ U

lyy =
n∑
t=1

(yt − ȳ)2

Q =
n∑
t=1

(yt − ŷt)2 (残差平方和)

U =
n∑
t=1

(ŷt − ȳ)2 (回归平方和)

=b̂1l1y + b̂2l2y + · · ·+ b̂klky

ŷt =b̂0 + b̂1xt1 + b̂2xt2 + · · ·+ b̂kxtk, t = 1, 2, . . . , n

σ2 的无偏估计
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• Q/σ2 ∼ χ2(n− k − 1)，所以

E(Q/σ2) =n− k − 1

E

(
1

n− k − 1
Q

)
=σ2

• 记

σ̂2 =
1

n− k − 1
Q

σ̂2 为 σ2 的无偏估计。

• 有时记为 s2。

7.2.4 相关性检验

相关性检验

• 最小二乘估计总存在，所以不管 Y 和 x1, x2, . . . , xk 之间有没有线性

相关关系总能建立回归方程。

• 必须检验线性相关关系是否成立。

• 转化为：

H0 : b1 = b2 = · · · = bk = 0

的检验。

• 当 H0 成立时，模型中不出现自变量 x1, x2, . . . , xk，所以没有线性相

关关系。

• 当 H0 不成立时，Y 与 x1, x2, . . . , xk 有线性相关关系。

• 检验统计量为

F =
U/k

Q/(n− k − 1)
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• 在 H0 下 F ∼ F(k, n− k − 1)。

• 给定检验水平 α 后查 F(k, n− k − 1) 的临界值表得 λ。

• 计算 F 的值后，当且仅当 F > λ 时拒绝 H0，认为 Y 与 x1, x2, . . . , xk

有线性相关关系，也称回归方程显著。

• 若 F 的值为 v，可以计算检验的 p 值

p = P (F > v)

其中 F 为服从 F(k, n − k − 1) 分布的随机变量，当且仅当 p 值小于
α 时拒绝 H0。

7.2.5 偏回归平方和与因素主次的判别

因素主次的判别

• 多元回归时，即使能否定 H0 : b1 = b2 = · · · = bk = 0，仍然有可能一

部分自变量与 Y 没有线性相关关系。

• 或者，虽然某自变量 xi 与 Y 有线性相关关系，但是其它自变量能够

代表它，所以 xi 也不需要出现在模型中。

• 另外，即使部分自变量都是在模型中有意义的，也会有因素主次之分。

偏回归平方和

• 在平方和分解中，回归平方和 U 代表了所有 k 个自变量的作用。

• 为了研究某个自变量的贡献，不妨考虑 xk 的作用。

• 从原来的数据中建立 Y 对 x1, x2, . . . , xk−1 的回归，得到一个回归平

方和 U(k)，一定有 U(k) ≤ U。

• 称

uk = U − U(k)

为 x1, x2, . . . , xk 中 xk 的偏回归平方和。
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• 类似可以定义每个自变量的偏回归平方和 ui, i = 1, 2, . . . , k。

• 注意偏回归平方和都是在一个变量集合的前提下讨论的。

偏回归平方和的计算

• ui 的计算不需要真的重新拟合回归模型，而是有公式

ui =
b̂2i
cii

其中 cii 为

L = (lij)k×k

的逆矩阵的第 i 个主对角线元素。

• 为了检验 H0 : bi = 0，可以用

Fi =
ui
s2

在 H0 下 Fi ∼ F(1, n− k − 1)。

单个自变量的显著性

• 设 Fi 的值为 v，则

p = P (F > v)

(其中 F 为 F(1, n− k − 1) 分布随机变量) 是检验的 p 值。

• 当 p 值小于 0.05 时称变量 xi 是显著的。

• 当 p 值小于 0.01 时称变量 xi 是高度显著的。

• 当 Fi 的值很小时，应该从回归方程中剔除自变量 xi。

• 注意：当 xi 不显著时，可能有两种原因：

– xi 对 Y 没有线性的影响；
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– xi 对 Y 有线性的影响，但存在其它的自变量能够代替 xi 对 Y

施加相同的影响。

• 即使回归方程显著，所有自变量显著，也不能断言模型就是符合实际
的，还可能有各种模型设定错误或缺陷（类似一元回归时所述）。

多元回归的计算

• 各统计软件都可以很容易地计算多元回归。

• 比如，在 R 软件中输入了自变量 x1，x2 和因变量 y 后，只要用

lm1 <- lm(y ~ x1 + x2)
summary(lm1)
plot(lm1)

就可以得到回归结果并绘制回归诊断图形。

7.2.6 多元回归的例子

• 例 2.1（广告策略） 研究广告费用 x 与纯利润 y 之间的关系，以确

定最佳的广告策略。

• 数据：
x 1 1 2 2 2 3
y 14.80 15.90 20.20 20.00 18.55 22.20

x 3 4 4 4 5 5
y 20.90 21.00 18.30 20.70 16.10 14.75

• 试找出 y 与 x 的相关关系是并确定最优的广告策略。

• 画出散点图：
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• 可以看出 y 与 x 不是线性关系。

• 最简单的非线性关系是一元二次多项式，设

y = b0 + b1x+ b2x
2 + ε

其中 ε 是随机项。

• 若令 x1 = x, x2 = x2，则方程化为

y = b0 + b1x1 + b2x2 + ε

• 但是，在多项式回归时为了避免共线性问题，令

x1 =x x2 =(x− 3)2

• 用统计软件计算得

ŷ =21.26 + 0.07045x− 1.504(x− 3)2

=7.627− 9.094x− 1.504x2

s =0.9788

F =35.08, p 值 < 0.0001
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• 为了求 ŷ 的最大值（纯利润最大值），求导得

x =
−9.093

2× (−1.504)
= 3.02

时达到最大值。

• 例 2.2（生理节律模型） 为了测定一个人在 24 小时内的生理节律
（例如血压如何随时间变化），一些学者提出了如下模型：

f(t) =M +A cos(ωt+ ϕ)

• 其中M 是基准值，A是振幅，ϕ是想为，ω是角频率（周期 T = 2π/ω）。

• 问：设有观测值

yj = f(tj) + εj , j = 1, 2, . . . , n

这里 tj 是第 j 个观测时刻，ε1, ε2, . . . , εn 是相互独立的随机项，εj ∼
N(0, σ2)(σ2 未知)。

• 如何估计 M,A, ϕ(0 ≤ ϕ < 2π)?

• 解 模型是非线性的，设法转换为线性。

• 易见

yj =M +A cosϕ · cos(ωtj)−A sinϕ · sin(ωtj) + εj

• 记

xj = cos(ωtj), zj = sin(ωtj)

β =A cosϕ, γ =−A sinϕ

• 则

yj =M + βxj + γzj + εj , (j = 1, 2, . . . , n)

化为线性模型。
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• 计算正规方程中各项：

l11 =

n∑
j=1

(xj − x̄)2, l22 =

n∑
j=1

(zj − z̄)2

l12 =

n∑
j=1

(xj − x̄)(zj − z̄)

l1y =

n∑
j=1

(xj − x̄)(yj − ȳ), l2y =

n∑
j=1

(zj − z̄)(yj − ȳ)

• 解正规方程得

β̂ =
l22l1y − l12l2y
l11l22 − l212

, γ̂ =
−l12l1y + l11l2y
l11l22 − l212

M =ȳ − β̂x̄− γ̂z̄

• 反推得到原始模型参数估计

Â =

√
β̂2 + γ̂2 ϕ̂ =Arg(β̂ − iγ̂)

(这里 i 表示虚数单位，ϕ̂ 是平面直角坐标系中坐标为 (β̂, γ̂) 的点的辐

角)

• 检验 y 与 t 是否有指定的非线性关系，可检验 H0 : A = 0，等同于检

验

H0 : β = γ = 0

• 仍使用统计量

F =
U/2

Q/(n− 3)

取 F(2, n − 3) 的右侧 α 水平临界值 λ，当且仅当 F > λ 时拒绝 H0，

认为回归方程显著。
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• 实际中 tj 一般是等间隔的，

tj =
j − 1

n
, j = 1, 2, . . . , n

且 ω = 2π(周期为 1)，常用 n = 24 或 n = 12。

• 这时公式可以化简：

n∑
j=1

xj =

n∑
j=1

cos(ωtj) = 0

n∑
j=1

zj =

n∑
j=1

sin(ωtj) = 0

n∑
j=1

xjzj =

n∑
j=1

cos(ωtj) sin(ωtj) = 0

n∑
j=1

x2j =

n−1∑
k=0

1 + cos(2kθ)
2

=
n

2

(
θ =

2π

n

)
n∑
j=1

z2j =
n

2

• 于是得

M̂ =ȳ

β̂ =
1

n

n∑
j=1

xjyj

γ̂ =
1

n

n∑
j=1

zjyj

F =
nÂ2/2

Q/(n− 3)
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7.3 逻辑斯蒂 (Logistic) 回归

二值因变量的问题

• 经典线性回归分析中因变量和自变量都是连续取值的。

• 实际工作中经常需要处理因变量为二分类值的情况。

• 比如，x 表示一个家庭年收入，Y = 1 表示该家庭在某段时间购买某

种耐用消费品（如汽车），Y = 0 表示不购买。

• 研究 P (Y = 1) 与 x 的关系。

• 更一般地，若随机变量 Y 只取值 0 或 1，有若干个变量 x1, x2, . . . , xk

影响 Y 的取值，关心 p = P (Y = 1) 如何依赖于 x1, x2, . . . , xk。

优比和 logit 函数

• 对 0 < p < 1，有 p
1−p ∈ (0,∞) 为 p 的严格单调递增函数， p

1−p 叫做

发生比或优比 (odds ratio)。

• 定义函数

logit(p) = ln p

1− p
, 0 < p < 1

则 logit(p) ∈ (−∞,∞) 是 p 的严格单调递增函数, 叫做 logit 函数。

逻辑斯蒂回归模型

• 设因变量和自变量间的关系为

logit(p) = β0 +
k∑
i=1

βixi (3.1)

其中 p = P (Y = 1)，β0, β1, . . . , βk 是常数，这时称二分类变量 Y 与

自变量 x1, x2, . . . , xk 的关系符合逻辑斯蒂回归模型。
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• 易见 (3.1) 等同于

P (Y = 1|x1, x2, . . . , xk) =
exp(β0 +

∑k
i=1 βixi)

1 + exp(β0 +
∑k

i=1 βixi)

逻辑斯蒂回归参数估计

• 模型 (3.1) 中的常数 β0, β1, . . . , βk 通常是未知的，需要从数据中估计。

这个模型中没有方差项。

• 下面只考虑 k = 1，即只有一个自变量的情形，用 x 表示 x1。

• (3.1) 化为

ln p

1− p
=β0 + β1x (3.2)

• 令 p(x) = P (Y = 1|x)，则

p(x) =
exp(β0 + β1x)

1 + exp(β0 + β1x)
(3.3)

• 参数估计可以用最大似然法和最小二乘法。

最大似然估计

• 设数据为 (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n。

• 则

P (Y = yi|xi) = [p(xi)]
yi [1− p(xi)]1−yi

• 观测值 (xi, yi), i = 1, 2, . . . , n 对应的似然函数为

L(β0, β1) =

n∏
i=1

[p(xi)]
yi [1− p(xi)]1−yi

• 对数似然函数为

lnL(β0, β1) =
n∑
i=1

yi(β0 + β1xi)−
n∑
i=1

ln(1 + eβ0+β1xi)
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• 令一阶偏导数都等于零的似然方程组
n∑
i=1

(
yi −

eβ0+β1x

1 + eβ0+β1x

)
=0

n∑
i=1

(
yi −

eβ0+β1x

1 + eβ0+β1x

)
xi =0

• 若 (β̂0, β̂1) 是似然方程组的根且 x1, x2, . . . , xn 不全相等，则似然方程

组的根是惟一的，而且 (β̂0, β̂1) 是 L(β0, β1) 的最大值点从而是模型参

数的最大似然估计。

• 可以证明 lnL(β0, β1) 是二元严格凹函数。

• 似然方程组有时无解，如所有 yi 都等于 1 时。

加权最小二乘估计

• 数据有特殊要求。

• 设 x = xi 时共有 ni 次观测，ni 较大，其中事件 {Y = 1} 发生了 γi

次 (i = 1, 2, . . . ,m)（x1, x2, . . . , xm) 两两不同）。

• 用

zi = ln γi + 0.5

ni − γi + 0.5
(3.4)

作为 ln p(xi)
1−p(xi)

的估计值 (i = 1, 2, . . . ,m)。

• 令

νi =
(ni + 1)(ni + 2))

ni(γi + 1)(ni − γi + 1)
(i = 1, 2, . . . ,m) (3.5)

Q̃(β0, β1) =

m∑
i=1

1

νi
(zi − β0 − β1xi)2
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• 使 Q̃(β0, β1) 达到最小值的 β̃0, β̃1 称为 β0, β1 的加权最小二乘估计。

• 可以证明加权最小二乘估计存在且惟一。

• 令两个一阶偏导数都等于零的方程组

β0

m∑
i=1

1

νi
+ β1

m∑
i=1

xi
νi

=

m∑
i=1

zi
νi

β0

m∑
i=1

xi
νi

+ β1

m∑
i=1

x2i
νi

=
m∑
i=1

xizi
νi

• 记

l1 =
m∑
i=1

1

νi
, l2 =

m∑
i=1

xi
νi

l3 =

m∑
i=1

x2i
νi

l4 =

m∑
i=1

xizi
νi

l5 =

m∑
i=1

zi
νi

• 则

β̃0 =
l5l3 − l2l4
l1l3 − l22

(3.6)

β̃1 =
l1l4 − l2l5
l1l3 − l22

(3.7)

加权最小二乘法的理由

• 应该用 γi
ni−γi 作为

p(xi)
1−p(xi)

的估计，为避免分子和分母出现零，做连续

型修正变成 γi+0.5
ni−γi+0.5

。
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• 可以证明，

zi = ln γi + 0.5

ni − γi + 0.5

近似服从正态分布

N
(
ln p(xi)

1− p(xi)
,

1

nip(xi)[1− p(xi)]

)
• 利用 (3.2)，有

zi = β0 + β1xi + εi, i = 1, 2, . . . ,m

其中 ε 近似服从 N(0, νi)。

• 令

ε̃i =
1
√
νi
εi

• 则

1
√
νi
zi =

1
√
νi
(β0 + β1xi) + ε̃i, i = 1, 2, . . . , n

其中 ε̃1, ε̃2, . . . , ε̃n 的方差相等，仿照最小二乘法思想令

m∑
i=1

[
1
√
νi
zi −

1
√
νi
(β0 + β1xi)

]2
达到最小，即 Q̃(β0, β1) 达到最小。

• 例 3.1（社会调查） 一个人在家是否害怕生人来？

• 研究人的文化程度对此问题的影响。

• 因变量 Y = 1 表示害怕，0 表示不害怕。

• 自变量 x 是文化程度，x1 = 0 表示文盲，x2 = 1 表示小学，x3 = 2 表

示中学，x4 = 3 表示大专以上。
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• 根据一项社会调查有如下数据：

自变量 (x) 不害怕人数 害怕人数

0 11 7
1 45 32
2 664 422
3 168 72

• 用逻辑斯蒂回归模型分析。用 p(x) 表示文化程度为 x 的人害怕生人

的概率。设模型

ln p(x)

1− p(x)
= β0 + β1x

• 用加权最小二乘法估计 β0, β1。

• 计算得 z1 = −0.3847, z2 = −0.3269, z3 = −0.4515, z4 = −0.8425,
ν1 = 0.2199, ν2 = 0.0527, ν3 = 0.00387, ν4 = 0.0197。

• 用 (3.6) 和 (3.7) 得 β̃0 = 0.013, β1 = −0.25。

• 回归方程为

ln p(x)

1− p(x)
≈ 0.013− 0.25x

• 可见文化程度越高，害怕生人的概率越低。

在统计软件中计算逻辑斯蒂回归

• 一般用统计软件计算逻辑斯蒂回归。

• 如上例的 R 程序：

x <- 0:3
n1 <- c(11, 45, 664, 168)
n0 <- c(7, 32, 422, 72)
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y <- cbind(n1, n0)
glm1 <- glm(y ~ x, family=binomial)
print(summary(glm1))



第八章 正交试验法

试验设计

• 在工业领域，为了改进产品、工艺，经常需要进行试验。

• 改善产品指标常涉及多个因素。

• 那些因素的影响最重要，影响是怎样的？

• 经常进行试验。

• 全面试验只适用于一两个因素的情况。

• 多因素试验使用正交试验法，可以节约费用和时间，快速实现质量改
进目标。

8.1 正交表

正交表 L8(2
7)

315
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试验号 列号

1 2 3 4 5 6 7
1 1 1 1 2 2 1 2
2 2 1 2 2 1 1 1
3 1 2 2 2 2 2 1
4 2 2 1 2 1 2 2

5 1 1 2 1 1 2 2
6 2 1 1 1 2 2 1
7 1 2 1 1 1 1 1
8 2 2 2 1 2 1 2

L8(2
7) 的特点

• 有 8 行，7 列，只包含数字 1 和 2。

• 每直列恰有 4 个“1”和 4 个“2”；

• 任意两个直列，行组合的 8 对数字中，恰好 (1,1), (1,2), (2,1), (2,2) 各
出现 2 次。即任意两个直列的搭配是均衡的。

正交表 L9(3
4)

试验号 列号

1 2 3 4
1 1 1 2 2
2 2 1 1 1
3 3 1 2 3
4 1 2 2 1
5 2 2 3 3
6 3 2 1 2
7 1 3 1 3
8 2 3 2 2
9 3 3 3 1
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L9(3
4) 的特点

• 有 9 行，3 列，只包含数字 1，2，3。

• 每直列中，数字“1”，“2”，“3”出现的次数相同，都是 3 次；

• 任意两个直列，同行的数字的搭配，两两搭配恰有 9 种可能情况，每
种情况恰好出现 1 次，即任意两直列搭配均衡。

• 正交表记号的含义：L8(2
7) 中，L 是表格的意思，8 为行数，2 为数字

个数，7 为列数。

8.2 几个实例

8.2.1 2,4–二硝基苯肼的工艺改进

2,4–二硝基苯肼的工艺改进

• 1. 试验目的与考核指标：试剂产品。采用了新工艺后产率低 (45%)，
考核指标是产率与外观（颜色）。

• 2. 制定因素位级表：分析找出最有可能的影响因素。要考察乙醇用量、
水合肼用量、反应温度、反应时间、水合肼纯度和搅拌速度六种因素。

每个因素取两种不同的值（叫做位级或因素水平）。综合成因素位级

表：

因素 乙醇用 水合肼 温度 C 时间 D 水合肼 搅拌

量 A(mL) 用量 B (h) 纯度 E 速度 F
位级 1 200 2 倍 回流 4 精品 中快

位级 2 0 1.2 倍 60◦C 2 粗品 快速

• 3. 确定试验方案。6 个因素所有位级完全搭配需要 26 = 64 次试验。

用 L8(2
7) 正交表安排试验方案。

• (1) 因素顺序上列。

• (2) 位级对号入座。
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• (3) 列出试验条件。

• 方案见下表（包括试验结果）。从全面试验的 64 次中选取了有代表性
的 8 次试验：

• 每个因素的每个位级都试验了 4 次；

• 两个因素的位级两两搭配都试验了 2 次。

• 严格按照试验方案进行试验得到结果。试验次序没有关系。

• 4. 试验结果的分析。结果见上表。

• (1) 直接看。第 2 号试验条件产率 65% 最高。其次是第 5 号试验产率
63%。这是实际试验结果，比较可靠。发现第 2 号和第 7 号试验出现
紫色不合格产品，分析认为可能与加料速度有关，在第二轮试验中考

察。

• (2) 算一算。以上的最好结果只在 8 次试验中比较，有可能有其它组
合更好。

• 对每个因素，分别计算两个位级的总产率 I 和 II，并计算极差 R（为 I
和 II 的差的绝对值）。或计算两个位级的平均指标以及平均指标的差。



8.2 几个实例 319

• 对每个因素，找到总指标（或平均指标）最大的位级。

• 对所有因素，极差越大，因素越重要。第 2 列水合肼用量最重要，理
论量的 2 倍比理论量的 1.2 倍明显地提高产率，可在下轮试验中进一
步考察。

• 第 3，6，4 列的反应温度、搅拌速度、反应时间是中等重要的因素，生
产中可以采用它们的好位级（C2, F2 和 D2）。

• 第 1，5 列的乙醇用量和水合肼纯度 R 很小，是次要因素，采用有利
于节约的不加乙醇 (A2) 和粗品水合肼（E2）。

• 5. 第二批正交试验。

• 目标是弄清出现颜色不合格的原因并进一步提高收率。

•（1）指定因素位级表。

因素 水合肼用量 时间 加料速度

位级 1 1.7 倍 2h 快

位级 2 2.3 倍 4h 慢

其中反应时间再次试验是因为工程人员对能否用 2 小时代替 4 小时很
重视。

•（2）利用正交表确定试验方案。只有三个因素恰好可以用 L4(2
3) 表。
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•（3）试验结果分析。

• 关于颜色，“快速加料”的第 1，4 号都不合格，慢速加料都合格。其
它两个因素的每个位级则都出现了合格和不合格。说明只有加料速度

影响颜色。

• 关于产率，从“直接看”和“算一算”，都是第 2 号试验条件结果最
好。产率从开始的 45% 提高到了 86%。

• 投产效果。通过正交试验法，决定用下列工艺投产：用工业 2，4–二
硝基氯代苯与粗品水合肼在乙醇溶剂中合成；水合肼用量为理论值的

2.3 倍，反应时间为 2 小时，温度掌握在 60 ∼ 70◦C 之间，采用慢速
加料与快速搅拌。

• 效果是：平均产率超过 80%，从未出现紫色外形，质量达到出口标准。

• 总之，这是一个较优的方案，可以达到优质、高产、低消耗的目的。

8.2.2 晶体退火工艺的改进

晶体退火工艺的改进
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• 1. 试验目的与考核指标。

• 检查癌细胞用到一种碘化钠晶体 ϕ40，要求应力越小越好，希望不超

过 2 度。

• 退火工艺是影响质量的重要环节。

• 其它指标已经合格，只有应力未能低于 7 度，希望找到降低应力的工
艺条件。

• 考核指标是应力（度）。

• 2. 挑因素、选位级，制定因素位级表

• 考察升温速度、恒温温度、恒温时间和降温速度共四个因素，每个因
素取三个位级。

• 因素位级表如下：

因素 升温速度 A 恒温温度 B 恒温时间 C 降温速度 D
(◦C·h−1) ◦C (h)

位级 1 30 600 6 1.5A 电流降温
位级 2 50 450 2 1.7A 电流降温
位级 3 100 500 4 15◦C ·h−1

• 3. 确定试验方案。用 L9(3
4) 正交表。

• 试验方案和结果：
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• 4. 试验结果分析。

•（1）直接看。第 5 号试验的 0.5 度结果最好，第 7 号试验的 1 度次之。

•（2）算一算。依因素重要程度：

• 升温速度 A，A2 的 50◦C·h−1 最好，这是原工艺条件。

• 恒温时间 C，C1 的 6 小时最好，这是原工艺条件。

• 恒温温度 B，B2 的 450◦C 最好，原来需要 600◦C。

• 降温速度 D，D3 的等速降温最好，原来认为等速降温不好。

• 把四个因素的最好位级搭配 A2,B2,C1,D3 搭配起来叫做全体配合中
关于应力的可能好配合。
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•（3）画趋势图。对于数量型位级的三位级因素，画出用量与实验结果
之和的关系图。

•（4）可能好配合与大范围可能好配合。

• i) 通过“算一算得到 A2,B2,C1,D3 为 81 个配合中的可能好配合。

• ii) 可能好位级与大范围可能好配合。从趋势图中看出，恒温温度越低
越好，恒温时间越长越好。

• 原来选的恒温温度都太高了，这是一个重要发现。

• 但恒温时间太长不利于节约电力和提高工效，所以恒温时间固定在 4
小时。

• 于是，恒温温度 B 的好位级是 B2=450◦C, 但有可能降到 B4=400◦C
更好；

• 恒温时间为节约成本、提高功效取为 C3=4h；

• 升温速度维持原值 A2=50◦C h−1；
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• 降温速度好位级是等速降温 D3=15◦C ·h−1。比较发现原来说等速降

温不好是因为原来用的恒温温度太高所以等速降温不好，这种因素之

间互相影响的情况叫做交互作用。

• 5. 第二批正交试验

• 主要研究降低恒温温度的影响。

•（1）制定因素位级表。

• 升温速度，升温快的 A3=100◦C · h−1，第 3，6，9 号试验应力都很差，
不能再用；升温满的 A1=30◦C · h−1，升温时间过长，而且也不是最好

位级，不再使用。所以此次升温速度固定在好位级 50◦C · h−1 不再考

虑。

• 其它三个因素，以大范围的可能好配合 B4, C3, D3 为主，参考“直接
看”的好位级，各取两个位级。

• 因素位级表：

因素 恒温温度 恒温时间 C 降温速度 D
(◦C) (h) (◦C · h−1

位级 1 450 3 15
位级 2 400 5 25

• (2) 用正交表 L4(2
3) 确定试验方案。

• 方案及结果：
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• (3) 试验结果分析。

• 从试验结果看都已经基本消除了应力，可以采用对生产最节省、效率
最高的方案。

• 正交试验考虑的因素多，正交试验方案相当于撒了一个网眼均匀的大
网，能够捕获“大鱼”。

• 三个位级时可以进一步考虑数量型因素的趋势影响。

• 再次试验使用网眼更密的小网获得了更理想的结果。

8.2.3 VC 的配方试验

VC 的配方试验

• 1. 试验目的与考核指标。

• 提高 VC 的氧化率、降低成本。考核指标是氧化率。

• 2. 确定试验方案

•（1）因素位级表
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• 其中尿素希望能用工业尿素代替化学纯尿素。山梨糖的原生产浓度为
7%，考察增加后能否提高生产效率。CaCO3, MgSO4，葡萄糖希望能

去掉一个或两个。

•（2）利用正交表，确定试验方案。

• 用混合位级的正交表，一个六位级因素和六个三位级因素，用 L18(6
1×

36) 来安排。

• 试验方案和结果如下表。
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• 3. 试验结果的分析

•（1）直接看。第 17 号结果氧化率 66.7 比较高，用了工业尿素，山梨
糖用量超过 7%，是好条件。

• 具体配方为：

• 尿素：工业 1.5%;

• 山梨糖：9%;

• 玉米浆：2%;

• K2HPO4: 0.15%;

• CaCO3: 0;

• MgSO4: 0.02%;

• 葡萄糖：0。

• (2) 算一算。每个因素计算各个位级对应的指标之和和极差。

• 从极差大小看，山梨糖（B）是重要因素，玉米浆 (C)、尿素 (A) 和
CaCO3(E) 也是比较重要的因素。
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• 葡萄糖 (G)、MgSO4（F）和 K2HPO4 是影响较小的因素。

• (3) 画趋势图。

• 尿素只考虑工业尿素，而且因为求和个数不同所以尿素的趋势图数值
乘了 2 倍。

• (4) 展望配方。

• i) 主料山梨糖的用量可以由 7% 往上提，但 11% 已知不好，决定提到
9%。

• ii) 可用工业尿素，由于图形上升，用量不能过低，可取 1.1 ∼ 1.5 之

间。

• iii) 玉米浆图形明显商城，还可以考虑加大用量，但又考虑到浓度超过
2% 后溶液过稠，因此定位 2%。

• 以上三个因素都是重要与较重要的因素，而且与直接看所得的第 17
号试验条件相同。

• iv) 在第 17 号条件中 CaCO3 的加入量为 0，而趋势图显示中间值
0.2% 最好，讨论认为算一算的结果值得重视。
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• v) 葡萄糖和 MgSO4 的极差很小（趋势图上三个位级的差别不大），可

以随意选取，而且加入量为 0 的位级都是好位级，决定不加葡萄糖和
MgSO4。

• vi) K2HPO4 的极差最小，三个位级可以随意取，而玉米浆的浓度加大

后考虑到玉米浆中含有 PO4 盐，考虑尝试不加 K2HPO4。

• 展望配方如下：

• 玉米浆: 2%;

• 山梨糖：9%;

• 工业尿素：1.1 ∼ 1.5%；

• CaCO3: 0.2%;

• MgSO4: 0;

• K2HPO4: 0;

• 葡萄糖：0。

• 用这个展望配方重复了十多次小试验，效果都好。

• 工业化生产氧化度超过 80%，与原配方相比，逼近提高了主料山梨糖
的浓度，还减少了三种成分，达到了节约成本、简化工艺和提高生产

效率的目的。

L18(6
1 × 36) 正交表特点

• 不仅可以安排众多的 3 位级因素，还可以安排一个 6 位级因素。

• 用它安排的试验既照顾了一般又突出了重点。

• 当试验难度大，试验次数受很大限制，要考察的因素较多时用该表合
适。
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8.3 小结

小结—一般步骤

• 1. 明确试验目的，确定考核指标。

• 2. 挑因素，选择合适的正交表，选位级，制定因素位级表，确定试验
方案。

• 3. 试验结果分析。包括

•（1）直接看；

•（2）算一算，计算各位级的指标和与极差，对于两个位级的数量型因
素画趋势图。

• 区分因素的主次和位级的优劣，得出可能好配合或大范围的可能好配
合。

•（3）综合直接看和算一算这两步的结果，并参考实际经验与理论上的
认识，提出展望。

小结—关于挑选因素

• 要考察的因素的分类：

•（1）不能测量也不能定性了解的因素，不能选入。

•（2）能测量但是不能控制的因素，不能选入；能近似控制则可以选入
但要记录真实试验值。

•（3）可控因素。由试验工作者决定，但注意：漏掉重要因素会大大降
低试验效果；正交试验不怕因素多；有时增加一两个因素不会增加试

验次数。

• 所以倾向于多考虑因素，除了实现能肯定作用很小的因素不选入之外
其它因素应尽可能都选。
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小结—选择合用的正交表及其它

• (1) 位级个数的确定。有些是不可变更的，有些数量型的则需要认为选
取并配合正交表。

• (2) 正交表的选择：要考察因素的个数，一批允许做试验的次数，有无
重点因素要详细考察，位级个数 (位级个数和正交表选择需要同时考
虑)。

• (3) 位级用量的选取。确定范围后二位级可以取范围的三等分点，三位
级可取范围的四等分点，或根据实际情况定。

• (4) 制定因素位级表。位级号码与实际因素数值一般打乱次序对应。

• (5) 确定试验方案。

均衡分散性和整齐可比性

• 正交表任意两列，搭配个数总是一样多，叫做正交性。

• 这保证了试验条件均衡地分散在配合完全的位级组合之中，因而代表
性强，容易出现好条件，这叫做均衡分散性。

• 对于各列因素，在每个位级的指标和中，任意一个其它因素的不同位
级的出现次数是一样多的，最大限度地排除了其它因素的干扰，因而

能很有效第进行比较，为我们提供有参考价值的展望。这叫做整齐可

比性。

• 正交试验法效率高的原因主要在于这两种特性。
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第九章 统计决策与贝叶斯统计大

意

9.1 统计决策问题概述

统计决策的要素

• 统计决策由四个要素组成。

• 设随机变量 X 的分布函数是 F (x, θ)，θ 是未知参数，θ ∈ Θ, Θ 叫做
参数空间。

• 设 X = (X1, X2, . . . , Xn) 为 X 的样本。

• 设 A 是某项实际工作中可能采取的各种行动所组成的非空集合，叫做

行动空间。

• L(θ, a) 是二元函数 (θ ∈ Θ, a ∈ A)，表示参数是 θ 时采取行动 a 引起

的损失，叫做损失函数。

• (Θ,X, A, L(θ, a)) 叫做统计决策的四个要素。

统计决策

• 定义 1.1 称样本空间（及样本所有可能值组成的集合）到行动空间 A

的映射 δ = δ(x1, x2, . . . , xn) 为决策函数，简称决策。

333
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• 定义 1.2 设 δ = δ(x1, x2, . . . , xn) 是一个决策，称平均损失

R(θ, δ) = E [L(θ, δ(X1, X2, . . . , Xn))]

为 δ 的风险。

• 希望找到对所有 θ ∈ Θ 风险一致小的决策，但一般不存在。

minimax 决策

• 定义 1.3 称决策 δ = δ(x1, x2, . . . , xn) 是容许的，如果不存在另一决

策 δ̃ 使得

R(θ, δ̃) ≤ R(θ, δ) ∀θ ∈ Θ

且对至少一个 θ 成立严格不等式。

• 定义 1.4 称决策 δ∗ 是 minimax 决策，若对一切决策 δ 成立

sup
θ
R(θ, δ∗) ≤ sup

θ
R(θ, δ)

• minimax 是一种保守的决策，目的是避免可能最大损失。

• 如果能了解哪些 θ 可能性大，哪些 θ 可能性小，就可以计算关于 θ 的

平均损失，使这样的平均损失最小。

9.2 什么是贝叶斯统计

贝叶斯统计

• 在贝叶斯统计中，设总体 X ∼ p(x|θ)，参数 θ 也看成随机的，有先验

分布 π(θ)。

• 有了样本 X 后，得条件分布

p(θ|X) =
π(θ)p(x|θ)

p(x)

叫做参数的后验分布。其中

p(x) =

∫
p(x|θ)π(θ)dθ
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• 先验分布也可以有参数，叫做超参数。

贝叶斯统计的优点

• 可以利用先验知识。

• 很多问题比经典统计叙述更简单。

• 可以提出任意复杂的模型，没有解析解时主要使用计算机模拟方法得
到后验分布进行推断。
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第十章 随机过程初步

10.1 随机过程的概念

随机过程介绍

• 定义 1.1 给定参数集 T ⊂ (−∞,∞)，如果对每个 t ∈ T，对应一个随
机变量 Xt，则称随机变量族 {Xt, t ∈ T} 为随机过程。

• 例 1.1 用 Xt 表示某电话机从时刻 0 开始到时刻 t 为止所接到的呼唤

次数，则 {Xt, t ∈ [0,∞} 是随机过程。

• 例 1.2 对晶体管热噪声电压进行测量，每隔一微秒测一次。测量时刻
记作 1, 2, . . .，在时刻 t 的测量值记作 Xt，则 {Xt, t = 1, 2, . . . } 是随
机过程。

• 例 1.3 布朗运动。Xt 是花粉颗粒在 t 时刻所在位置的横坐标，则

{Xt, t ∈ [0,∞)} 是随机过程。

• 例 1.4 一根面纱中，Xt 表示 t 时刻纺出的纱的横截面直径。则

{Xt, t ∈ [0,∞)} 是随机过程。

• 考察随机现象如何随着时间而变，就会遇到随机过程。

• 用 E 表示各 Xt 所可能取的值所组成的集合，E 叫做状态空间（或相

空间）。如果 Xt = x，就称过程 {Xt, t ∈ T} 在时刻 t 处于状态 x。
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• 当 T 是一个有限集或可列集时，{Xt, t ∈ T} 叫做离散时间的随
机过程（随机序列）。最常见的情况是 T = {0, 1, 2, . . . } 或 T =

{. . . ,−1, 0, 1, . . . }。

• 当 T 是一个区间（可以是无穷区间）时，{Xt, t ∈ T} 叫做连续时间的
随机过程。最常见的情况是 T = [0,∞) 或 T = (−∞,∞)。

• 给定 T 中 n 个数 t1, t2, . . . , tn，记 (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) 的分布函数为

Ft1t2...tn(x1, x2, . . . , xn)，这种分布函数的全体

{Ft1t2...tn(x1, x2, . . . , xn) : n = 1, 2, . . . , t1, t2, . . . , tn ∈ T}

叫做 {Xt, t ∈ T} 的 有限维分布函数族, 它描述了随机过程的概率特
性。

• 随机过程也可以看成是二维函数：

Xt = Xt(ω), t ∈ T, ω ∈ Ω

其中 Ω 是条件组 S 下所有可能结果的集合。给定 ω ∈ Ω 后，Xt(ω)

是 t 的函数，叫做随机过程的一个实现，或现实, 或轨道。

10.2 独立增量过程

独立增量过程

• 定义 2.1 称 {Xt, t ∈ T}为独立增量过程，如果对任何 t1 < t2 < · · · <
tn(ti ∈ T, i = 1, 2, . . . , n)，随机变量

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xtn −Xtn−1

是相互独立的。

• 如果对独立增量过程 {Xt, t ∈ T}，对任意 τ > 0 都有 Xt+τ −Xt 的分

布函数只依赖于 τ 而不依赖于 t，则称 {Xt, t ∈ T} 为时齐的独立增量
过程。
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• 若 {Xt, t ∈ T}是独立增量过程，Y 是随机变量，则 {Xt+Y, t ∈ T}也
是独立增量过程。所以独立增量过程可以假定 X0 ≡ 0(当 0 ∈ T 时)。

• 例 2.1 设 X1, X2, . . . 是相互独立的随机变量列，Sn = X1 + X2 +

· · · +Xn(n = 1, 2, . . . )，则 {Sn, n = 1, 2, . . . } 是独立增量过程。若各
X1, X2, . . . 还是同分布的，则 {Sn, n = 1, 2, . . . } 是时齐的独立增量过
程。

泊松过程

• 定义 2.2 称 {Xt, t ≥ 0} 是泊松过程，若它是独立增量的，而且 Xt 取

值是非负整数，增量 Xt −Xs(0 ≤ s < t) 服从泊松分布

P (Xt −Xs = k) =e−λ(t−s)
[λ(t− s)]k

k!
, (k = 0, 1, . . . )

其中 λ 是与 t, s 无关的正常数。

• 定理 2.1 设 {Xt, t ≥ 0} 是取非负整数值的时齐的独立增量过程，满
足

P (X0 = 0) = 1

P (Xt+∆t −Xt = 1) = λ∆t+ o(∆t) (∆t→ 0+)

P (Xt+∆t −Xt ≥ 2) = o(∆t)

(这里 λ > 0)。则 {Xt, t ≥ 0} 就是泊松过程。

维纳过程

• 定义 2.3 称独立增量过程 {Xt, t ≥ 0}是维纳过程，如果对任何 s < t，

Xt −Xs ∼ N(0, (t− s)σ2)

这里 σ 是与 s, t 无关的正常数。
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10.3 马尔可夫过程

马尔可夫过程

• 设 {Xt, t ∈ T} 是一个随机过程，状态空间是 E，我们可以把这个随机

过程看成某系统的“状态”的演变过程。“Xt = x”表示该系统在时

刻 t 处于状态 x。

• 定义 3.1 称 {Xt, t ∈ T} 是马尔可夫过程，如果对于 T 中任何 n 个

数 t1 < t2 < · · · < tn，E 中任何 n 个状态 x1, x2, . . . , xn 及任何实数

x 均成立

P (Xtn ≤ x|Xt1 = x1, Xt2 = x2, . . . , xtn−1
= xn−1)

=P (Xtn ≤ x|xtn−1
= xn−1) (3.1)

• 即马尔可夫过程的特征是，如已知“现在：Xtn−1
= xn−1”，则“将来:

Xtn ≤ x”不依赖于“过去：Xt1 = x1, Xt2 = x2, . . . , xtn−2
= xn−2”。

• 这表达了过程的“无后效性”。

• (3.1) 所表达的性质称为马氏性。马尔可夫过程简称马氏过程。

马尔可夫链

• 这里对 T = {0, 1, 2, . . . }，E 为至多可列集的情形作初步介绍。

• 定义 3.2 设 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 是随机序列，状态空间 E 至多可

列，若对任何 i0, i1, . . . , in ∈ E，只要

P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1) ̸= 0

就成立

P (Xn = in|X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1)

=P (Xn = in|Xn−1 = in−1)

则称 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 为马尔可夫链，简称马氏链。

• 马氏链是一种特殊的马氏过程。
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转移概率

• 条件概率 P (Xt = j|Xs = i) 称为转移概率，记作 pij(s, t)(这里 s ≤ t)。

• 定理 3.1 设 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 是马氏链，则对 s < t < u，有

pij(s, u) =
∑
k∈E

pik(s, t)pkj(t, u) (3.3)

• (3.3) 叫做 Chapman-Kolmogorov 方程。

时齐马氏链

• 若任意固定 i, j 后，pij(s, t) = pij(s+ τ, t+ τ)（对一切 τ ≥ 0），则称

马氏链 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 是时齐的，也叫齐次的。以下只讨论时齐
马氏链。

• 对时齐马氏链记

pij = P (Xt+1 = j|Xt = i)

称矩阵 P = (pij , i, j ∈ E) 为一步转移概率矩阵。

• 定理 3.2

pij ≥0∑
j∈E

pij =1 (∀i ∈ E)

• 只要一步转移概率 P = (pij) 知道了，则马氏链的转移概率特性就完

全确定了。

• 记

p
(n)
ij = P (Xs+n = j|Xs = i)

表示 n 步转移概率。
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• 矩阵 (p
(n)
ij , i, j ∈ E) = Pn。

• 例 3.1（自由随机游动） 某质点在整数点集 {. . . ,−1, 0, 1, . . . } 上随
机游动。设开始时指点在位置 0，以后每经过一个单位时间按下列概
率规则改变一次位置：

• 如果它在某时刻位于点 i，则它以概率 p(0 < p < 1) 转移到 i+ 1，以

概率 1− p 转移到 i− 1。

• 用 Xn 表示质点在时刻 n 所在的位置，则 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 就是
一个马氏链，转移概率为

pij =


p j = i+ 1

1− p j = i− 1

0 j = i或j < i− 1或j > i+ 1

• 质点在整数点集 {0, 1, 2, . . . } 上随机游动。

• 转移规律是：

• 若在某时刻处于位置 i > 0，则在下一步以概率 p(0 < p < 1) 转移到
i+ 1，以概率 1− p 转移到 i− 1。

• 若某时刻处于位置 0，则下一步仍停留在位置 0。

• 如果开始时质点位于 i0(i0 > 0)，在时刻 n 时位置记为 Xn，则

{Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 是一个马氏链，其一步转移概率矩阵为

P =


1 0 0 0 0

1− p 0 p 0 0

0 1− p 0 p 0
... . . . . . . . . . . . .


• 例 3.3（Ehrenfest 模型） 考察带有 m+1个状态（记为 0, 1, . . . ,m）

的系统的转移问题。

• 其转移规律为：

• 若系统在某时刻处于状态 i(1 ≤ i ≤ m− 1)，则在下一步以概率 i
m
转

移到状态 i− 1，以概率 1− i
m
转移到状态 i+ 1；
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• 若某时刻处于状态 0，则下一步转移到状态 1；

• 若某时刻处于状态 m，则下一步转移到状态 m− 1。

• 设开始时系统的状态是 X0，时刻 n 的状态为 Xn，则 {Xn, n =

0, 1, 2, . . . } 是马氏链。

• 这个马氏链的状态空间是有限集。

马氏链理论中的问题

• 1. 状态的性质怎样？是否有些状态经常出现？

• 2. 转移概率 p
(n)
ij 当 n→∞时是否有极限？如果有极限，极限是什么？

• 3. 设马氏链 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 的一步转移概率矩阵 P = (pij , i, j ∈
E)，什么条件下各Xn有相同的概率分布？什么条件下序列 f(X0), f(X1), . . . , f(Xn), . . .

符合强大数律，即

P (lim
n

1

n

n−1∑
i=0

|f(Xi)− Ef(Xi)| = 0) = 1

• 定义 3.3 称状态 i 是马氏链 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 的常返状态, 若

P (存在 n > s 使Xn = i|Xs = i) = 1

否则称 i 为非常返状态。

• 定义 3.4 称马氏链 {Xn, n = 0, 1, 2, . . . } 是不可约的，如果对任意两
个状态 i, j，都有

P (存在 n > s 使Xn = j|Xs = i) > 0
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常返的性质

• 如果 i 是常返状态，则从 i 出发将来无穷多次出现 i 的概率等于 1。

• 状态 i 常返的充要条件是

∞∑
n=1

p
(n)
ii =∞

• 如果状态 i 是常返的，又存在 n > s 使

P (Xn = j|Xs = i) > 0

则 j 也是常返的。

n 步转移概率性质

• n 步转移概率 p
(n)
ij 的性质：

•（1）limN→∞
1
N

∑N
n=1 p

(n)
ij = πij 永远存在。

•（2）如果状态空间 E 是有限集，存在 n0 使

p
(n0)
ij > 0 (∀i, j ∈ E)

则 limn p
(n)
ij = πj 存在 (πj 与 i 无关)，而且 {πj , j ∈ E} 是下列方程组

xj =
∑
i∈E

xipij (∀j ∈ E)

的满足条件 pj > 0,
∑

j∈E xj = 1 的唯一解。

平稳分布

• 若 X0 的概率分布 {pi, i ∈ E} 满足

pi =
∑
k∈E

pkpki (∀i ∈ E) (3.4)

时每个 Xn 与 X0 有相同的概率分布。
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• 如果 (3.4) 成立且马氏链是不可约，则强大数律成立：

P (lim
n

1

n

n−1∑
i=0

|f(Xi)− Ef(Xi)| = 0) = 1

其中 f(·) 是任意有界函数。

10.4 平稳过程

平稳过程

• 以下恒设参数集 T 具有性质：若 s, t ∈ T 则 s+ t ∈ T。

• 定义 4.1 称随机过程 {Xt, t ∈ T} 是严平稳过程，若对任何 n =

1, 2, . . .，t1, . . . , tn, τ ∈ T 及实数 x1, x2, . . . , xn，都成立

P (Xt1+τ ≤ x1, Xt2+τ ≤ x2, . . . , Xtn+τ ≤ xn)

=P (Xt1 ≤ x1, Xt2 ≤ x2, . . . , Xtn ≤ xn)

• 即有限维分布函数随着时间的推移而不变。

宽平稳

• 复值随机变量：设 U, V 是实值随机变量，则 Z = U + iV 为复值随机

变量，定义 EZ = EU + iEV。

• 定义 4.2 称随机过程 {Xt, t ∈ T} 为宽平稳过程，如果它满足

(1)E|Xt|2存在且有限 (t ∈ T )

(2)E(Xt) ≡ C (t ∈ T )

(3)E[(Xt − C)(Xt+τ − C)]只依赖于 τ，与 t 无关。

• 定义 4.3 称函数

B(τ) = E
{
[Xt − E(Xt)][Xt+τ − E(Xt+τ )]

}
为宽平稳过程的自协方差函数。
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白噪声

• 定义 若 {Xt, t = . . . ,−1, 0, 1, . . . } 满足

(1)E(Xt) = 0, (t ∈ T )

(2)E(X2
t ) = σ2, (t ∈ T )

(3)E(XsXt) = 0, (s ̸= t, s ∈ T, t ∈ T )

则称 {Xt, t ∈ T} 为白噪声序列。白噪声序列是平稳过程。

高斯过程

• 定义 4.4 称 {Xt, t ∈ T} 为高斯过程，如果对 T 中任意 n 个不同的

数 t1, t2, . . . , tn，(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) 是随机向量。

• 定理 4.1 设 {Xt, t ∈ T} 是高斯过程，则为了它是严平稳的，必须且
只需它是宽平稳的。

自协方差函数性质

• |B(τ)| ≤ B(0);

• B(−τ) = B(τ)。

均方连续

• 考虑 T = (−∞,+∞) 和 T = [0,+∞) 的情况。

• 定义 4.5 称随机过程 {Xt, t ∈ T} 是均方连续的，如果对任意 t ∈ T，
有

lim
k→0

E|Xt+k −Xt|2 = 0.

• 如果 {Xt, t ∈ T} 是宽平稳过程，则它均方连续的充要条件是自协方
差函数 B(τ) 是连续的。
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谱函数和谱密度

• 定理 4.2 设 B(τ) 是均方连续的宽平稳过程的自协方差函数，则存在

唯一的右连续不减函数 F (λ) 使得

lim
λ→−∞

F (λ) =0

B(τ) =

∫ +∞

−∞
eiτλdF (λ) (∀τ) (4.2)

• (4.2) 叫做自协方差函数的谱展式，F (λ) 叫做过程的谱函数。

• 如果存在非负函数 f(λ) 使

F (x) =

∫ x

−∞
f(λ)dλ

则称 f(λ) 为过程的谱密度。

• 如果
∫∞
−∞ |B(τ)|dτ 存在有限则谱密度存在，且

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ixτB(τ)dτ

平稳序列

• 当 T = {. . . ,−1, 0, 1, . . . } 或 T = {0, 1, 2, . . . } 时宽平稳过程叫做宽平
稳序列。

• 任意宽平稳序列 {Xn, n = . . . ,−1, 0, 1, . . . } 有谱展式

B(τ) =

∫ π

−π
eiτλdF (λ)

其中 F (λ) 是不减的右连续函数，F (−π) = 0。

• 如果级数
∑+∞

n=−∞ |B(n)| 收敛，则存在非负函数 f(λ)(谱密度) 使得

F (x) =

∫ x

−π
f(λ)dλ (∀x ∈ [−π, π]

f(λ) =
1

2π

∞∑
k=−∞

B(k)e−ikλ
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