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可满足性(sAT)问题的概率研究
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摘要 本文首先构造了随机均匀产生的d-SAT问题的概率模型；然后给出了SAT问题

的解的个数的均值的计算公式．使用矩方法研究了解空间的元素满足方程的概率以及在临界点

方程有解的概率的极限性质．最后确定了n／m=rd=(1n2)／(1n若)是其解的平均个数的
临界点，并且当n／m=rd时，方程有解的概率随着m斗oo而趋于。
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1引言

可满足性(satis6abih‘y1简记为sAT)问题是解决数理逻辑、推理、机器学习等许多理论问

题与实际问题的基础性问题．sAT问题是第一个被发现的NP完全问题吼也是一大类NP完
全问题的核心．因此，求解sAT问题在研究人工智能系统和计算理论中有着很重要的作用．而

对于随机均匀产生的sAT问题研究其概率性质，可以确定问题的难易分布阳目，不仅有其在理
论上的重要意义，对于设计有效的算法也有重要意义．

sAT问题由三个要素组成阳，“】：

·m个逻辑变量(Ⅶriabk)的集合： z1，z2，⋯，z。；

·基本式(Iiter“)的集合：一个基本式就是一个逻辑变量或其非．这样，全部基本式为：
z1，面1，02，虿2，·．-，￡m1面m；

·n个子句(clause)的集合： cl，晚，··

组成，子句中基本式的个数称为子旬的长度
句．

ci；其中每个子旬是由逻辑或(V)连接的基本式
例如，G=zl v．3v z7就是一个长度为3的于

所谓sAT问题就是确定是否存在一组变量的逻辑取值使得台取范式c。^Q^⋯^c二的
值为真．若每个子旬a的长度均为d，则称为d-sAT问题．在研究或求解d sAT问题时，通

常需要预先指定实例模型．本文所研究的是随机均匀产生的d_sAT实例模型，即每个子句均匀

独立地随机产生；每个子旬由d个基本式组成，且这d个基本式所代表的逻辑变量不同；每个
基本式在各个子句中出现的概率相同．这个模型被很多研究者所采用m2，”，“_l“．
在本文中，我们首先构造了概率空间，对上述随机均匀产生的d sAT问题进行了概率描

述；其次，将问题转化为一个等价形式，对可满足概率、解的平均个数进行了研究；最后，求
出了在临界点的可满足概率．

2基本概念与主要结果

假设d维随机向量三I，三2，⋯，L。独立同分布，三的每个分量取值于{1，2，⋯，m)，其概
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又设随机变量族{ab；1≤七≤竹；1≤J曼d)独立同分布，且与随机向量旗三1，工2，⋯，L，；相互
独立，其概率分布为

P(a可=1)=P(n"=o)=1／2，1≤J≤d， l≤凫≤仃

在概率空间(n，，，尸)中，可以进一步明确地让每一个u∈n对应于一组{Lk，n可；1≤J≤
d，1≤≈≤n)，n共有d!c景2“个元素，每个元素有相同的概率，即P是n上的均匀分布．
严格地说我们应该把“，o幻写为“¨)，“柳∞)，但为简洁而略去u．

任给x=忙1，z2，⋯，zm)∈{o，1}m和c‘J={“，QH；l≤J≤d，l s七S佗)，可以构造一个
由m个逻辑变量、n个子旬组成的d-sAT问题样本：

F★(u)=(掣L。，V··，V可L。。)^··^(掣L。，V··V掣L。。)

其中

V。。={耋：：冀：：!：嚣；t=·，。，t·，n；，=，，。，一，a
我们可以这样理解上述sAT问题样本的构造．先从m个逻辑变量中无放回地选取其中d个；

然后独立的以l／2的概率取每个变量或其非构成一个基本式；把三个基本式以逻辑或(v)运算

连接构成一个子旬；然后重复构造其余"一1个子句，把这n个子句用逻辑与(^)运算连接构

成Fx∞)其次，固定u∈n，Fx∞)可以看作从{o，1}“到{o，l}的函数．若有y∈fo，1)“
使髓(u)=o，称此sAT问题有解或可满足．求解此sAT问题就是求满足n，∞)；o的y．而
当固定y∈{o，l}“时，Fy是取值于{o，1)的随机变量．

本文采用的一些记号如下：

E={o，1)m，

Ax={u∈n：．取(u)=o}，其中x∈E，

％，。(u)=社{x∈E：Fx∞)=o}=∑h，∞)，
X∈E

肘。．。=E％㈨
Pm．。=P{u∈n：|．Y∈E，使．Fk(u)=o}=P(ux∈EAx)，
r=n／m．

Pr=hm％。(如果极限存在)．
n／⋯

这些记号有着明显的意义： E表示整个解空间； Ax表示关于解空间占中元素x的可满足

的d’sAT问题样本的全体； s。．。∞)表示每个均匀产生的d-sAT问题样本解的个数； M。，。
表示均匀d—sAT问题的解的平均个数； Pm，。表示均匀d-sAT问题有解的概率； r的大小表

示了SAT问题的约束强弱，并且r越大sAT问题越不容易有解；Pr表示在n／m=r条件下

均匀d—sAT问题可满足概率的极限．

以下是本文的主要结果．

定理1 解的平均个数是尬。，。=2”(2≯)“．令rd=(1n2)／(1n矗)，则
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f o，
，1‰‰，n={1，n／⋯ 【oo

r>rd

r=rd

r<rd

定理1说明存在一个临界点rd，使得当r>rd时，解的平均个数以指数速度下降到0；而
当r<rd时，解的平均个数以指数速度增长．很多学者在研究均匀d．sAT问题时，发现了另
一种相变现象【4-7，10，11t1⋯B口存鬻三_”g蟊强：攀零H 1“；蠢；a意￥!莹萎。箍。e藿；
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墓m≤“鞋节瞄；

鬻?，岸羹i毪!黪i。ik}已；{K誊踅；，ii|}j；崔ya∞ =n．On the毗her hand

Since

therefbo e

／∞ 、

妒(。，可)= V (V T(p。r lK。r，，(T。T))“(￡t，￡2))
‘167—1(z)，b∈，一1(g)、n=1

： V V V ((p。T lKer，n(T×T))
‘1E，一1(￡】，‘。∈，一1(_)n=1 kI·k2，“-k⋯E丁
× (￡1，凫1)^ ^(P。T 1 Ker，n(TxT))(七n乩t2))， 比，可∈y

p。T1Ke吖n(T。T)(乜，％¨)=V(P(kt，s)^1Ker，．(r。T))(s，≈H)
’ ∈T

= V p(k。，s)曼目(，(k-)，，(k一))
5 ∈，1(，(k．1】)

妒(z，g)≤ V
‘ l∈，1(￡)．b∈7

( 口(z，，(k1))^··^p(，(k。一l，Ⅳ))
t∈T

Consequently．妒<n and so西=y妒。。≤yⅡ。。=Ⅱ By coⅡlbining the two steps we ohtam

t hat n is fuz2y pushout of p+T lKe¨n(Tx¨aIld the proofis comPl。t8d

In view of Theorems 4 8 aIld 4．9，we may hope that the nlzzy congrlIence cxtenslons betw88“

two homomorphic semigmups can be described．

Theorem 4．10 Let，be a homomorphisⅢof a sem培roup s onto a semigr0“p爿．Let 7

b e a subsemi印oup ofX．Let d be afIlzzy relation onX and afuz2y。o“gruence of y．Let p
b8

n le fLlzzv puuback of“to T=， 1(y) Let ox be the fhzzy co“gruence on x generated by a

andlet盯bethe向zzv puuback ofox．The“
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这样的{i1，t2，⋯，如)，如果计算不同排序的话，共有d!砖一，个．
若01，{2， ，“)中有一个取自如，其余均取自^，则"只有两个元素．不妨设K≠H

则∞：G‰(u)=1)与(∽G镜(u)=1)不能同时发生．因此

Pb 可a，卦)+(1一oM)Ⅳ。^)=o，o≤s!J)

=·一P(u：垂(a“-强。”一溉i)．，)=1一P(u：Ⅱ(a“(1一蚧。)+(1一aM)蛳。)=1)
、 l=l ／

廿(一垂(毗l(1一H(卜讪¨1)_，)=、 i=l ／

这样的{i-，t¨ ，ia)，如果计算不同排序的话，共有d!强虿个．
一般说来，若恼，iz，⋯，诌)中有t个取自如，其余d—t取自』。，则H只有￡+1个元

素．这时

P(u：Ⅱ(础嘶f)+(1飞肋。i)=⋯≤s≤j)=1一等、

f=l ／
。

这样的{il，i2，⋯，话}

总结前面的分析

如果计算不同排序的话，共有df芒絮，虿个
我们得到

‰呱p叫=虬耋：。志塞(·一等)碟，。：k=1’1，一l 7，‘￡=0

引理6

(亡+1)、“F—J

靠，n≤。“(等)“一(。”一妻％)(薹q√叫j+1巧)
其中≈是正整数，1≤k≤m，F，的定义如同引理5．

证明 根据前面定义的序，对E中的元素从小到大排序，每一个元素对应一个序号，记

为{xl，x2，·，x2m)，E还可以分解成如下m+1个集台．

E=E0 uEl u一·-uEm

其中E‘={x∈E：∑凳lq=z)；z=o，l，⋯，m．对于置∈晶，f巧∈El+l：』J巧x。』=1)
共有m—z个元素，记为H，蚝，⋯，k-I当m—f 2≈+1时，由Jordan公式及对称性可得：

lk扛
。Ⅱ㈦

F一堂璐巧一
。∑㈣
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于是

P(Axt n(u&lA而))≥P(噶‘(^x。几^b))≥P(啦：(Ax．
邕． ^+I

2萎q+l(-1)”1P(如。nAyl n¨．nAb)：董q+
‘

J=1

最后一步利用了引理5(以墨为％)．于是

Pm，n=P(u量Ax，)2P(A墨)+P(u琶Az．)一尸0。，n(u邑^噩))
2P(4xz)+P(Ax，)+p(u瑟A置)一P(Ax。n(u邑』4置))一P∞托n(u己A置)1

2∑P(A置)～∑P(A置n(u‰。A玛))

掣(等)“～薹磊P(缸n(U；≥。训、

k0X，∈岛
’

7

妒(等)”～“芝”∑P(舰n(屿≥。圳)

掣(等)”一”誉“吒塞‰(舻·弓

=。“(簪)”一(。m一壹％)(曼％。(_1)一弓]．
定理3的证明 当蔫=rd时 2“(2》)”=l，由引理6可知

‰9(等)_(z～妻％)薹¨妒啊一鬻董‰㈠矿·弓2“(号≠卜惫‰“。叫o

=-一(-一宴％，。”)霎q一叫Ⅲ马(矗)“
对于固定的k，当m_o。时，∑墨。％／2⋯的极限为零．而且当j《m时

。怨。巧(矗)“=恕(垂簪兰掣
=l骢(z～去塞簪t)⋯
o骢(-～去袅+。(嘉圹4 =唧(一去ra)

巧nl卜
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